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Sulle curve algebriche che ammettono come trasformata 
razionale una curva piana dello stesso ordine, priva di 
punti multipli. 


Von 


Beniamino Segre in Bologna. 


Consideriamo una forma /(z,,z,,27;) di grado n, avente discriminante 
non nullo; posto le z,, z,, 7, uguali a tre forme di uno stesso grado in 
tre nuove variabili: 


(1) = Pr(Yar Yar Yas Te = PalYr Yar Ys)s Ts = Ps (Yor Yar Yas 

la f(x,, 2, Z,) si trasforma, mediante le (1), in una forma F(y,, y,, y;)- 
E possibile che la F (y,, Ys, ys) risulti divisibile per una forma 9 (Y ys Yor Ys) 
ancora di grado n, senza, beninteso, che le (1) rappresentino — 
mod. 9(¥,, Ya. Ys) — una sostituzione lineare omogenea fra le (x,, x,, x,) ¢ le 
(Yi, Yo Ys)? Questa domanda ammelte sempre risposta negativa, salvo che 
sia n <= 3, nel qual caso la suddetta possibilité sussiste, come agevol- 
mente pud riscontrarsi su esempi. 

Tale notevole risultato é stato recentemente ottenuto da H. Kapferer'), 
colla restrizione (superflua) che pure g(y,, y,. y;) ammetta discriminante 
non nullo, La trattazione di questo A. — puramente algebrica — si 
svolge in 20 pagine dense di sviluppi algoritmici, poggiando su ben 8 
proposizioni ausiliarie, qualeuna delle quali vien dimostrata in altri 
lavori. ; 

In questa Nota, con procedimento algebrico-geometrico semplicissimo, 
io giungo ad un teorema che in particolare comprende il risultato sud- 
detto; e precisamente stabilisco che: 


Una trasformazione unirazionale che faccia passare da una curva I 
irriducibile di uno spazio ad un qualunque numero di dimensioni, ad una 
1) H. Kapferer, Hin Beweis fiir die Unméglichkeit einer nicht linearen Korre- 
spondenz zwischen doppelpunktfreien Kurven gleicher Ordnung n > 3, Sitzungsber. 
der Bayerischen Akad. d. Wissensch. zu Miinchen, 1931, S. 155—175. 
Mathematische Annalen. 109. l ; 











2 B. Segre. 


curva piana C* priva di punti multipli ed avente lo stesso ordine n > 3 
della prima, é necessariamente una trasformazione proieltiva; in particolare, 
dunque, anche I™ deve essere piana e priva di punti multipli. 

La dimostrazione si basa su tre proposizioni, che possono presentare 
interesse a prescindere pure dall’applicazione che qui se ne trae. 

1. Condizione necessaria e sufficiente affinché per n > 3 punti distints 
di un piano, passino (almeno) }(n — 2) (n — 3) curve C™—* dordine n — 3, 
linearmente indipendenti, é che quegli n punti siano allineati. 

La condizione @ evidentemente sufficiente, poiché le C"~* passanti 
per m punti allineati si spezzano nella retta a cui questi appartengono 
ed in una C"~—* residua, del tutto arbitraria. Per stabilirne la necessita, 
poiché la cosa é ovvia per nm = 4, potremo procedere per induzione com- 
pleta, ed ammettere di aver gid dimostrato la proposizione precedente per 
le C*-*. Bastera allora provare che, se si hanno (almeno) }(n — 2)(n — 3) 
C™—* indipendenti, passanti per n> 4 punti P,, P,, P;, ..., Pr 
distinti del piano, n — 1 qualsiansi di questi punti, ad es. P,, Py, ..., Pp, 
risultano fra loro allineati. Consideriamo all’'uopo una retta r arbitraria 
passante per P,, ma non per i punti restanti, e su di essa scegliamo 
n—3 punti Q,, Q,,..., Q.—s, distinti fra loro e da P,. Si hanno 
(almeno) 

(nm — 2)(n — 3) — (n — 3) = 3 (mn — 3) (mn — 4) 
C*~* indipendenti, passanti per i punti P,, P,, ..., Pr, Q:, Qe ---» Qn—s? 
queste curve si spezzano nella retta fissa r (che contiene » — 2 di tali 
punti), ed in altrettante C*~* linearmente indipendenti, passanti per P,, 
P,, ..., P,. Dunque effettivamente, la suddetta proposizione essendo per 
ipotesi vera per le C"~*‘, questi ultimi punti sono fra loro allineati. 

2. Una C* piana priva di punti multipli e dordine n > 3, non pos- 
siede alcun’altra g} all’infuori di quella delle sue sezioni rettilinee. 

Per ipotesi la C” ha il genere: 

p = 3(n—1)(n— 2); 


dunque, in base al teorema di Riemann-Roch, una g} che le appartenga 
ha indice di specialita almeno uguale a 
2—n+p = }(n — 2)(n — 3), 

ossia almeno tante sono le C*—* che passano per gli m punti (general- 
mente distinti) di un suo gruppo. In forza del n? 1 questi punti risul- 
tano fra loro allineati, donde la tesi. 

La proposizione cosi stabilita vale evidentemente pure per n = 2, 
ma non per n = 3, poiché su di una C* piana di genere 1 si hanno 
co'g?. Ad essa si pud anche dare la seguente forma invariantiva: 








Trasformate razionali di una curva algebrica. 3 


Avendo su di una curva algebrica irriducibile due distinte g3, con‘ 
n+ 3, entrambe queste serie lineari ammettono mnecessariamente qualche 
coppia neutra. 

3. Date due curve C e I irriducibili, aventi rispettivamente per generi 
pex,cnp>ax, p>, se esiste una corrispondenza fra quelle che sia 
razionale nel senso che fa passare da I’ a C, essa lo é anche di conse- 
guenza nel senso opposto, e le due curve hanno lo stesso genere. 

Invero, se ad un punto di C corrispondono « punti su J’, in base 
alla formula di Zeuthen dev’essere: 

(x—1)—a(p—1) 2] 0; 
e questa limitazione pud coesistere colle p > 2, p> 1, « 1, solo per 
p= x, «= 1°), 

4. Si abbia infine una curva algebrica irriducibile [", appartenente 
ad uno spazio ad un qualunque numero d > 2 di dimensioni, che am- 
metta come trasformata razionale una ©" piana priva di punti multipli 
ed avente lo stesso ordine n > 3 di J". La C™ ha per genere: 

p = t(n— 1)(n— 2)>1, 
mentre il genere 2 di J non pud superare p, come risulta subito consi- 
derando la proiezione di J su di un piano. In base al n° 3, la corri- 
spondenza fra J’ e C é@ addirittura birazionale, eppertanto essa trasforma 
la g@ delle sezioni iperpiane di J’ in una ¢@ su C. In virti del n’ 2 
dev’ essere d = 2, e quest’ultima 73 deve coincidere con la serie lineare 
delle sezioni rettilinee di C; in altri termini, come si trattava di provare, 
la curva J é@ piana e la data corrispondenza fra J” e C" & proiettiva. 

Dalla proposizione cosi dimostrata, segue in particolare che: 

Una curva piana algebrica dordine n > 3, priva di punti multipli, 
non ammette trasformazioni razionali in sé che non siano trasformazioni 
provettive. 


Bologna, 15 gennaio 1933. 


2) Il primo membro della precedente relazione, in virti: della citata formula 
di Zeuthen, rappresenta la meta del numero dei punti di diramazione della corri- 
spondenza esistenti su C. — Il risultato dianzi ottenuto comprende, quando gia si 
sappia che é p = 2, una nota osservazione di H. Weber, Zur Theorie der Trans- 
formation algebraischer Funktionen, Journ. fiir die reine und angew. Math. 76 (1873), 
S. 345. Per quest’ ultima e per la formula di Zeuthen, cfr. pure ad es. F, Severi, 
Trattato di geometria algebrica, vol. 1, parte I (Bologna, Zanichelli, 1926), p. 207 
e 210. 


(Eingegangen am 27. 1. 1933.) 
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Sulle trasformate razionali di un’ipersuperficie algebrica 
priva di punti multipli. 


Von 


Francesco Severi in Rom. 


La precedente Nota‘) stabilisce in modo semplice, e generalizza, coi 
metodi preferiti dalla scuola geometrica italiana, una proprietaé acquisita 
da altro Autore con laboriosi calcoli*). Nella mia recente conferenza di 
Zurigo io esprimevo |’augurio, confortato da quanto hanno gia realizzato 
e stanno realizzando nella geometria algebrica taluni giovani e valenti 
matematici tedeschi, che quei metodi tornino in pieno onore anche nella 
Patria di Riemann, Clebsch, Brill, Noether, che di essi furono grandi 
antesignani. Colgo con piacere |’occasione per ripetere l’augurio in questo 
autorevole periodico e per mostrare come gli stessi metodi conducano, 
con estrema semplicita ed eleganza, al seguente teorema generale, la cui 
dimostrazione algoritmica sarebbe forse molto complicata: 

Una corrispondenza unirazionale, che muti un’ipersuperficie F, d’ordine 
n>r+1, priva di punti multipli, appartenente allo spazio (proiettivo) 
S,, in una varieta algebrica F’, dello stesso ordine, di uno spazio S, (d>r), 
é necessariamente birazionale, anzi omografica (sicché d =r ed F’ é priva 
di punti multipli)*). 

1) B. Segre, 9 'le curve algebriche che ammettono come trasformata una curva 
piana dello stesso ordine, priva di punti multipli. 

%) Kapferer, Sitzungsber. d. Bayr. Akad. zu Miinchen, 1931, p. 155. Che due curve 
piane dello stesso ordine n > 3, prive di punti multipli, in corrispondenza birazio- 
nale, siano omografiche, era gid stato osservato da Marletta (Atti dell’Accademia 
Gioenia di Catania, 1905; Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1907). 
Anche questo Autore dimostra la proprieta per semplicissima via algebrico-geometrica. 

5) In particolare: due ipersuperficie d’ordine n > r+ 1 di 8,, prive di punti 
multipli, in corrispondenza birazionale, son omografiche. Cid trovasi in Marletta 
(nel primo dei lavori citati). La proprieta consegue pure ovviamente per r > 3 
dal fatto che un’ipersuperficie di S., priva di punti multipli, non contiene che 
varieta algebriche ad r— 2 dimensioni, intersezioni complete. Ved. Severi, Rend. 
della R. Accad. dei Lincei, 2 dicem. 1906. 








F. Severi, Trasformate razionali di un’ ipersuperficie algebrica. 


1. Per dimostrare il teorema enunciato premettiamo il lemma: 

Una varieta algebrica F’, d’ordine n >r-+1 e dimensione r—1, 
di uno spazio S,, la quale sia rappresentabile come varieté »-pla (vy > 1) 
sopra una ipersuperficie F dello stesso ordine, priva di punti multipli, di 
un S,, appartiene necessariamente ad un S, ed i suoi eventuali punti 
multipli non presentano condizioni di aggiunzione alle ipersuperficie d’or- 
dine n —r— 1.“ 

Osserviamo che, siccome la trasformazione (1, v) tra F, F’ muta il 
sistema canonico di F in un sistema contenuto (parzialmente o total- 
mente) nel sistema canonico di F’*), il genere geometrico P’ di F” é 


almeno uguale al genere geometrico e me ') di F. D’altronde la proie- 


zione F” di F’ da un generico S,,_, sopra un S,, é di ordine n e di 
genere P’. Ma siccome il rs geometrico di una ipersuperficie d’ordine 
n di S, non supera i \, cosi risulta P’ = (” " >) e la F’, se pur 
ha punti multipli, ne sate soltanto di quelli che non abbassano il 
genere. Dunque i punti multipli di F” non possono che distribuirsi in 
varieta di dimensione < r — 3. 

Percid una sezione piana generica di F” & una curva di ordine n 


senza punti multipli, ossia di genere ( i i Dunque la curva sezione 
di F’ con un generico S,_,,, di S, ha l’ordine n ed il genere ee. 


epperd @ piana’). Ne deriva*) che F’ appartiene ad un S,. 

2. Venendo al teorema oggetto di questa Nota, si pud intanto affer- 
mare, in base al lemma, che F’ appartiene ad un S; e che il sistema 
canonico (completo e puro) @ segato su F’ dalle ipersuperficie d’ordine 
n—r—l1 di S;. La corrispondenza w, (1, v), tra F, F’ muta il sistema 


4) Ved. Enriques, Memorie della R. Accad. delle Scienze di Torino, 1893; 
Severi, Rend. del R. Istit. Lombardo, 1903. La somma di una varieté canonica 
di F e dell’eventuale varieta di diramazione ad r—2 dimensioni esistente su F 
si trasforma in una varieta canonica di F’. La proprieté @ ovvia dal punto di 
vista trascendente. (Severi, 1. c., p. 500). 

5) Indipendentemente dal n° 4 della Nota di B. Segre, si riconosce subito che 
una curva irriducibile d’ordine n e genere ae di un 8), é piana, perché la 
varieta W delle sue corde non incontra un 8, _, generico e quindi W é una super- 
ficie irriducibile con co* rette, ciod un piano. 

*) Se una V__. irriducibile di S, appartiene ad un 8, (¢ = 4), ls sus curva 
sezione con un eta cioé con un §,_ +o del suo spazio di appartenenza, appar- 
tiene allo 8, _,,, © non ad uno spazio inferiore; percid quella curva non pud essere 
plans finchS non sia ¢ = r. Ved. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva 
degli iperspazi, 2» ed., Messina, Principato, 1923, p. 227. 
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canonico |K| di F in un sistema |K;|, di dimensione ("> ")-1, conte- 


nuto nel sistema canonico |K’| di F’ ed appartenente all’involuzione J, 
d’ordine v, che si ha su F’ come imagine dei punti di F. Siccome il 
genere geometrico di F’ @ ("—"), il sistema |K’| differisce al pit da |K;| 
per una componente fissa, costituita dall’eventuale varieta doppia ad r — 2 
dimensioni di J. Ma |K’| non ha componenti fisse e la generica K’, se 
vy > 1, non appartiene all’involuzione J, perché si pud sempre considerare 
in S, un’ipersuperficie d’ordine n—r—l1 passante per un generico 
punto P di F’ e non contenente alcuno dei »—1 coniugati di P 
nell’involuzione: dunque » = 1 e la » é un’omografia, perché |K| e | K’| 
si corrispondono e quindi il sistema delle sezioni iperpiane di F’ mutasi 
nel sistema delle sezioni iperpiane di F. 

Osservazione. I] teorema vale evidentemente anche se |’ipersuper- 
ficie F possiede punti multipli, che non abbassino il suo genere geometrico. 
Allora anche F’ possiede altrettanti punti multipli analoghi. 


Roma, 22 gennaio 1933-XI. 


(Eingegangen am 27. 1. 1933.) 


Zur algebraischen Geometrie. IV. 


Die Homologiezahlen der Quadriken und die Formein von Halphen 
der Liniengeometrie. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


In meiner Arbeit ,,Topologische Begriindung des Kalkiils der ab- 
ziihlenden Geometrie“*) habe ich gezeigt, daB das ,,Charakteristikenproblem“: 
die Bestimmung der ,,Anzahl“ der gemeinsamen Punkte zweier beliebiger 
Teilmannigfaltigkeiten einer singularitatenfreien algebraischen Mannigfaltig- 
keit M, zuriickgefiihrt werden kann auf die Bestimmung der Homologie- 
gruppen von M als topologische Mannigfaltigkeit. Diese Bestimmung soll 
nun durchgefiihrt werden fiir den Fall, daB M eine Quadrik Q,, oder 
Qan+i1, d.h. eine quadratische Hyperfliche im projektiven Raum ist. 
Als Spezialfall erhailt man daraus, wenn M die Mannigfaltigkeit der 
Geraden des dreidimensionalen Raumes ist, die Halphenschen Formeln 
fiir die Anzahlen der gemeinsamen Strahlen zweier Geradensysteme. 

Die Beweismethode ist im wesentlichen dieselbe, die in der ,,Topolo- 
gischen Begriindung“, Anhang II, zur Bestimmung der Homologiegruppe 
des projektiven Raumes benutzt wurde: Durch eine Deformation werden 
alle Zyklen in einen Teilraum von geringerer Dimension ,,hineingeschoben“. 
Wahrend aber im Fall des projektiven Raumes die Deformation stetig 
war fiir alle Zyklen, die einen Punkt nicht enthalten, ist sie es hier nur 
fiir die Zyklen, die eine gewisse Teilmannigfaltigkeit Pt von der Dimension n 
nicht treffen, was eine Schwierigkeit mit sich bringt, die aber durch An- 
wendung eines Dualitatssatzes der kombinatorischen Topologie behoben 
werden kann. Dieser Dualititssatz gibt nimlich ein Kriterium dafiir, 
wann ein gegebener Zykel homolog einem solchen ist, der P§ nicht trifft: 
das Kriterium besteht in dem Nullsein aller Schnittpunktszahlen des ge- 
gebenen Zykels mit den Zyklen von P%. 

Die eben skizzierte Deformationsmethode ist im wesentlichen nur 
eine Ubertragung ins Topologische einer algebraisch-geometrischen Methode, 


1) Math. Annalen 102 (1929), S. 337—362. 








x B. L. van der Waerden. 


welche G. Schaake*) in vielen Fallen mit Erfolg zur Auffindung von 
Charakteristikenformeln angewandt hat. Die Umwandlung ins Topolo- 
gische hat nur den Vorteil, eine bessere Beherrschung aller Multiplizitits- 
fragen zu ermédglichen. Es ist zu erwarten, daB mit einer dhnlichen 
Deformationsmethode noch eine Reihe von Charakteristikenproblemen 
exakt gelést werden kénnen. Als typisches Beispiel nenne ich das Charak- 
teristikenproblem fiir die Mannigfaltigkeit aller linearen Unterriume P,, 
des Raumes P, ?*). 


§ 1. 
Die Quadriken gerader Dimensionszahl, 

Im folgenden bezeichnet ein Index rechts unten immer die algebra- 
ische, ein Index rechts oben die (doppelt so groBe) topologische Dimen- 
sionszahl. 

Die Gleichung einer allgemeinen Quadrik Q, , im komplexen projektiven 
Raum P,,., kann auf die Form 

ZoYo + 2,9%+ eee tT Tn Yn = 0 

gebracht werden. Auf der Fliche liegen zwei Scharen von linearen 
Raiumen P,. Die Riume P, der einen Schar werden durch Gleichungen 
der Form 

(1) Ly = 2 Qin Yr (dj, as Ay) 
gegeben, wahrend die Gleichungen der Raume P;, der anderen Schar 
daraus durch Vertauschung eines x, mit einem y; hervorgehen. Vertauscht 
man noch ein s mit einem y, so erhilt man wieder einen Raum der 
ersten Schar usw. Zwei Riume P, oder P:, derselben Schar schneiden 
sich im allgemeinen in einem Punkt, wenn » gerade, und schneiden sich 
nicht, wenn » ungerade ist. Zwei Riume P, und P, aus verschiedenen 
Scharen schneiden sich umgekehrt nicht, wenn » gerade, und in einem 
Punkt, wenn n ungerade ist. 

Die Raiume P, = P?” sind (2n)-dimensionale Zyklen im (4 n)-dimen- 
sionalen Raum Q,, = Q*". Der Schnittpunktindex zweier sich in einem 
Punkt schneidender Raiume P, oder P;, ist + 1. Um das einzusechen, 
geniigt es auf Grund der topologischen Invarianz des Schnittpunktsindex, 


*) G. Schaake, Afbeeldingen van figuren op de punten eener lineaire ruimte. 
Diss. Amsterdam 1922, Kap. VI. 

2a) Zusatz bei der Korrektur. Dieses Problem ist inzwischen fiir den 
Fall m = 1, also fiir die Mannigfaltigkeit der Geraden des P, von Herrn Ehres- 
mann (C. R. Acad. Sci. Paris 196 (1932), p. 152) auf Grund einer dhnlichen, aber 
etwas einfacheren topologischen Methode gelést worden. Damit ist insbesondere 
die Halphensche Regel neu bewiesen. 
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die Umgebung der betreffenden Stelle von Q,, durch stereographische 
Projektion topologisch auf ein Stiick des euklidischen Raumes E,,, ab- 
zubilden, wobei die Riume P,, in lineare Riume E,, iibergehen, fiir welche 
definitionsmaBig ein isolierter Schnittpunkt immer den Index + 1 hat. 
Bei passender Orientierung ist der Index sogar + 1. 

Die Matrix der Schnittpunktszahlen zweier Raume P,, P), aus ver- 
schiedenen Scharen mit zwei ebensolchen lautet demnach: 


. ae. e) 
fiir n gerade: ( o iP 


- 0 
fiir m ungerade: (, 4). 


Daraus folgt, daB P, und P, im Sinn der Homologie linear - unabhingig 
sind. 

In P,, liegen natiirlich lineare Riume von allen kleineren Dimen- 
sionen: P,, P,, ..., Pay. Unter Q,+1, Qais, ---> Qean—1 verstehen wir 
schlieBlich die ebenen Schnitte von Q,, mit linearen Raumen der Dimen- 
sionen n-+2, n+3, ..., 2n. Jedes P, = P?'(vy=0, 1, ..., n—1) 
schneidet Q.,—, = Q?@"-" in einem Punkt vom Index Eins, also ist 
kein Vielfaches von P, oder Q,,—, homolog Null. 

Die Bestimmung der Homologiegruppe von Q,, geschieht nun auf 
Grund der folgenden Uberlegung. 

Ist C* ein Zykel von einer Dimension k < 2 auf Q*:?", so kann 
man C* durch einen Homologen ersetzen, der den Raum 


Fe: ¥%=y¥,=--=%,= 0 


nicht trifft. Dieser Raum P* wird von einem Raum P, der zweiten 
Schar in genau einem Punkte geschnitten. Ist C?" ein Zykel von der 
Dimension 2, also von derselben Dimension wie P,, so kann man die 
Zahl 7 so bestimmen, daB 


Cam — C2" _j- Py 


mit dem Raum P% die Schnittpunktszahl Null hat. Nach einem Duali- 
titssatz von van Kampen und Pontrjagin®) ist dann ‘C?" einem 
Zykei “C?", der P% nicht trifft, homolog mit erlaubter Division. In dieser 
Weise werden alle Zyklen mit k < 2n auf solche zuriickgefiihrt, welche 
P* nicht treffen. Das gleiche kénnte man iibrigens auch fiir die C* mit 
k > 2n machen, indem man passende Vielfacbe von Q,+,, .--, Qon—1 
von ihnen subtrahiert, jedoch brauchen wir das fiir das folgende nicht. 


’) E. R. van Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualititssitze, 
Diss. Leiden 1929, §. 64 (Satz 4) und 8.72 (SchluB von § 4). L. Pontrjagin, 
Math. Ann. 105 (1931), S. 190, Formel (3). 
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Jetzt definieren wir eine Deformation, welche den Punkt 


Bigg sven Gas Bee +s Me 


Als. .++<) Aer Me s+0. 
tiberfiihrt, wobei der reelle Parameter 4 von 1 nach 0 geht. Fiir alle 
nicht zu P gehérigen Punkte bleibt diese Deformation eindeutig und 
stetig auch bei A = 0, also werden unsere Zyklen C* bzw. “C?" stetig in 
solche iibergefiihrt, welche dem Raum P,: 


a=2,=...=2%,=0 
angehéren. Fiir diesen projektiven Raum P, bilden nun bekanntlich die 
Unterriume P, = P** (vy = 0,1,..., n) eine vollstindige Homologiebasis. 


Also bilden diese Zyklen P*"(v = 0, ..., » — 1) auch eine Homologie- 
basis fiir Q*-*" fiir alle Dimensionen k < 2n, wihrend fiir k = 2n die 
Zyklen P, und P., zusammen eine Basis im Sinne der Homologie mit 

Damit sind die Homologiezahlen p,=1, p,=0, pp =1,..., 
Pan—1 = 0, Pa, = 2 bestimmt, wihrend sich gleichzeitig ergibt, da8 fir 
die Dimensionen k < 2” keine Torsion existiert. Aus dem Poincaréschen 
Reziprozitatsgesetz fiir die Homologiezahlen und Torsionskoeffizienten: 

Pan—v = Pes Tan—v = Tr-1 
bestimmen sich nun alle iibrigen Homologiezahlen: 

Ponti =9%, Ponto =1, «+ Men-1 = 9, Pn = 1, 
wahrend sich andererseits die véllige Torsionsfreiheit ergibt. Zieht man 
schlieBlich noch die Tatsache heran, daB die Determinanten der oben auf- 
gestellten Schnittzahlmatrizen gleich +1 sind, so folgt, daB die Zyklen 

Sm Fesea Foust Fas P,; Qatar +--+» Gon 
eine vollstiindige Homologiebasis fiir Q., bilden. 


§ 2. 
Die Quadriken ungerader Dimensionszahlen. 
Die Gleichung einer allgemeinen Quadrik Q,,4, = Q?@"*» im kom- 
plexen projektiven Raum P,,,, kann auf die Form 
ZoYot --- + in¥nt 2 = 0 


gebracht werden. Die Quadrik enthilt lineare Raiume P,, z. B. die 


Raume 
Pe: = 97, =..-=y% =0, s=0, 


P.: = 2s,=...22,=0, s= 0, 
und die Teilriume P,(v = 0, 1, ..., »—1) von P,. 
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Jeder Zykel C* von einer Dimension < 2(n--1) kann durch einen 
homologen ersetzt werden, der den Raum P% nicht trifft. Sodann de- 
formieren wir den Zykel innerhalb Q,,,, dadurch, da8 der Punkt 
: Bs osm Dey es i Bae 
in 

Pilly 0c BO Be 2-0 Be a8 
iibergefiihrt wird, wobei A von 1 nach 0 geht. Der Zykel C* kommt 
dadurch innerhalb P,, zu liegen. 

Also bilden die Zyklen 

P, = Pp» (vy = 0, 1, ..., #) 
eine Homologiebasis fiir alle Zyklen der Dimensionen k < 2(n-+-1). DaB 
diese Zyklen nicht homolog Null sind, ergibt sich daraus, daB jeder 
Raum P, mit einem ebenen Schnitt Q.,,,—-, genau einen Schnittpunkt 
vom Index 1 bestimmt. Die Homologiezahlen uid Homologiebasen fiir 
die Dimensionen k > 2(n + 1) bestimmen sich wie in §1 auf Grund des 
Reziprozitatsprinzips. Die Homologiezahlen p,, p,, ..., Paaan+1) sind ab- 
wechselnd 1 und 0, und die Homologiebasis besteht aus den Zyklen 

P, P*, nm Pi, Q?™ + eae Q2(2n + 0), 

Bemerkung. Die in §1 und §2 angewandte Methode kann auch 
auf reelle Quadriken in reellen projektiven Riumen angewandt werden. 
Die Gleichungen dieser Quadriken kénnen namlich immer auf die Form 

ZYt---t+uytat...+4%=0 
gebracht werden; die zu benutzende Deformation fiihrt den Punkt 
Lain «209 Ben Bee +200 Be Ses vee Sal 

Pan, 100 PO Be .<a Bee eo eee 
iiber und ist stetig auSer fiir die Punkte des Teilraums 

Peis; Yo... BH = O, 3, .... & =O. 
Diese Deformation fiihrt zu einer vollstindigen Bestimmung aller Homo- 
logiegruppen der Dimensionen k << 1+ m—1. Falls die Quadrik Q); 4m 
orientierbar ist, was aber nur fiir gerade Werte von m (und im trivialen 
Fall der Sphire: 1 = 1) der Fall ist, kann man weiter aus dem Rezi- 
prozitatsprinzip die fehlenden Homologiegruppen bestimmen. 


in 


§ 3. 
Die Formel von Halphen. 
Nachdem die Homologiebasen der Quadriken Q,, und Q,, ,, bestimmt 
und ihre Schnittpunktmatrizen berechnet sind, kann man die_,,Schnitt- 
punktszahl“ zweier algebraischer Teilmannigfaltigkeiten komplementarer 
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Dimensionszahl, d. h. im Fall isolierter Schnittpunkte die Summe ihrer 
Schnittpunktsindizes, ohne weiteres berechnen (,,Topologische Begriindung 
§ 8). Das Ergebnis la6t sich fiir beide Fille Q,, und Q,,4, gemeinsam 
so formulieren: 

Jede algebraische Teilmannigfaltigket M, von Q,, hat eine Gradzahl, 
niimlich die Schnittpunktszahl von M mit dem Basiselement P,,_, oder 
Q»—» der Homologiegruppe; nur im Fall m= 2n, k=n hat M, zwei 
‘Gradzahlen 6b und f, nimlich die Schnittpunktszahlen von M,, mit P, und P,. 
Die Schnittpunktszahl zweier Mannigfaltigkeiten M, und M,,_, ist gleich 
dem Produkt der Gradzahlen; nur im Fall m = 2n, k = n wird die Schnitt- 
punktszahl gegeben durch die Ausdriicke: 

bb’ +-ff fiir m ungerade, 
bf + /b' fiir n gerade, 
wobei b, { die Grade von M, und b’, /’ die von M,,_, sind. 
Ein interessanter Fall ist der, wo Q,, die vierdimensionale Mannig- 


faltigkeit aller Geraden des Raumes P, ist, deren Gleichung (in Pliicker- 
schen Linienkoordinaten) lautet: 


Por Pas + Pos Psi + Pos Pia = 9- 

Man erhalt das Ergebnis, daB jede Regelschar und jeder Geraden- 
komplex eine Gradzahl besitzt, nimlich die Schnittzahl mit einem 
(eventuell speziellen) linearen Komplex bzw. mit einem Geradenbiischel, 
wahrend eine Geradenkongruenz zwei Gradzahlen, nimlich den ,,Biindel- 
grad“ 6 (Schnittzahl mit einem Gradenbiindel) und den ,,Feldgrad“ 
(Schnittzahl mit einem ebenen Geradenfeld) hat. Die Schnittzahl einer 
Regelschar und eines Komplexes ist gleich dem Produkt der Gradzahlen, 
wahrend die Schnittzahl zweier Kongruenzen mit den Gradzahlen 6, / 
und 6’, f’ durch die von Halphen*) gefundene Formel 


} bb + ff 
geliefert wird. 


*) G. Halphen, C. R. Ac. Paris 1872, 8.41. Vgl. auch H. Schubert, Math. 
Annalen 10, 8. 96, sowie Kalki! der abzihlenden Geometrie, 8. 62; H. G. Zeuthen, 
Lehrbuch der abzihlenden Methoden der Geometrie, S. 268 und 275. Alle zitierten 
Beweise sind, da sie sich nicht auf eine klare Multiplizitatedefinition beziehen, als 
ungeniigend zu bezeichnen. 


(Eingegangen am 27. 10. 1932.) 














Die Seltenheit der Gleichungen mit Affekt. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Im folgenden soll bewiesen werden, da8 asymptotisch 100 % aller 
ganzzahligen Gleichungen in bezug auf den rationalen Zahlkérper keinen 
Affekt haben. Das heiBt, wenn man alle Gleichungen { (x) = 0 bildet, wo 

f(z) = a,2"+a4,2"-'+...+4, 
ein ganzzahliges Polynom ist, dessen Koeffizienten dem Betrage nach < N 
sind, so strebt der Bruchteil dieser Gleichungen, deren Galoissche Gruppe 
die symmetrische ist, mit wachsendem N gegen Eins. 

Die bisherigen Beweise ahnlicher Seltenheitssitze') stiitzen sich 
meistens auf den Hilbertschen Irreduzibilitétsatz und erfordern daher 
transzendente Hilfsmittel. Der hier darzustellende Beweis dagegen ist rein 
elementar. Er beruht auf der bekannten Dedekind-Bauerschen Methode 
zur Bildung affektloser Gleichungen mittels Zerlegungen modulo ver- 
schiedener Primzahlen”). Es lé8t sich nimlich beweisen, daB die nach 
dieser Methode gebildeten Gleichungen schon 100% aller ganzzahligen 
Gleichungen ausmachen. Das ist iibrigens nicht verwunderlich, denn auf 
Grund der Kronecker-Frobeniusschen Dichtigkeitstheorie weiS man ja. 
daB das nachstehend zu erwihnende Dedekindsche Kriterium fiir Affekt- 
losigkeit nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist, sobald nur 
zu jeder Gleichung passende Primzahlen herangezogen werden. 

Die erwaihnte Methode beruht auf dem folgenden Dedekindschen Satz, 
fiir dessen elementaren Beweis ich auf mein Buch Moderne Algebra I, 
§ 56 verweise : 

Wenn ein ganzzahliges Polynom f(x) vom Grade n modulo Prim- 
zahlen p,, Py, Pp, folgendermafen zerfallt: modulo p, in irreduzible Faktoren 


1) Vgl. K. Dérge, Die Seltenheit der reduziblen Polynome und der Normal- 
gleichungen, Math. Annalen 95 (1925), S. 247-—256. 

2) M. Bauer, Ganzzahlige Gleichungen ohne Affekt, Math. Ann. 64 (1907), 
8. 325—327. 
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der Grade n—1 und 1, modulo p, in einen quadratischen Faktor und 
einen oder zwei Faktoren ungeraden Grades, wihrend modulo p, das 
Polynom irreduzibel und vom Grade n ist, so hat die Gleichung { (x) = 0 
keinen Affekt. 

Ich werde die drei im Satz genannten Arten der Zerfillung eines 
Polynoms Zerfillungen erster, zweiter und dritter Art nennen. Es soll 
nun gezeigt werden, daB asymptotisch 100% aller ganzzahligen Poly- 
nome die Eigenschaft haben, daB es eine Primzahl gibt, modulo welcher 
sie in irgendeiner vorgeschriebenen Weise (also insbesondere von der 
ersten, zweiten oder dritten Art) zerfallen. 

Zuerst mége die Anzahl der modulo p irreduziblen inkongruenten 
Polynome n-ten Grades berechnet werden. Diese zerfallen im Galois- 
Feld G F (p") vollstandig in Linearfaktoren. Jedes Element 0 des GF (p"), 
das nicht schon einem Unter-Galoisfeld G F (p™) angehért, ist Wurzel eines 
solchen irreduziblen Polynoms, genauer von p — 1 solchen Polynomen, da 
die Restklasse von a, mod p noch beliebig gewahlt werden kann. Die 
Anzahl dieser @ ist mindestens 

a=— 1 
»_ Fo Vase. £ p" (p — 2) 
p pe rer ie>p- Fre) 


m=1 
Da jedes mod p irreduzible Polynom n solche Wurzeln 9 hat, so ist die 
Anzahl dieser Polynome gleich dem n-ten Teil der eben berechneten An- 
zahl der O, multipliziert mit (p— 1) wegen der Willkiir von a,. Die 
Anzahl der irreduziblen Polynome mod 7 ist also gréBer als 


p*(p—2)_ p®*? 2 ” i 
——=*(-7/25, ™ o2s 


P: 
also gréBer als der 3n-te Teil aller mod p verschiedenen Polynome. 

Um nun z. B. die Anzahl] der Polynome abzuschitzen, die von der 
ersten Art sind, also in einen Linearfaktor und einen Faktor (m — 1)-ten 
Grades zerfallen, hat man die Anzahl p der méglichen (normierten) Linear- 
faktoren z—a mit der eben berechneten Mindestzah] der irreduziblen 


Polynome (n — ])-ten Grades zu multiplizieren. Man findet so, daB von 


n+1 
den p"*+* méglichen mod p verschiedenen Polynomen mehr als os | iy’ 


also mehr als der Bruchteil von der ersten Art zerfallt. 


1 
3(n —1) 
In ganz entsprechender Weise findet man fiir jede mégliche Zerfillungs- 
art (insbesondere fiir die drei im obigen Satz angefiihrten Zerfillungsarten) 
einen festen (von p unabhingigen) Bruch, der angibt, welcher Bruchteil 
von den p"*+! méglichen Polynomen mindestens diese Zerfillungsart 
besitzt, wobei eventuell einige sehr kleine Primzahlen ausgenommen sein 
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kénnen. Fiir die erste, zweite und dritte Zerfillungsart sind diese 
Briiche z. B. 
1 1 1 
Sly’ 6 3m@—y’ 3a >?) 





Ist + der kleinste von diesen drei Briichen, so kénnen wir zu- 
sammenfassend den Satz aussprechen: Modulo jeder Primzahl p > 2 zer- 
fallen mindestens + aller mod p inkongruenten Polynome n-ten Grades in 
einer vorgegebenen, ersten, zweiten oder dritten Art. 


Es seien jetzt p,, py, p,,... alle ungeraden Primzahlen. Wir fragen, 
wie viele modulo p, p, inkongruente Polynome sowohl p, als mod p, nicht 
von der ersten Art zerfallen. Von den p? Restklassen von Polynomen 


bo 


mod p, zerfallen héchstens — p? nicht von der ersten Art, ebenso mod p, 


héchstens == oe. Die (p, p,)" Restklassen von Polynomen mod p, p, 
sind Durchschnitte von je einer Restklasse mod p, und einer mod p,; 
unter diesen Durchschnitten gibt es héchstens 








k—1 k—1 k—1\2 
k Py k py = ( E ) (Pa pad", 


welche weder mod p, noch mod p, von der ersten Art zerfallen. 

Ebenso gibt es unter den (p,p,p,)" Restklassen von Polynomen 
mod p, p, p, héchstens (“ye Po P;)", welche weder mod p,, noch mod p,, 
noch mod p, von der ersten Art zerfallen, usw. 


Wir wahlen nun bei gegebenem « eine Zah] m so groB, dab 


Py <s 








ist. Dann haben von den P" = (p, p, ... Pm)" Restklassen von Polynomen 
mod P = p, p,... Pm héchstens e P" die Kigenschaft, modulo keiner Prim- 
zahl p, von der ersten Art zu zerfallen. Ebenso haben héchstens e P* 
die Eigenschaft, modulo keinem p; von der zweiten bzw. dritten Art: zu 
zerfallen. Die iibrigen Restklassen, mindestens (1 — 3) P" an Zahl, 
zerfallen modulo mindestens einer Primzahl p, von der ersten, modulo 
einer anderen von der zweiten, modulo einer dritten von der dritten Art. 
Auf Grund des anfangs angefiihrten Satzes sind alle Gleichungen f(x) = 0, 
die zu diesen Restklassen mod P gehéren, Gleichungen ohne Affekt. 


Wir wahlen jetzt 2N+12>P. Von den 2N+1 Zahlen a mit 
a| < N liegen héchstens iE as *] + 1 in einer Restklasse modulo P; 
also liegt in den 3¢ P" Restklassen, welche Gleichungen mit Affekt 
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ergeben kénnen, héchstens die folgende Anzahl von Polynomen mit 
Koeffizientenbetrigen < N: 
3e pa (22 tt + 1)" = 36(2N+1+ P< 3-22(2N + 1)". 


Die iibrigen (1 —3-2"e)(2N +- 1)" Polynome mit Koeffizienten- 
betrigen < N ergeben sicher Gleichungen ohne Affekt. Der Bruchteil 
(1 — 3-2") kann aber beliebig nahe an Eins gebracht werden. Damit 
ist die am Anfang formulierte Behauptung bewiesen. 

Die im vorstehenden Beweis enthaltene Abschitzung des Bruchteils 
der Gleichungen, welche einen Affekt besitzen kénnen, lieBe sich noch 
etwas verschirfen. Es hat aber wenig Sinn, das auszufiihren, da die 


vermutlich richtige GréBenordnung zi dieses Bruchteils (vgl. die ana- 


logen Abschitzungen in der unter ') zitierten Arbeit) mit dieser Methode 
anscheinend nicht erreicht werden kann. 


(Eingegangen am 24. 2. 1933). 


Uber parabolische Risse. 


Von 


F. Rehbock in Bonn. 


Um die bekannten Methoden der darstellenden Geometrie zu wenigen 
iibergeordneten Typen zusammenzufassen, kann man — wie ich in drei 
friiheren Arbeiten’) synthetisch ausgefiihrt habe — eine auf L. Eckhart’) 
zuriickgehende Abbildung des Strahlenraumes benutzen: Gegeben sei eine 
reelle Bildebene a und eine regulire, 2 nicht beriihrende Flaiche zweiten 
Grades ®. Die eine Geradenschar auf ® werde als projizierende Schar S 
ausgezeichnet. Jede lineare Kongruenz, deren Brennlinien S-Strahlen sind, 
heiBe eine S-Kongruenz. Ein Raumstrahl G, der nicht der zweiten Ge- 
radenschar 7 von ® angehért, ist in genau einer S-Kongruenz enthalten. 
Als ,,Rif“ ordne man ihm den in a liegenden Strahl G’ dieser S-Kon- 
gruenz zu. Die Strahlen 7 sind singular. 

Wird ® ein Kegel zweiten Grades mit der Spitze 0, so erhalt man 
fiir die nicht durch o gehenden Geraden die Zentralprojektion mit dem 
Zentrum o. Bei ihr besteht zwischen den Strahlen eines nicht durch o 
gehenden Feldes und der Gesamtheit der zugeordneten Risse eine regulire 
Kollineation. Dagegen werden die Risse eines Biindels p zusammen- 
gedringt zu einer einparametrigen Strahlengesamtheit, nimlich dem 
Biischel, dessen Scheitel die Zentralprojektion p’ von p ist. Verwendet 
man eine Spurendarstellung, ordnet also jedem Strahl seinen Spurpunkt 


1) I. F. Rehbock, Die linearen Punkt-, Ebenen- und Strahlabbildungen der 
darstellenden Geometrie. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 6 (1926), Nr. 5, 
8. 379—400. II. F. Rehbock, Projektive Aufgaben einer darstellenden Geometrie des 
Strahlenraumes. Ebenda 6 (1926), Nr. 6, S.449—468. III. F. Rehbock, Zur Ab- 
bildung des Punkt- und Ebenenraumes auf die Kinematik der hyperbolischen und 
elliptischen Ebene. Mondtshefte f. Math. u. Phys. 88, 2. Heft, 8. 257—274. 

2) L. Eckhart, Uber die Abbildungsmethoden der darstellenden Geometrie. 
Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Math. -nat. Kl., Abt.I1a, 182 (1923), 
5. und 6. Heft. Vgl. ferner L. Eckhart, Konstruktive Abbildungsmethoden. 
Wien 1926. 

Mathematische Annalen. 109. 2 
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mit der Bildebene 2 zu, so wird dual zwar im Bilde der zweidimensionale 
Charakter jedes nicht mit a vereinigten Biindels, nicht aber der eines 
beliebigen Feldes zum Ausdruck gebracht. Die geschilderten allgemeinen 
Risse dagegen haben die wichtige Eigenschaft, daB zugleich die Risse der 
Strahlenbiindel und der Strahlenfelder iiber das Bildgebiet ausgebreitet 
werden, daB also zwischen jedem Biindel und seiner Ri®gesamtheit, aber 
auch zwischen jedem Felde und seiner Ri®gesamtheit eine regulire Kolli- 
neation besteht, falls das Biindel oder Feld von singuliren Strahlen 
frei ist. 


Bei Verwendung von zwei projizierenden Scharen erhalt man nur dann 
eine eineindeutige Abbildung des Strahlenraumes auf die geordneten 
Strahlenpaare der Bildebene, wenn die zugehérigen singuliren Scharen 
genau einen Strahl gemeinsam haben. In der folgenden Arbeit wird 
gezeigt, wie man eine derartige eineindeutige Abbildung dadurch gewinnen 
kann, da8 man @ in ein Ebenenpaar o0,, 0, ausarten laBt und die beiden 
auf ® liegenden Geradenscharen in zwei verschrinkte Strahlbiischelpaare : 
Sind r, und r, ihre Scheitel auf dem Schnittstrahl R = 0, 0,, so besteht 
die erste projizierende Schar aus den Biischeln [r,, 0,] und [r,, 0,], die 
zweite aus den Biischeln [r,, 0,] und [r,,0,]. Die entstehenden Risse 
sollen parabolische Risse genannt werden. 


Legt man in z in geeigneter Weise eine parabolische MaBbestimmung 
von euklidischem oder pseudoeuklidischem Typus fest, so stellt sich heraus, 
da8 den Strahlenfeldern des Raumes als Bilder die Bewegungen, den 
Strahlenbiindeln die Umlegungen der betreffenden Geometrie eineindeutig 
zugeordnet werden. Ersetzt man das ebene Bildgebiet durch ein Strahlen- 
biindel*), so wird die Rolle der Bewegungen und Umlegungen vertauscht, 
und man erhilt nach einfacher Umformung den allgemeinsten Typus, der 
der kinematischen Abbildung von Blaschke und Griinwald*) zugrunde liegt. 


§ 1. 
Erste Konstruktion und Struktur des parabolischen Risses, 


1. Problemstellung. Bei der Abbildung der hyperbolischen und 
elliptischen ebenen Kinematik auf den Punkt- und Ebenenraum, die ich 


5) Vgl. den Auszug eines vom Verfasser in Hamburg 1928 gehaltenen Vor- 
trages. Jahresber. d. D. M. V. 88 (1929), S. 1J. 

*) W. Blaschke, Euklidische Kinematik und nicht-euklidische Geometrie. Zeit- 
sehrift f. Math. Phys. 60 (1911), S.61--91, 203f. J. Grinmwald, Ein Abbildungs- 
prinzip, welches die ebene Geometrie und Kinematik mit der raumlichen Geometvie 
verkniipft. Sitzungsber. Akad. Wien, Abt. Ila, 120 (1911), S. 677—741. 
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in einer friiheren Arbeit) diskutiert habe, spielte eine regulire ,,Flache 
zweiten Grades die Hauptrolle. Um die analogen Betrachtungen fiir den 
euklidischen und pseudoeuklidischen Fall durchzufiihren, gehe man von 
einer Flache ® aus, die in ein Doppelpaar*) ausgeartet sei: Ihre Punkt- 
gesamtheit soll bestehen aus zwei Punktfeldern g, und g, durch den 
reellen Strahl R, ihre Ebenengesamtheit aus zwei Biindeln r, und 1, 
auf R; die Erzeugendenscharen arten aus in zwei verschrinkte Strahl- 
biischelpaare: die Schar (S) bestehe aus den Biischeln [r,, @,) und [7,, @,], 
die Schar (7) aus den Biischeln [r,, 0,] und [7,, 0,) (Fig.1). Nur die 
Strahlen dieser Biischel sollen ®- 
Strahlen heiBen. Wir betrachten 
im folgenden zwei Fille: den 
,pseudoeuklidischen Typus, bei 
dem @,, 0, und r,, r, reell, und den 
, euklidischen T ypus“, bei dem @,, 0, 
und r,,7,° je konjugiert imaginar 
sein sollen. 

Gegeben sei ferner eine reelle 
Bildebene x, die keinen ®-Strahl 
enthalte; sie schneide R im Punkter. 
Die ,,Kernkurve‘ A besteht aus 
den z-Strahlen R, und R, von 0, Z p 
und og,, die beim euklidischen 
Typus konjugiert imaginir, beim 4. GG”. (Sugiich: Eine swei- 
pseudoeuklidischen reell sind. fach singulire A-Kollineation als 

Dieser ,,parabolische“ Fall er- Bild einer Ebene « durch r,.) 
fordert eine besondere Betrachtung, 
weil die Polaritit des Doppelpaares cine ausgeartete ist, so daB die Ergebnisse 
des in der zitierten Arbeit behandelten allgemeinen Falles gewisse An- 
derungen und Einschrankungen erfahren. 

Man denke sich auf der Punktreihe R und im Ebenenbiischel R je 
die Involution mit den Doppelelementen r,, 7, bzw. 0,, 0, bestimmt, ferner 
im Strahlbiischel (r,) die Involution mit den Doppelstrahlen R,, R,. 
Zwei Elemente, die sich in einer dieser Involutionen entsprechen, sollen 
hier kurz als Spiegelbilder bezeichnet werden. Die ®-Polaritaét sieht dann 
so aus: Der ®-Pol einer nicht durch R gehenden Ebene « ist das 











Fig. 1. Konstruktion der Abbildung 





5) F. Rehbock, Zur Abbildung des Punkt- und Ebenenraumes auf die Kine- 
matik der hyperbolischen und elliptischen Ebene. Monatshefte f. Math. u. Phys. 
88, 2. Heft, S. 257—274. 

6) Vgl. tiber diese Bezeichnung: F. Klein, Vorlesungen iiber nicht-euklidische 
Geometrie, bearbeitet von W. Rosemann, 8.90. Berlin 1928. 


o* 
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Spiegelbild a des Punktes Ra, die @®-Polarebene eines nicht auf R 
liegenden Punktes 6 ist das Spiegelbild § der Ebene 6R. Umgekehrt 
sind also einer R-Ebene # alle Punkte der Spiegelebene von £, einem 
R-Punkt a alle Ebenen durch den Spiegelpunkt von a polar zugeordnet. 
Die ®-Polare eines nicht durch R gehenden Strahles ist stets R. Einem 
Strahl des Gebiisches R, der mit R das Biischel [c, y] bestimmt, sind als 
Polaren alle -Strahlen desjenigen Biischels zugeordnet, dessen Zentrum der 
Spiegelpunkt von ¢ und dessen Feld die Spiegelebene von y ist, kurz das 
Spiegelbild von [e, y]. 

Wie im allgemeinen Falle, stellen wir auch hier zunichst die Auf- 
gaben: 

I. Es sollen die Risse G’,G” beliebiger Strahlen G angegeben 
werden. 

II. Wie verschafft man sich simtliche Originale, die zu einem 
Bildpaar G’,G” gehéren? Ist es auch bier so, daB einem Bildpaar als 
Originale zwei zu ® polare Strahlenmannigfaltigkeiten entsprechen ? 

Ill. Wie sieht insbesondere das Koinzidenzgebilde’) aus? und hat 
auch hier die Polaritét von 4 eine fiir das Koinzidenzgebilde wichtige 
Bedeutung ? 


2. Konstruktion der Abbildung. Um das Konstruktionsgesetz 
méglichst einfach zu formulieren, definieren wir: 

Jede lineare Kongruenz, die stimtliche T-Strahlen enthilt, deren Brenn- 
linien also S-Strahlen sind, heifBe eine S-Kongruenz; jede lineare Kongruenz, 
die alle S-Strahlen enthdlt, deren Brennlinien also T-Strahlen sind, eine 
T-Kongruenz. Dann soll allgemein folgende Festsetzung gelten: 

Einem Strahl G sollen als Risse die x-Strahlen G’ und G” der S- und 
der T-Kongruenz zugeordnet werden, die G enthalten. G' heiBe der S-Rif, 
G” der T-RiB von G. (Fig. 1.) 

Falls G den Strahl R nicht schneidet, sind diese Kongruenzen ein- 
deutig festgelegt. Wahlt man umgekehrt zwei nicht durch r gehende 
Bilder G’ und G”, so schneiden sich die zu ihnen gehérenden Kon- 
gruenzen in einem dem Gebiisch R nicht angehérenden Strahl G und in 
R, d.h. der ®-Polaren von G. Setzt man fest, daB der fiir beide Risse 
singulare Strahl R nie als Original gemeint sei, so erhalt man nur ein 
Original*). Wird G’ =G", aber nicht durch r gewiahlt, so gehért in 
diesem Sinne dazu nur das Original G=G’ =G”. Ist ferner G ein 





7) Das Koinzidenzgebilde ist die Gesamtheit jener Strahlen, deren Risse zu- 
sammenfallen: G’ — G@". 

*) F. Rehbock, Projektive Aufgaben einer darstellenden Geometrie des Strahlen- 
raumes. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 6 (1926), S. 449—468, § 8. 
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A-Strahl*), aber kein R-Strahl, T der 7-Strahl und S der S-Strahl durch 
seinen a-Punkt, so ist nach unserer Konstruktion G’ der zx-Strahl des 
Biischels TG, G" der x-Strahl des Biischels GS. 

Durch dieses Konstruktionsgesetz werden aber auch die Risse der 
R-Strahlen bestimmt. Unter den S-Kongruenzen befindet sich namlich 
auch die einparametrige Schar parabolischer Kongruenzen mit der Achse R, 
die die Biischel der 7-Strahlen [r,, 0,] und [r,, 9,] enthalten, unter den 
T-Kongruenzen die parabolischen Kongruenzen mit den Biischeln der 
S-Strahlen [r,, 0,] und [r,,9,]. Ein R-Strahl G durch einen R-Punkt 
a+r, und in einer R-Ebene « + 0, (x = 1 und 2) gehért einer und 
nur einer parabolischen S-Kongru- 
enz an; ihr 2-Strahl ist also der 
erste RiB G’ von G (Fig. 2), und 
ebenso ist der zweite RiB G” der 








Faia r sd 
a-Strahl der parabolischen T-Kon- ¢ 2 a ; 
gruenz, die G enthilt. A 

Um sich diese Kongruenzen 
zu verschaffen, bestimme man die 
Projektivitat a, 
(1) (yr42) = (0,0,28)") J % 
zwischen den R-Punkten xz und WA 
den R-Ebenen & und die Projek- Le 7 ow 
tivitat é = 











wee’ 
(7,734 Yy) = (0, 09%) 


zwischen den R-Punkten y und den Fig.2. Die Abbildung des 
R-Ebenen 7. Die Gesamtheit der aaa nics 

Biischel [z, £} bildet die S-Kongruenz, die der Biischel [y, 7] die T-Kon- 
gruenz. Ist A = «2, so sind also G’ und G” durch die Gleichung 


(2) (r,7,a7r) = (R, R, AG’) 


9 (r,7,47) = (R, R, AG") 


®) D. h. ein Strahl, der R, oder R, schneidet! 

1) D. h.: Die durch die Zuordnung r,> 09, r,> 0,, a> x bestimmte Pro- 
jektivitat z+» ¢. Im folgenden sei ferner stets das Doppelverhaltnis der vier Ele- 
mente a,b, c,d 
(ac)- (bd) 

(ad)- (bc)” 
Die Klammern rechts bedeuten zweireihige Determinanten in binéren homogenen 
Koordinaten, also (ac) = ay c¢, — co a). 





(abcd) = 








92 F. Rehbock. 


bestimmt. Speziell fallen fiir einen r-Strahl G die Risse zusammen: 
G’ = G”" ist der a-Strahl des Biischels RG. 

Ist dagegen G etwa ein von den, 7-Strahlen verschiedener Strahl in 
@,, so gibt es nur eine ausgeartete S-Kongruenz, die G enthilt, namlich 
jene, die aus allen Strahlen des Feldes 0, und des Biindels r, besteht; 
ihr x-Strahl ist G’ = R,. So findet man allgemeiner: 











Ein Strahl im hat zum ersten Rif zum zweiten Rift 
Feld 0, R, R, 
Feld 0, R, R, 
Biindel r, R, R, 
Biindel r, R, R, 














Endlich sind bei der Konstruktion der ersten Risse alle 7-Strahlen, 
bei der Konstruktion der zweiten Risse alle S-Strahlen singular: Jeder 
x-Strahl darf als erster Rif eines gegebenen Strahles T oder als zweiter 
Rif eines gegebenen Strahles S angesehen werden. 

3. Das Gebiisch R. Die Abbildungen G + G’ und G +G” ordnen 
jedem von singuliren Strahlen freien Biischel zwei zu ihm projektive Bild- 
biischel zu"). Enthilt es einen Strahl 7’, so erhalten alle nicht-singuléren 
Strablen ein und dasselbe Bild G’, enthilt es einen Strahl S, so erhalten 
alle anderen ein und dasselbe Bild G”™*). Fir das Folgende von 
Interesse ist die Konstruktion der Bilder derjenigen Biischel, die dem 
Gebiisch R (d.h. dem ausgearteten linearen Komplex mit der Achse R) 
angehéren. Zunichst erhalten alle nicht-singyliren Strahlen des _,,sin- 
guliren Biischels [a, «], bei dem also a ein R-Punkt und « eine R-Ebene 
ist, dasselbe G’ und dasselbe G” (im allgemeinen + G’). Ist ferner b +a 
ein G-Punkt (Fig.2), A = a2, A, = br, und A, = br, so wird (wegen 
A, = A) das Doppelverhiltnis 
(3) (A, A, A,@) = (r,7,7r.a) = (A; Ay A;G’) = (R, R, AG’) 

= (Aj Ay A; G”) = (R, R, AG”). 
Das Biischel [6, «] wird mithin durch die Involution 
(4) (R, R, AG’) = (R, R, AG”) 


zwischen den Strahlen G’ und @” im z-Biischel r abgebildet. 
Ein Biischel [a, 8], bei dem a ein R-Punkt, aber # keine R-Ebene 
ist, enthilt mindestens zwei Koinzidenzstrahlen, nimlich in 0, und 9,. 


11) Vgl. die zitierte Arbeit I, § 3. 
12) F. Rehbock, Die linearen Punkt-, Ebenen- und Strahlabbildungen der dar- 
stellenden Geometrie. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 6, 8. 379—400, § 3. 
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Handelt es sich also nur um die Abbildung des Gebiisches R und nehmen 
wir fiir den Augenblick an, da8 allein das Biischel [r, 2] als Bildgebiet 
zur Verfiigung stehe, so kann man in einer in der nicht-euklidischen Geo- 
metrie zuweilen verwendeten Sprechweise das bisherige Ergebnis so for- 
mulieren: 

Satz 1: Ist R der gemeinsame Strahl der projizierenden Regelscharen, 
so wird ein Strahlbiischel [a, 8), dessen Zentrum a ein R-Punkt, dessen 
Feld B aber keine R-Ebene ist, durch eine eigentliche automorphe 
Kollineation des Strahlenpaares R,, R, abgebildet. 

Ein Strahlbiischel [b, «], dessen Feld « eine R-Ebene, dessen Zentrum 6 
aber kein R-Punkt ist, wird durch eine uneigentliche automorphe 
Kollineation des Paares R,, R, abgebildet"*). 


4. Das Koinzidenzgebilde. Von den R nicht treffenden Strahlen 
gehéren dem Koinzidenzgebilde gewiS nur die 2-Strahlen an, von den 
R-Strahlen sind mindestens alle 0,- und o,-Strahlen und alle r-Strahlen 
dazuzurechnen. Die Involution (4), die das Bild des Biischels [b, «] war, 
enthilt auBer A den. Spiegelstrahl A von A als Doppelelement. Ihm 
entspricht also in [b, «] ein Koinzidenzstrahl, der auf R einen Punkt p 
so ausschneidet, daB 

(r, 7,7 p) = (R, R, AA) = —1; 
p ist daher der Spiegelpunkt von r, d. h. der von der Wahl des Biischels 
unabhingige ®-Pol von x. Damit sind jetzt alle dem Gebiisch R an- 
gehérenden Koinzidenzstrahlen ermittelt: 

Satz 2: Das Koinzidenzgebilde bei zwei konjugierten parabolischen 
Rissen besteht aus dem Felde x, dem zu x in bezug auf ® polaren Biindel p 
und dem ,,x-Giirtel’‘, unter dem verstanden werden soll die Strahlengesamt- 
heit der Felder 9, und 0, und des Biindels r = 0, 0,2. 

5. Die Originalstrahlen zweier durch r gewahlter Bilder. 
Es seien G’ und G” beide + R,, und y, und y, die R-Ebenen durch G’ 
und G”. Die G’ enthaltende S-Kongruenz, die durch die Biischel [r,, 0,], 
[r,, @,] und [r, y,] bestimmt ist, besteht aus den Biischeln [a, «,], fiir die 


(02 171%) = ("1% 74), 
die G” enthaltende T-Kongruenz aus den Biischeln [a, «,], fiir die 


(0; Os 72%) = (7,774). 


13) Bei einer eigentlichen automorphen Kollineation des Strahlenpaares R,, Ry 
bleiben R, und R, einzeln fest, bei einer uneigentlichen werden sie vertauscht. 
F. Klein, Vorlesungen iiber nicht-euklidische Geometrie, bearbeitet von W. Rose- 
mann, 1928, 8S. 94. 
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Um beide zu schneiden, bestimmt man die R-Punkte a, fiir die «, = a, 
wird; sind also und » die Doppelelemente der Involution 


(5) (05 2171 %) = (0; Os 2 %) 


und z und y die zugehérigen R-Punkte, so enthalten die Biischel [z, ¢] 
und [y, 7} alle Strahlen, denen G’,G” zugeordnet sind. §& und 7 sind 
Spiegelbilder in bezug auf 0,, 0,, 2 und y also in bezug auf r,, 7,, d.h.: 

Satz 3: Zu einem durch r gewihlten Strahlenpaar G’,G" gehbren zwei 
in bezug auf ® polare Biischel von Originalstrahlen. 

Ist speziell G’ = G” + R,, so gehéren dazu das Biischel [r, y] = GR 
und das dazu polare, dem Koinzidenzbiindel p angehérende Bischel [p, 7], 
dessen Ebene y also Spiegelebene von y ist. 

Zu beachten ist besonders, daB zu einem gegebenen reellen Bild- 
paar G’,G” durch r dann und nur dann reelle Originalstrahlen gehéren, 
wenn die von (5) in 2 ausgeschnittene Involution 


(R, R,G@’ A,) = (R, R,@” A,) 


zwischen A, und A, reelle Doppelelemente hat. Das ist fiir reelles R,, R, 
— d.h. beim pseudoeuklidischen Typus — nur dann der Fall, wenn die 
Involution gegensinnig, wenn also G’,G” im selben Segment von R,, R, 
gewahlt wurden. Dagegen existieren fiir konjugiert imaginiére R, und R, 
stets reelle Doppelstrahlen"), so daB hier G’, G” keiner Einschrinkung zu 
geniigen brauchen. 

Wahit man G’ durch r, G” nicht durch r, so kommt als Original 
nur RF in Frage. 


6. Die Rolle der 4-Polaritaét. Zum Schlu8 ist nunmehr leicht 
einzusehen, daB auch bei diesem Typus die ausgeartete 4-Polaritaét den 
Zusammenhang zwischen den 2-Punkten und den Rissen der eigentlichen 
(d.h. nicht in 2 liegenden) Koinzidenzstrahlen liefert. Ein a Punkt a, 
der kein 4-Punkt ist, enthalt nur einen solchen Koinzidenzstrahl A = ap. 
Dessen Bild ist der Spiegelstrahl A’ = A” von ar, d.h. die A-Polare 
von a. Liegt a+r auf R,, so gibt es zwar ein ganzes Biischel [a, 0,] 
solcher Koinzidenzstrahlen durch a, aber sie alle werden in R,, d.h. die 
Polare von a abgebildet. Ist endlich a = r, d.h. gleich dem singularen 
Punkt der A-Polaritaét, so gehéren zu ihm alle 2-Strahlen als Polaren. 
In der Tat enthailt ja + den doppelt-singuliaren Strahl R, dem alle 
a-Strahlen als erster und zweiter Ri® zugeordnet werden kénnen. 


14) Eine Involution, die durch ein Paar konjugiert imaginarer und ein Paar 
reeller Elemente bestimmt ist, ist stets reell und hyperbolisch. 
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Die projektiven Raumaufgaben sind also im Bildgebiet x mit Hilfe 
parabolischer Risse zu lésen“*), wenn man in a eine nicht ausgeartete 
reelle Strahleninvolution in einem Biischel r gibt und jedem 2-Punkt a 
denjenigen r-Strahl als Polare zuordnet, der dem Strahl ar in jener In- 
volution entspricht. Ist die Involution hyperbolisch, so sind die Risse 
hergestellt zu denken durch zwei reelle verschrinkte Strahlbiischelpaare, ist 
sie elliptisch, durch zwei konjugiert imagindre verschrinkte Strahlbiischel- 
paare. 

Wir fiihren endlich noch den Satz an: 

Satz 4: Hiner Umorientierung aller RifBpaare G', G” entspricht im 
Raume eine Spiegelung an p, x**). 

Nimmt man namlich mit dem Raum diese Transformation vor, so 
geht jede S-Kongruenz in die 7T-Kongruenz mit dem gleichen 2z-Strahl 
iiber, so daB der Spiegelstrahl von G jetzt G”’ zum ersten und G’ zum 
zweiten RiB® hat. 


§ 2. 
Zweite Konstruktion des parabolischen Risses durch Netzprojektionen. 


7. Netzprojektion fiir nicht-singulaire Ebenen. Ein Feld 
oder Biindel, welches ®-Strahlen enthilt. heiBe singular, ein von ®-Strahlen 
freies Feld oder Biindel nicht-singulér. Jedem von @®-Strahlen freien 
Strahlenbiischel [«, 6] werden zwei Bildbiischel mit den Zentren b’ und b” 
zugeordnet. Enthailt das Biischel aber beispielsweise einen 7-Strahl, so 
daB also seine nicht-singuliren Strahlen G ein und denselben Ri8 G’ er- 
halten, so mu8 jeder Punkt auf G’ als ein mégliches b’ angesehen werden. 
Die Bilder 6’ (und in analoger Weise 6”) kann man sich nun durch die 
folgende zweite Konstruktionsvorschrift verschaffen, die auch im Falle 
einer nicht-ausgearteten Kernflache’) gilt: 

Satz 5: Um den Bildpunkt oder die Bildpunkte b' (bzw. b”) eines 
Flachenelements [a,b] zu bestimmen, dessen Zentrum b kein x-Punkt sei, 
suche man zuniichst die T-Kongruenz (bzw. S-Kongruenz), die den x-Strahl A 
von « enthilt; sie heiBe das ,,projizierende T-Netz“ (bzw. S-Netz) von «. 

Die durch 6 gehenden Strahlen dieser Kongruenz schneiden in x die 
gesuchten Bildpunkte b' (bzw. b”) aus"). 


15) F. Rehbock, Die linearen Punkt-, Ebenen- und Strahlabbildungen der dar- 
stellenden Geometrie. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 6, S.379--400, § 7; 
siehe auch §. 464; Satz 9. 

16) D. h. die involutorische Perspektivitét mit dem Fixbindel p und dem Fix- 
felde x. 

17) F. Rehbock, Monatsh. f. Math. u. Phys. 88, S. 258 ff., Satz 2a. 

18) Man beachte: Um den S-Rif von « herzustellen, benutzt man jetzt eine 
T-Kongruenz. 
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Die Richtigkeit des Satzes ergibt sich zunachst fiir nicht-singulare 
Ebenen «, die also nicht durch r, und r, gehen. Gehért nimlich « nicht 
den Biischeln R, oder R, an, so ist das zu « gehérende projizierende 
T-Netz nicht-ausgeartet; durch seine Strahlen werden daher die Felder « 
und 2 kollinear aufeinander bezogen. Ist G ein R nicht schneidender 
a-Strahl, so sind die Netzstrahlen durch seine ®-Punkte S-Strahlen, seine 
durch das Netz hergestellte Projektion ist also identisch mit unserer ur- 
spriinglichen Zuordnung GG’, bei der ja ebenfalls diese Netzstrahlen 
benutzt wurden. Daraus folgt weiter, daB auch die Netzprojektion des 
Biischels {a, R] gleich ist dem ersten Ri® dieses Biischels. Beachtenswert 
ist, daB jetzt nach dieser zweiten Konstruktionsvorschrift der Rip eines 
reellen Strahles auch beim euklidischen Typus durch reelle Konstruktion 
hergestellt wird. 

Geht « durch R,, so ist das einzige zu « gehérende projizierende 
T-Tetz die ausgeartete Kongruenz, die aus dem Felde o, und dem 
Biindel r, besteht. Die Netzprojektion wird jetzt zur Zentralprojektion des 
Feldes « von r, aus, und wieder sieht man, daS die dadurch definierte 
Zvordnung G --G’ identisch ist mit der urspriinglich eingefiihrten. Die 
analogen Fille ergeben sich aus der tabellarischen Zusammenstellung: 











Erster Rif | Zweiter Rib 
Ebene durch 
= Zentralprojektion mit dem Zentrum 
R, 2 ") 
R, " 2 

















8. Netzprojektion fiir singulare Ebenen. Wir zeigen, daB 
die Konstruktion des Satzes 5 auch fiir singulire Ebenen gilt. 

Die projizierenden Netze sind allein durch den 2-Strahl A von « 
festgelegt. Hat A zwei A-Punkte, so enthilt das Ebenenbiischel A zwei 
singulare Ebenen Ar, und Ar,. Geht A durch den A-Punkt r, so ist 
im Biischel A nur die Ebene AR singulair, die im speziellen Falle 0, 
oder 0, sein kann. 

Wir beginnen mit dem ersten Falle. a gehe durch r,, besitze zwei 
4-Punkte a, = AR, und a, = AR, und die ®-Strahlen T, = ao, und 
S, = ao, (Fig.1). 7, und 7,=~1,a, sind die Brennlinien des pro- 
jizierenden T-Netzes, S, = r,a, und S, die des S-Netzes. Daher ist fir 
jeden nicht auf A gewiahlten «-Punkt 6 die Netzprojektion 6’ = a,, falls 
6 nicht auf 7,, und b” =4a,, falls 6 nicht auf S, liegt. Dagegen geht 
durch einen 7,-Punkt z ein Biischel von Strahlen des Netzes [7,, T,], 
die also in 2 eine ganze Punktreihe von Bildern (z’) ausschneiden: die 
a-Gerade G’ der Ebene 27, (Fig.1), also den nach der urspriinglichen 
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Vorschrift definierten ersten RiB der Strahlen G + 7, des Biischels [z, «]. 
D. h.: Bewegt sich 6 auf dem a-Strahl G + A, so bleibt b’ = a, fest, 
bis 6 = x = 0,G wird: jetzt erst durchliuft b’ die Punktreihe G’; und es 
bleibt ebenso 6” = a,, bis b = y = e,G wird: jetzt erst wird G” durch- 
laufen’’). Ist a= Ra=r,, so laBt sich das Ergebnis so zusammen- 
stellen: 








Originalpunkt in @ = Ar, Erster Rif Zweiter Rif 

xz +r, auf A, = 7, x’ jeder G'-Punkt a” = 4, 

y + r, auf A, = 8, yf = 6 y" jeder G"-Punkt 
=f a’ jeder R,-Punkt | a” jeder R,-Punkt 

















Als zweiter Fall werde eine Ebene «a + g, durch R gewiahit. Es ist 
wieder zu zeigen, daB die «-Strahlen durch die punktweise Projektion 
dicselben Bilder erhalten, wie durch die urspriingliche Festsetzung. Das 
projizierende T-Netz ist bestimmt durch die Projektivitat 

(7, 7,72) = (0, 0g%8). 
Fiir jeden nicht auf R und nicht auf A liegenden «-Punkt 6 (Fig. 2) ist br 
der projizierende Netzstrahl, also 6’ = r der erste Ri® des Biischels [b, «], 
genau wie bei der urspriinglichen Konstruktionsvorschrift. 6 bewege sich 
nun auf G bis zum R-Punkt a. Ist & die dem Punkte a durch jene 
Projektivitat zugeordnete Ebene, so schneidet das Biischel [a, £], also die 
Gesamtheit der durch a gehenden projizierenden Netzstrahlen, in 2 wieder 
eine ganze Punktreihe von Bildern a’ auf X = a aus. Da 

(r,7,7a) = (R, R, AX), 
also 

(r, 7,47) = (R, R, AX), 
so ist nach Gleichung (2) X = G’ = dem nach der ersten Vorschrift de- 
finierten ersten Ri8® von G. 

Die Netzprojektion liefert also, wenn man sie in der geschilderten 
Weise ausfiihrt, auch fiir die nicht-singuldren Strahlen singulirer Felder die- 
selben Risse wie friiher. 

9. Die Originalbiischel eines Bildpunktepaares. An- 
kniipfend an die Netzprojektion kann man sich zunichst die Aufgabe 
stellen, alle Biischel [z, &] zu ermitteln, die einen gegebenen ersten Rib- 
punkt 2’ haben. 

x’ liege nicht auf 4. Das projizierende T-Netz einer Ebene & ist 
durch deren 2z-Strahl X bestimmt. Jedem beliebig gewahlten X ist ein 


19) Dabei ist die Punktreihe (x) auf 7, projektiv zum Biischel (G’) in a,, die 
Punktreihe (y) auf S, projektiv zum Bischel @” in a. 
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und nur ein Raumstrahl X durch z’ zugeordnet, der jenem T-Netz an- 
gehért. Fir X durch 2’ ist X = X. Da X offenbar als T-Riss von X 
angesehen werden kann und das Biindel 2 keinen 7-Strah] enthilt, so 
besteht zwischen dem Felde aller X und dem Biindel aller X eine nicht-aus- 
geartete Kollineation &, in der sich die Strahlen des Biischels [z’, 2] einzeln 
entsprechen; deshalb ordnet & jedem Biischel [y, 2] ein Biischel [z’, 7] so 
zu, daB y und » vereinigt liegen. 

Das Aufsuchen aller Originalbiischel [z, £] geschieht nunmehr so: 

Entweder: man wahle ein &, und zwar zunichst nicht durch 2’, 
suche das zu X = &a gehdérende X und bestimme X¥¢ = z; oder man 
wihle ein z, und zwar zunichst nicht in 2, suche das zu X = x2’ ge- 
hérende X und bestimme Xz = &. Dabei wird insbesondere einer ®-Ebene 
ein Punkt auf ihrem 7-Strahl, einem ®-Punkt eine Ebene durch seinen 
®-Strahl eindeutig zugeordnet. Wahlt man schlieBlich einen 2-Punkt y 
auf X und ist 7» = yX die durch & zugeordnete Ebene, so ist auch 
[y, m] ein Originalbiischel. Dadurch sind auch die 2-Punkte y und die 
z’-Ebenen 7 eineindeutig gepaart. 

Die durch diese Konstruktionen definierte eineindeutige Zuordnung 
x <-> & ist aber ein Nullsystem, und zwar ein solches, das alle T-Strahlen 
als Gewindestrahlen enthalt und dem Punkte 2’ die Nullebene x zuordnet. 
Gibt man namlich ein derartiges Nullsystem und will die dadurch de- 
finierte Polare eines nicht durch zx’ gewahiten x-Strahles X bestimmen, 
so mu8 diese durch z’ gehen und alle X treffenden Gewindestrahlen 
schneiden, insbesondere also auch die X treffenden 7-Strahlen; die ge- 
suchte Polare ist daher X, und daraus ergibt sich fiir die Herstellung 
des Nullsystems ebenfalls die geschilderte Konstruktion. 

Ist x ein A-Punkt und S sein S-Strahl, so erhalten alle Biischel 
des ausgearteten Komplexes mit der Achse S und nur diese mindestens 
den Bildpunkt z’. Da auch dieser Komplex die 7-Strahlen enthilt, so 
gilt allgemein: 

Satz 6: Die zu emem gegebenen RiBpunkt x’ (bzw. x”) gehirenden 
Originalbiischel sind die Biischel eines linearen Komplexes, der die T- 
(bzw. die S-) Strahlen und das Biischel [x', x] (bzw. [x”,2]) enthalt. 

Zu einem Bildpaar xz’, x” gehéren als Originalbiischel also die Biischel 
einer linearen Kongruenz. Fir den Fall, daB x’ und 2” nicht auf dem- 
selben r-Strahl und nicht auf R, gewahlt werden, kann man ihre Brenn- 
linien, d. h. das beiden Nullsystemen gemeinsame Polarenpaar, folgender- 
maBen konstruieren (Fig.3): Kin gemeinsamer Strahl beider Komplexe 
ist R. Wir suchen daher zunichst diejenigen R enthaltenden Biischel [a, «], 
die beiden Komplexen gemeinsam sind, denen also unter anderen Bildern 
auch 2’ als erster und 2” als zweiter Bildpunkt zugeordnet werden. Alle 
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von R verschiedenen Strahlen eines solchen Biischels miissen dann also 
die Risse G’ = 2’r und G” = 2’ r besitzen, so daB die gesuchten Biischel 
identisch sind mit den beiden nach Satz 3 festgelegten Originalbiischeln 
[a,, «,] und [a,, «,] dieses RiBpaares G’,G”. Ferner ist auch 2’ 2” = H 
ein beiden Komplexen gemeinsamer Strahl. Ist /, = Ha, und f/f, = Ha,, 
so sind daher F, = a,f, und F, = a,/, die gesuchten Brennlinien. Da «, 
und a, spiegelbildlich in bezug auf das Ebenenpaar 9,, 9,, und 4a,, a, 
spiegelbildlich in bezug auf r7,, 7, liegen, so sind F, und F, ®-polar. Jedes 
Biischel der nunmehr festgelegten Kongruenz [F,, F,] erhalt (mindestens!) 
die Bildpunkte z’, x”. 

Wahit man speziell z’ = x” (Fig. 4), so wird nach Satz 2 a, = 1, 
a, = Ra’, ferner a, gleich dem ®-Pol p von a, und a, gleich der Spiegel- 








7 








RM” 
a, 











Fig. 3. Die Originalbiischel eines Fig.4. Die Originalbiischel eines 
Punktepaares 2’, 2’ + 2’. Punktepaares z’, x" — 2’. 


ebene von a,. Da jetzt das Biischel [x’, 7] beiden Komplexen angehért, 
so wird die eine Brennlinie F, = pz’, die andere der Spurstrahl A, = F, 
von a,, d.h. die A-Polare von 2’. 

In ahnlicher Weise konstruiert man die Kongruenz der Originalbiischel 
auch fiir weitere spezielle Lagen des Bildpaares z’,2”. Das Ergebnis 
lautet somit: 

Satz 7: Die Originalbiischel eines Punktepaares x’, x” sind die Biischel 
einer linearen Kongruenz, deren Brennstrahlen ®-polar sind. 


§ 3. 
Die Abbildung der Ebenen und Punkte des Rs. 
10. Ubersicht iiber die 4-Kollineationen im paraboli- 
schen Falle. Ein nicht-singulires Feld enthalt einen o,- und einen 
0,-Strahl. Zwischen den beiden ihm zugeordneten Bildfeldern besteht 
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daher eine ,,eigentliche A-Kollineation, d.h. eine solche, die die Strahlen 
R, und R, einzeln fest laBt. Ein nicht-singulires Biindel enthalt einen 
r,- und einen r,-Strahl, und daher wird ihm als Bild eine ,,uneigentliche 
A-Kollineation“ zugeordnet, die die Strahlen R, und R, vertauscht. 
Bevor wir diese Zuordnung naher untersuchen, soll ein graphischer Uber- 
blick iiber die Struktur aller A-Kollineationen gegeben werden). 

Das Ordnungsgebilde des Kegelschnitts 4 besteht aus dem reellen 
oder konjugiert imaginiren Geradenpaar R,, R,, das Klassengebilde aus 
dem doppeltzihlenden Schnittpunkt r. Die A-Kollineationen sind also 
dual zu den Ahnlichkeitstransformationen der pseudocuklidischen oder 
euklidischen ebenen Geometrie, in der ein Punktepaar r,,r, auf einer 
ausgezeichneten Geraden R als absolutes Gebilde gewahlt ist. Daher sind 
die Bezeichnungen im folgenden diesen dualen A-Transformationen ent- 
sprechend gewahlit. Alle Punkte auf R,, R, und alle r-Strahlen sollen 
isotrop heiBen. 

Gibt man dem Strahlenpaar R,, R, die projektiven Koordinaten 
+e:1:0 und setzt im pseudoeuklidischen Falle « = 1, im euklidischen 
e =4t, so ist die Transformationsmatrix einer A-Kollineation, also die 
Matrix, durch die die Geradenkoordinaten transformiert werden, im eigent- 
lichen Falle: 

a eb ¢ 
b a ‘| mit der Determinante C = ¢ (a? — e*6’), 
0 oO t 
im uneigentlichen Faile: 


C = 





a —e&be 
d= | b —a ‘| mit der Determinante D = —-t (a? — «* b*). 
0 0 t 


Dabei sind a,b,c,d und ¢ unabhingige komplexe Parameter. Fiir alle 
nicht-singularen Kollineationen werde t = 1 gesetzt. 

Man ordne nun jeder Matrix in einem rechtwinkligen Koordinaten- 
system der Ebene einen Punkt mit den homogenen Koordinaten a: 6: t 
zu. Dann entstehen fiir die reellen A-Kollineationen die Bilder der Fig. 5 
bis 8. Singulire Kollineationen werden im euklidischen Falle nur durch 
den 0-Punkt 0 und die Punkte der uneigentlichen Geraden, im pseudo- 
euklidischen Falle iiberdies durch die Punkte der 45°-Geraden H, und H, 
durch 0 dargestellt. Jeder andere Punkt reprisentiert eine zweiparametrige 
Schar nicht-singuldrer A-Kollineationen. 

2%) Vgl. die im Jahresber. d. D. M. V. 1932, S. 255—269 erschienene Arbeit des 
Verfassers: Zur ebenen Strahlengeometrie vom euklidischen oder pseudoeuklidischen 
Typus. 
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Wir klassifizieren die 4-Kollineationen zunichst nach der Zahl ihrer 
Fixelemente und geben an, wie sich die méglichen Fille auf die Punkte 
der Darstellungsebene verteilen. Zunichst betrachten wir die eigentlichen 
Kollineationen. Eine Kollineation mit drei und nur drei getrennten Fix- 
strahlen und -punkten heiBe Dreieckskollineation. Im euklidischen Falle 








Fig. 5. Eigentliche euklidische 4-Kolli- Fig. 6. Eigentliche pseudoeuklidische 
neationen: Gleichsinnige Dehnungen. A-Kollineationen. 











b 
ungen: D. 
ye my 
4 
> 
n und 


| 





Fig. 7. Uneigentl. euklidische 4-Kolli- Fig. 8. Uneigentl. pseudoeuklidische 
neationen: Gegensinnige Dehnungen. A-Kollineationen. 


(Fig. 5) sind nur die Punkte der a-Achse keine Dreieckskollineationen, im 
pseudoeuklidischen (Fig. 6) iiberdies die Punkte der Geraden K, und K,, 
die unter 45° gegen die Achsen durch den Punkt e (a=1, 6 = 0) 
gehen*'). 


21) In den Fig. 5 bis 8 sind die Linien, deren Punkte keine Dreieckskollinea- 
tionen darstellen, doppelt gezeichnet. 
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In beiden Fallen sind die durch die Punkte der a-Achse reprisen- 
tierten Kollineationen Perspektivitiéten mit dem Zentrum r und sollen 
Streckungen heiBen. e repriasentiert die Translationen, bei denen ein 
r-Strahl punktweise fest bleibt; dazu gehért die Identitét €. Die Trans- 
lation heiSe isotrop, wenn die Perspektivititsachse R, oder R, ist. Bei 
allen anderen Streckungen ist die Perspektivitaitsachse nicht isotrop. 
u(a = —1, b = 0) reprisentiert die involutorischen Perspektivititen, die 
Umdrehungen heiBen sollen**). 


Die Punkte der Geraden K, und K, in Fig. 6 reprisentieren — je 
nach der Beschaffenheit von ¢ und d — ,,tsotrope Perspektivitiiten“ oder 
,,Lweieckenkollineationen‘. Unter dem ersten Typus werde verstanden 
eine Perspektivitét mit der Achse R, (oder R,) und einem isotropen 
Zentrum qg auf R, (oder R,). Beim zweiten Typus sind von dem im all- 
gemeinen Falle auftretenden Fixpunktedreieck zwei Ecken und zwei Seiten 
zusammengefallen: Liegt der Reprasentant etwa auf K,, so ist r doppelt 
zihlender und ein R,-Punkt q einfach zahlender Fixpunkt, R, einfach 
zihlender und R, doppelt zaihlender Fixstrahl. Die Kollineation laBt sich 
dann zusammensetzen aus einer isotropen Perspektivitat (mit dem Zentrum q) 
und einer isotropen Translation (mit der Achse R,). Bei den K,-Punkten 
ist die Rolle von R, und R, die umgekehrte. Speziell bedeuten s, und s, 
(a = 0, b = 1) wotrope Spiegelungen, d. h. involutorische isotrope Per- 
spektivitaten, oder aber ,,harmonische Zweieckenkollineationen. Bei diesen 
wird im doppelt zihlenden Punkt und auf der doppelt zihlenden Geraden 
je eine Involution erzeugt. Bei den reellen euklidischen A-Kollineationen 
treten diese K,- und K,-Typen nicht auf. 


Bei den uneigentlichen Kollineationen stellen im pseudoeuklidischen 
Falle nur die Punkte der Hyperbel a? — b® = 1 (Fig.8) keine Dreiecks- 
kollineationen dar, im euklidischen Falle die des Kreises a?+- 6? = 1 
(Fig.7). Ein solcher Punkt repriisentiert — wieder je nach der Be- 
schaffenheit von c und d — entweder eine involutorische Perspektivitit 
mit isotroper Achse Q und nicht isotropem Zentrum q (also eine ,,zentrale“ 
Spiegelung), die wir Umwendung nennen, oder aber eine Zweiecken- 
kollineation von folgender Gestalt: Fest bleiben zwei mit R,, R, ein har- 
monisches Quadrupel bildende 7-Strahlen P und Q, wobei P doppelt 
und Q einfach zu zahlen ist; ferner ein einfach zihlender Punkt q auf P 
und der doppelt zihlende Punkt r. Diese Kollineation heiBe Paddelung**) 


22) Der Name ,,Umdrehung“ mu8 fir diese ,,axiale Spiegelung hier deshalb 
gewahlt werden, weil der duale Fall der Punktgeometrie, die ,,zentrale Spiegelung™, 
dort zweckmaBig so genannt wird. 

23) Die Bezeichnung stammt von Wey]. 
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Eine reelle 4-Kollineation soll je nach der im Biische] der reellen 
r-Strahlen erzeugten Projektivitit gleichsinnig oder gegensinnig heiBen. 
Im pseudoeuklidischen Falle kann man die Kollineationen auch danach 
unterscheiden, ob die durch das Paar R,, R, erzeugten Segmente in sich 
iibergefiihrt oder vertauscht werden. Im euklidischen Falle stellt sich 
heraus, daB alle reellen eigentlichen 4-Kollineationen gleichsinnig, alle 
uneigentlichen gegensinnig sind; im pseudoeuklidischen Falle treten da- 
gegen vier Typen auf, die in den Fig.6 und 8 durch die Punkte der 
Winkelriume I bis IV repriisentiert werden und denen wir (mit spiiterer 
Begriindung) folgende Namen geben: 


I. Gleichsinnige Dehnungen: die Segmente gehen in sich iiber. 

II. Gegensinnige Quasidehnungen: die Segmente werden vertauscht. 
III. Gegensinnige Dehnungen: Die Segmente gehen in sich jiiber. 
IV. Gleichsinnige Quasidehnungen: die Segmente werden vertauscht. 


Jeder dieser Typen zerfallt in zwei Scharen 1 und 2, die sich nicht 
kontinuierlich ineinander iiberfiihren lassen, ohne da die Kollineation 
singular wird. I, 1 erzeugt auf R, und R, je eine gleichsinnige Pro- 
jektivitat (Beispiel: die Identitat), I, 2 je eine gegensinnige Projektivitat 
(Beispiel: die Umdrehung); II, 1 auf R, eine gleichsinnige, auf R, eine 
gegensinnige Projektivitat, Il, 2 umgekehrt. In dhnlicher Weise lassen 
sich die vier uneigentlichen Typen unterscheiden. 

Definiert man in der A-Ebene nun eine parabolische Metrik, ordnet 
also jedem Strahlenpaar in geeigneter Weise ein Winkelquadrat g* (dual 
zum Entfernungsquadrat der Punktgeometrie) zu, so ergibt sich fiir das 
gewahlte Koordinatensystem weiter: Bei Anwendung einer eigentlichen 
A-Kollineation multipliziert sich das Winkelquadrat mit der Determi- 
nante C, bei einer uneigentlichen mit der negativen Determinante — D. 
Darum sollen die A-Kollineationen mit den Determinanten C = + 1 bzw. 
D = —1 starre Transformationen, die mit C = —1 bzw. D = + 1 quasi- 
starre Transformationen heiBen; allgemeiner bezeichnen wir die Trans- 
formationen mit C > 0 und D <0 als Dehnungen, die mit C < 0 und 
D> 0 als Quasidehnungen. Dehnungen und Quasidehnungen zusammen 
bilden also nur einen Teil aller 4-Kollineationen. Beschrinkt man sich 
aber auf reelle A-Kollineationen, so gibt es im euklidischen Falle nur 


Dehnungen, weil hier ja stets C = a® + 6? > 0 und D = — (a? + 6’) < 0 
ist. Dagegen zerfallen die reellen pseudoeuklidischen A-Kollineationen 
wegen C = a?—b* und D = —(a?—b*) in Dehnungen und Quasidehnungen. 
SchlieBlich ist es sinnvoll, weiter zu unterscheiden: 

C= +1: Bewegungen, C = — 1: Quasiumlegungen, 

D = —1: Umlegungen, D = +1: Quasibewegungen. 


Mathematische Annalen. 109. 3 
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Die zugeordneten Reprisentanten in den Fig.5 bis 8 sind die Punkte der 
eingezeichneten Hyperbeln und Kreise. Daraus und aus der oben ge- 
gebenen Einteilung in gleichsinnige und gegensinnige A -Kollineationen 
sieht man, da8 die reellen Bewegungen und Quasibewegungen gleichsinnig, 
die reellen Umlegungen und Quasiumlegungen gegensinnig sind, so daB 
damit die Namengebung gerechtfertigt ist. 

Im Rahmen dieser Geometrie ist ferner unter der Gesamtheit der 
Winkelkreise um den gegebenen nicht isotropen Strahl X das Biischel 
von Kurven zweiter Klasse zu verstehen, die simtlich R, und R, ent- 
halten und fiir die r und X polar sind. Dann laBt sich das Starrsein 
einer Kollineation rein geometrisch so erkennen*): 

Eine eigentliche Dreieckskollineation ist dann und nur dann starr, 
d.h. eine Bewegung, wenn sie die Kreise wm den nicht-isotropen Fizstrahl 
einzeln in sich tiberfiihrt Eine eigentliche A-Kollineation, die keine Dreiecks- 
kollineation ist, ist dann und nur dann starr, wenn sie eine Translation 
oder Umdrehung ist. Eine uneigentliche A-Kollineation ist dann und nur 
dann starr, d. h. eine Umlegung, wenn sie keine Dreieckskollineation, also 
eine Umwendung oder Paddelung ist. 


11. Die Abbildung der Ebenen (Strahlenfelder). Es soll gezeigt 
werden, da jeder Ebene « eine eigentliche starre A -Kollineation, also 
eine Bewegung als Bild zugeordnet wird. Wir untersuchen wieder 
drei Fille. 


1. Fall: Der 2-Strahl A von « habe zunichst zwei A -Punkte a, 
und a,. «a schneidet aus dem Koinzidenzgebilde wenigstens die Strahlen 
A, A,=ao, und A,= ag, aus, so daB die Bildkollineation jeder 
A-Ebene wenigstens die Fixstrahlen A, R, und R, besitzt. Wahlit man 
in « einen Kegelschnitt 4, durch a, und a, mit den Tangenten A, und 4,, 
so wird diesem durch beide Netzprojektionen ein und derselbe Kegel- 
schnitt 4, in a zugeordnet*’), der R, und R, in a, und a, beriihit. Die 
zu A, gehérende Kurve zweiter Klasse ist im oben angegebenen Sinne 
als Winkelkreis um A zu bezeichnen. Da also die der Ebene a zu- 
geordnete eigentliche 4-Kollineation jeden dieser Kreise in sich iiber- 
fiihrt, so ist sie nach der SchluBbemerkung von Nr. 10 starr, also eine 
Bewegung. 

Bei der Drehung von a um A erhilt man alle Bewegungen mit den 
angegebenen Fixstrahlen. Denn ist etwa xz ein A,-Punkt einer dieser 
Ebenen a, so erhalt er die Risse 2 = r,2” und 2’ = r,rx. Nun ist 


%) Vgl. die in FuBnote %°) auf 8.30 zitierte Arbeit des Verfassers. 
%) Rehbock, Zur Abbildung des Punkt- und Ebenenraumes auf die Kinematik 
der hyperbolischen und elliptischen Ebene. Nr. 12, Satz 6. 
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die starre A-Kollineation mit den Fixpunkten r, a, und a, schon durch 
Angabe der Projektivitét auf einer Fixgeraden R, oder R, festgelegt, also 
z. B. durch die Zuordnung 


a,>4a, ror, ee”, 


Halt man bei der Drehung von « den Punkt 2’ fest, so durchliuft z die 
Punktreihe S, = z’r,, 2” die Punktreihe RR,’ Man erhilt also so alle 
mdglichen starren 4-Kollineationen mit jenen Fixelementen. « = 2 liefert die 
Identitét. Geht « durch p (Fig. 9), so wird aus dem Koinzidenzgebilde 
noch das Biischel [p, «] ausgeschnitten, die Kollineation la8t daher auch 
jeden r-Strahl fest, ist also nach der in Nr. 10 festgesetzten Terminologie 
eine Streckung, und zwar wegen 
(a,rz’ x’) = (prr,r,) = — 1 eine 
Umdrehung. 

Den beiden im A-Biischel ent- 
haltenen singuliaren Ebenen 

a,=Ar, und a, = Ar, 
werden singuléire A-Kollineationen 
zugeordnet. So entnimmt man aus 
der fiir «, ausfiihrlich angegebenen 
Netzprojektion (Nr. 8), daB die zu- 
geordnete A-Kollineation in folgen- 
dem Sinne zweifach ausgeartet ist 
(Fig.1): Jedem nicht auf R, 
liegenden Punkt 2’ des ersten Feldes 
wird der Punkt 2” =a,, jedem nicht 
auf R, liegenden Punkt y” des 
zweiten Feldes der Punkt y’ = a, zugeordnet. Daher ist a, zweifach*") 
singuldrer Punkt des ersten, a, zweifach singuldérer Punkt des zweiten Feldes, 
d. h. jedem entsprechen alle Punkte des anderen Feldes. Ferner entsprechen 
jedem R,-Punkt a’ alle R,-Punkte a” und umgekehrt, d.h. jedes Feld ent- 
halt noch eine Reihe einfach singulirer Punkte (a’') bzw. (a). Fiir die zu- 
gehérigen Strahlenfelder sind R, bzw. R, zweifach, die Strahlen durch a, 
bzw. a, einfach singulir. Diese Kollineation darf als A -Kollineation be- 
zeichnet werden, weil jedem A-Element*’) wenigstens wieder ein 4-Element 
zugeordnet wird. Auch darf jedes der im nicht ausgearteten Fall fest 
bleibenden Elemente jetzt wiederum als Fixelement bezeichnet werden, 
weil wenigstens eines der ihm zugeordneten Elemente mit ihm zusammen- 














Fig.9. Eine Umdrehung als Bild 
einer Ebene « durch p. 





26) Ein Punkt heiBe k-fach singular, wenn ihm in einer Punktverwandtschaft 
die Punkte einer k-parametrigen Punkteschar als Bilder zugeordnet werden. 
37) D. h. jedem Punkt auf R,, R, oder jedem Strahl durch r. 


3* 
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fallt. a, wird durch die analoge 4-Kollineation abgebildet, bei der a, 
und a, sowie R, und R, ihre Rollen vertauscht haben. 

Betrachtet man bei der Bildkollineation von «, nur die Projektivitit, 
die auf R, erzeugt wird, so ist diese in folgendem Sinne ausgeartet: Jedem 
Punkt z’ +r entspricht 2’ = a,, jedem Punkt a” +a, entspricht a’ = r. 
r ist singularer Punkt der ersten, a, der zweiten Punktreihe. Bei «, ist 
die Rolle dieser Punkte vertauscht. Unter allen Projektivititen auf R, 
mit den Fixpunkten a, und r sind dieses die beiden einzigen ausgearteten. 
‘So ergibt sich zuniichst: 

Durch Wahl von a, und a, und einer beliebigen nicht singuliéren oder 
singuldren Projektivitit auf R, mit den Fixpunkten r und a, ist die dar- 
gestellte Raumebene eindeutig festgelegt. 
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Fig. 10. Eine Translation als Bild Fig. 11. Eine zweifach singulare 

einer Ebene « durch r. 4-Kollineation als Bild einer 
R-Ebene ap. 


Im pseudoeuklidischen Fall sind bei reellem A die beiden singuliren 
Ebenen reell. Sie zerlegen das A-Biischel in zwei Segmente, das 
,-Segment“ und das die Ebene 4 = A p enthaltende ,,p-Segment’’. Man 
erkennt so raumlich, daB die den reellen a-Ebenen zugeordneten starren 
Transformationen in zwei getrennte, nicht kontinuierlich ineinander iiber- 
fiihrbare Scharen zerfallen, die in der Fig.6 durch die Punkte der beiden 
Hyperbelaiste C = +-1 reprisentiert wurden. Im euklidischen Fall ist 
das nicht so. 


2. Fall: Es werde nun der Spurstrahl A + R, und A + R, durch r 
gewahit (Fig.10). Eine nicht singulire Ebene « schneidet aus dem Ko- 
inzidenzgebilde nur das Biischel [r, «] aus: Die Bildkollineation laBt alle 
r-Strahlen und nur diese fest, ist also eine Perspektivitaét vom Typus der 
Translation. Der punktweise festbleibende r-Strahl ergibt sich folgender- 
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ma8en durch Betrachtung beider Netzprojektionen. Ist x, die Ebene A R, 
so besteht das projizierende 7'-Netz aus den Biischeln [z,, &], fiir die 


(0; Oy % €) = (7, 7,7 2,), 
das projizierende S-Netz aus den Biischeln [z,, ¢], fiir die 
(0; Op % &) = (7,7, 7 4). 


Bei Drehung von § um RF beschreiben z, und 2, auf R zwei involu- 
torische Punkireihen; ihren Doppelelementen r und p sind die Ebenen a, 
und deren Spiegelebene a zugeordnet. Der von einer unserer Ebenen & 
in « ausgeschnittene Strahl X, = « wird durch die Netzprojektionen 
punktweise von den Zentren z, und x, auf X = &z projiziert, so daB 
auf jedem r-Strahl eine parabolische Projektivitét ausgeschnitten wird. 
Eine solche Projektivitat wird speziell auf R, durch die S- und 7-Strahlen 
ausgeschnitten und ist das Bild der Punktreihe auf A, = 9,«. Nur in 
der Ebene @ sind beide Zentren gleich p, auf ihrem 2-Strahl A wird also 
die Identitaét erzeugt. Die gesuchte Perspektivitatsachse ist daher der Spiegel- 
strahl A von A. 

Die Translation ist nach Wahl von A und einer beliebigen nicht 
singuliren parabolischen Projektivitét auf einem r-Strahl, z. B. auf R, 
festgelegt. Damit ist dann A, und also auch die Originalebene « = A A, 
bestimmt, d.h. die nicht singuléren Ebenen des Biischels ax werden um- 
kehrbar eindeutig auf die einparametrige Schar der Translationen mit der- 
selben Achse A abgebildet. 

Es bleibt noch die Bildkollineation der singuliren Ebene «, = AR 
zu bestimmen. Nach Satz 1 wird jedes (Fig. 11) nicht singulare 
Biischel [6, «,] dieser Ebene durch dieselbe Involution im Biischel r mit 
den Doppelstrahlen A und A abgebildet. Ist a ein variabler R-Punkt, 
X ein Strahl des Biischels [a, a], so ergibt sich nach Satz 1 und nach 
der Tabelle in Nr.2 auf S. 22 die folgende ausfiihrliche Zusammenstellung, 
die man iibrigens auch aus der fiir diese Ebene angegebenen Netzprojektion 
gewinnen kann (Fig. 11): 








Original in a, Erster Rift Zweiter Rib 
Xx Xx’ a 
[b, a9] v=—r bo’ =r 
[a, xo] jeder Punkt a’ auf X’ | jeder Punkt a” auf X” 


jeder Punkt auf R, 
jeder Punkt auf R, 


(ry, %9) = (A) 
[ros %o] = (Az) 


jeder Punkt auf R, 
jeder Punkt auf R, 





[rs a] 
[p, xo] 





jeder Punkt r’ auf A 
jeder Punkt p’ auf A 








jeder Punkt r” auf 4 
jeder Punkt p” auf A 
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Die ausgeartete Bildkollineation sieht danach folgendermaBen aus: 

lst X', X” (Fig. 11) ein Strahlenpaar der Involution im Biischel r mit 
den Doppelstrahlen A und A, so sind jedem a’ auf X’ alle a” auf X” 
zugeordnet und umgekehrt. 1 ist zweifach singuldirer Punkt beider Felder, 
jeder andere Punkt ist einfach singuldr in bezug auf jedes Feld. 

Durchlauft also a’ eine beliebige Gerade, so kann dieser jede andere 
Gerade zugeordnet werden. Jeder x-Strahl ist zweifach singulir. Das ist 
erklarlich, weil fiir den a,-Strahl R jeder 2-Strahl als erster und zweiter 
Ri’ in Frage kommt. Insbesondere gehért zu R, (oder R,) unter anderem 
wieder R, (oder R,), so daB auch dieser héchstausgeartete Grenzfall noch 
als eigentliche A-Kollineation gedeutet werden kann. Sie ist nicht nur 
das Bild von «, sondern auch von deren Spiegelebene. Jede uneigent- 
liche Projektivitét im Biischel r definiert also zugleich eine solche ,,hoch- 
singulire’* A-Kollineation, die als Bild zweier zu den 0, harmonisch 
gelegenen R-Ebenen aufzufassen ist. 

3. Fall: Wir wahlen endlich A = R,. Das erste Bildfeld ist die 
Zentralprojektion von r,, das zweite die von r, aus (Tabelle in Nr. 7). 
Die zwischen ihnen bestehende 4-Kollineation ist eine isotrope Translation, 
die R, punktweise fest l48t. Bei Drehung von « um R, wird die ein- 
parametrige Schar dieser isotropen Translationen durchaufen. 


Die Zusammenfassung der Ergebnisse liefert die Satze: 

Satz 8: Durch parabolische Risse werden die nicht-singuliren Ebenen 
des R, umkehrbar eindeutig auf die euklidischen bzw. pseudoeuklidischen 
starren Transformationen vom projektiven Typus der Bewegungen abgebildet. 
und zwar die nicht-singuliren Ebenen durch r = Ra auf die Trans- 
lationen, die nicht-singuliren Ebenen durch den ®-Pol p von x au} die 
Umdrehungen, alle anderen auf Dreiecks-Kollineationen. Die singuléren 
Ebenen lassen sich eindeutig festlegen durch gewisse zweifach - singuldére 
1-Kollineationen. 

Satz 9: Wird eine nicht-singulére und nicht durch p gewédhlte 
Ebene « + 2 auf eine Bewegung U abgebildet, so wird das Ehbenenbiischel ax 
umkehrbar eindeutig auf die einparametrige Schar von Bewegungen abgebildet, 
die (wenigstens) dieselben Fizxelemente wie U besitzen. 

Nach Wahl einer Bewegung in 2 ist es auch hier (wie bei hyper- 
bolischen und elliptischen Rissen) so, daB sich noch auBerhalb der durch 
jene Bewegung dargestellten Ebene « Strahlen angeben lassen, deren Rib- 
paare der Bewegung angehéren. Zu einem durch r gewihlten Strahlen- 
paar G’,G"”’ gehért als Original zwar nur ein R-Strahl G in «, auBerhalb 
von « aber das ganze Biischel GR und sein Spiegelbiischel; insbesondere 
gehéren zu G’ = G” = R, oder R, alle o,- und o,-Strahlen. Ist a das 
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Biindelzentrum « R, so heiBe der Inbegriff aller 9,- und aller a-Strahlen 
wieder der ,,a-Giirtel“. Dann gilt mithin der 

Satz 10: Der Gesamtheit der Strahlenpaare einer gegebenen Bewegung 
in x entspricht als Originalgebilde im Raum ein Strahlenfeld «, das zu « 
in bezug auf ® polare Biindel @ und der « -Giirtel. 

12. Die Abbildung der Punkte (Strahlenbiindel). Wir be- 
haupten, daB jedem Punkte a eine uneigentliche starre A - Kollineation, 
also eine Umlegung als Bild zugeordnet wird. 

Zunichst wahlen wir einen nicht-singulairen und nicht in 2 liegenden 
Punkt a. Da er stets zwei und nur zwei Koinzidenzstrahlen A, = ar 
und A, = ap enthilt, so laBt die ihm zugeordnete uneigentliche 4-Kolli- 
neation nur deren Bilder fest: den 2-Strahl A der Ebene a = aR und 
seinen Spiegelstrahl A. Das Biischel 
[a, «] liefert nach Satz 1 den Fix- 
punkt r; ein weiterer Fixpunkt 
muB das Bild eines im Biindel a 
enthaltenen Biischels sein, das zu- 
gleich nach Satz 7 (Fig. 4) der Kon- 
gruenz [A,,A] angehéren muB. 
Daher liefert nur noch das Biischel 
{a, A] einen zweiten Fixpunkt 
q = A,x. Die A-Kollineation ist 
mithin nach der Terminologie von 
Nr. 10 eine Zweiecken-Kollineation, Fig. 12. Das Bild eines Bindels a. 
d.h. eine Paddelung. Die Fix- 
elemente bleiben dieselben, wenn a auf A, wandert. Wird a = q, so bleiben 
iiberdies die Strahlen des Biischels [q, 7] einzeln fest: Die Bildkollineation ist 
dann eine Perspektivitét mit dem Zentrum g und der Achse A, d.h. der 
A-Polaren von g. Da die Kollineation uneigentlich ist, mu8 sie involu- 
torisch sein, ist mithin nach unseren Bezeichnungen eine Umwendung. 

DaB jene Paddelung in r eine Involution erzeugt, folgt aus Satz 1. 
Da8 sie auch auf A eine solche erzeugen muS, bestitigt man raumlich 
so: Dreht sich eine Ebene 7 um A, (Fig. 12), so durchlaufen die Bilder y’ 
und y” von [a, ] zwei projektive Reihen auf A mit den Doppelpunkten q 
und r, Fiir 7, = a R, sind jene Risse die Zentralprojektionen des Punktes a 
von r, und r, aus, also y; = r,am = a, yj = r,an = a,; fir n, = aR, 
aber die Zentralprojektionen von r, und r, aus, d.h. in der Tat: y, = a,, 
Ys = ay. 

Irgend zwei Bildbiischel y’ und y” + y’ auf A sind perspektiv. Ihre 
Perspektivititsachse ist nach Nr. 11, 2. Fall der Spiegelstrahl Y des Spur- 
strahles Y = 42; speziell ist R, die Perspektivitaitsachse der Biischel 
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yi: = 4, ys = a, und R, die der Biischel y, = a,, y, = a,. Wahlt man 
umgekehrt also auBer den Fixelementen ein der Involution auf A an- 
gehérendes Punktepaar y; = a,, y; = a, als Bildpaar des Biischels (a, R,]}, 
so ist dadurch die Paddelung festgelegt und ebenfalls der Originalraum- 
punkt als Schnitt von a,r, und a,r, eindeutig festgelegt. Die Wahl 
y¥; = yi = q liefert den Spezialfall der Umwendung, also den Original- 
punkt g, die Wahl y, = y; = r das Bild des Punktes p, eine singuldre 
A-Kollineation, die noch zu diskutieren ist. Nennt man das System der 
Fixelemente A,A,r,g (r und A doppelt gezahlt) ein Fixzweieck, so wird 
mithin die Punktreihe A, umkehrbar eindeutig auf die Schar der Umlegungen 
mit demselben Fizxzweieck abgebildet. 

Wir untersuchen nun die singuliren Fille. Es sei a ein nicht auf R 
gewihlter o,-Punkt. a, und a, seien wieder die x-Punkte der Strahlen 
S = r,a und T = r,a. Da fiir die nicht-singularen a-Strahlen die ersten 
Risse durch a,, die zweiten durch a, gehen, so sieht die dem Biindel a 
zugeordnete zweifach singulire A-Kollineation so aus: Jedem a,-Strahl 
G + R, sind alle a,-Strahlen G” und umgekehrt zugeordnet; sie sind einfach 
singulér. Zu jedem X’ nicht durch a, gehért als Original nur 7, also 
X” = R,, ebenso zu jedem Y” nicht durch a, nur als Original S, also 
Y’ = R,; d.h.: R, ist in beiden Feldern zweifach singulér. Da R, einer 
der dem R, zugeordneten Strahlen ist, darf die Kollineation wieder als 
eine uneigentliche A-Kollineation bezeichnet werden. In den zugehérigen 
Punktfeldern sind zweifach singulir a, und a,, einfach singular alle 
R,-Punkte. 

Endlich sei a, ein R-Punkt. Da jedes seiner nicht-singuliren Biischel 
[8.a,] nach Satz 1 auf dieselbe Projektivitac X°'<+ X” im Biischel r 
mit den Doppelstrahlen R, und R, abgebildet wird, so ergibt sich zu- 
nichst wieder folgende Tabelle (vgl. Fig.13), in der « eine variable 
R-Ebene bedeutet: 




















Original ip ay Erster Rift Zweiter Rif 
x a _— 
[B, ay] | v=or o"-st 9 
[a, ao} jeder Punkt a’ auf X’ jeder Punkt a” auf X” 
[04> 49] = (A,) | jeder Punkt auf R, jeder Punkt auf R, 
eo» 4] = (Ae) | jeder Punkt auf 2, jeder Punkt auf R, 





Danach sieht die zu a, gehérende singulire Kollineation so aus: 

Jedem X'-Punkt entspricht jeder X"-Punkt. r ist zweifach singular, 
jeder x-Strahl ebenfalls. Auf dieselbe Kollineation wird auch der Spiegel- 
punkt von a, abgebildet. Jede eigentliche Projektivitat im Biischel r defi- 
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niert also zugleich eine ,,hochsinguldre‘‘ A-Kollineation, die als Bild zweier zu 
den r, harmonischen Punkte anzusehen ist *). Um diese Punkte wirklich 
zu ermitteln, hat man nur die Originale irgendeines Paares X’, X” jener 
Projektivitat aufzusuchen. Die Zentren der beiden Originalbiischel sind 
die gesuchten Punkte. — Die Gesamtergebnisse lauten also folgender- 
maBen: 

Satz 11: Durch parabolische Risse werden die nicht-singuléren Punkte 
des R, umkehrbar eindeutig auf die euklidischen bzw. pseudoeuklidischen 
starren Transformationen vom projektiven Typus der Umlegungen ab- 
gebildet, und zwar die nicht-cinguliren x-Punkte auf die Umwendungen, 
alle anderen auf Paddelungen. 














Fig. 13. Eine zweifach singulire 4-Kollineation als Bild eines -R-Punktes ay. 


Die singuliren Punkte lassen sich festlegen durch gewisse zweifach 
singulare A-Kollineationen. 

Satz 12: Wird ein nicht-singuldrer und nicht in x gewdhlter Punkt a 
auf eine Umlegung U abgebildet, so wird die Punktreihe ap umkehrbar ein- 
deutig auf die einparametrige Schar von Umlegungen abgebildet, die wenigstens 
dieselben Fizxelemente wie U besitzen. 

Nach Wahl einer Umlegung in 2 lassen sich — genau wie fiir den 
Fall der Bewegung — wiederum noch auBerhalb des dargestellten Raum- 
punktes Strahlen angeben, deren Ri®paare der Umlegung angehéren. Bei 
einer Bewegung muBten wir zu der Originalebene « noch deren ®-Pol a 
sowie den Giirtel (nimlich das Biindel a = « R, 9, und g,) hinzunehmen. 
Dual ergibt sich jetzt auBer dem Originalpunkt a noch sein ,,a-Giirtel“, 
d.h. das Feld « = aR nebst den Biindeln r, und r,, ferner die Spiegel- 
ebene &@ von a. Denn jeder durch einen R-Punkt z gehende «-Strahl 
erhalt dieselben Risse wie der Strahl az, und diese selben Risse erhalten 
auch die Strahlen des Spiegelbiischels von [z,a]. So gilt der 


%) Vgl. auch die SchluBbemerkung in Nr. 17. 
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Satz 13: Der Gesamtheit der Strahlenpaare einer gegebenen Umlegung 
in x entspricht als Originalgebilde im Raum ein Biindel a, das zu a in 
bezug auf ® polare Feld & und der a-Giirtel. 


§ 4. 
Die Originalkongruenzen beliebiger A-Kollineationen. 

13. Das Bild einer Kongruenz, deren Brennlinien in 9, 
und og, liegen. Es sei § eine lineare Kongruenz, deren Brennlinien A, 
und A, in oe, bzw. o, liegen; A, und A, seien zunichst keine ®-Strahlen, 
ihre x-Punkte seien a, und a,, ihre R-Punkte u, und u, (Fig. 14). Die 
zu einem nicht durch r gewahlten 
RiB G’ gehérende S-Kongruenz 
schneidet § auBer in R nur in 
einem Strahl G, dem also ein- 
deutig ein G” zugeordnet wird. 
Wie erhalt man die Zuordnung 
G’ <+G"? Léauft der Scheitel z 
eines Biischels [x,A,] auf A,, 
so schneiden die projizierenden 
Strahlen zr, bzw. zr, auf R, 
eine Projektivitaét z’ <> 2’ mit 
zy den Doppelpunkten a, und r 

a“ \ e aus; ebenso wird auf R, eine 

l ’ y Projektivitat y’ <> y” erzeugt, 

Fig. 14. Eigentliche A - Kollineation: die das Bild einer Bischelreihe 

Bild einer Kongruenz mit den Brenn- [Y,4,] ist, deren Scheitel y 

linien A, in 9,, Ag in 99. auf A, liegen. Sind 2z’,y’ die 

A-Punkte eines ersten Risses G’, 

so sind z’,y” die von G”’. Die Verwandtschaft G’ «+ G” ist also eine 

eigentliche A-Kollineation, die auBer R, und R, den Fixstrahl A = a,a, 
besitzt. 

Beschreibt G’ ein Biischel mit dem (zunichst nicht auf 4 gewihlten) 
Scheitel 2’, G” also ein Biischel z”, so sind die Punktrejhen z’,y’ per- 
spektiv, die Punktreihen z,y projektiv. Die Originalschar (G@) = (xy) 
ist also eine Regelschar zweiten Grades. Wird G’ = z’r, so wird im 
Grenzfall G = R. Dem singularen Strahl R, dem an sich alle x-Strahlen 
als Bilder zugeordnet werden diirfen, solien also jetzt — wenn man ihn 
durch stetigen Ubergang aus den Strahlen jener Regelschar gewinnt — 
die sich in der 4-Kollineation entsprechenden Strahlen z’r und zr zu- 
geordnet werden. Sind die Brennlinien gegeben, so ist natiirlich schon 
durch z’ dieser Regulus festgelegt. 
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Dreht sich G’ um einen R,-Punkt z’, so durchliuft G das Biischel 
{[z, A,] bei festem x. Wird G = R,, so gehéren dazu als §-Strahlen die 
Strahlen des Biischels [u,,0,]. Der Originalregulus zerjallt alao in die 
Biischel [x,A,] und [u,,A,] und enthilt wieder R. So gehért insbesondere 
zum Fixpunkt a, das Biischelpaar [a,,A,] und [u,, A,], zum Fixpunkt a, 
das Biischelpaar [a,,A,}] und [u,,A,]. Endlich entspricht dem Fixpunkt r 
— d.h. also: der in r durch die Kollineation festgelegten Projektivitat 
G’ <> G” — als Originalregulus das Biischelpaar [u,,0,] und [w,, e,)**). 

Gibt man umgekehrt auf R, und R, je eine nicht-singulire Pro- 
jektivitat 2’ <> 2” bzw. y’ <> y” mit dem Doppelpunkt r und damit 
also eine eigentliche 4-Kollineation €, so erzeugen die dadurch perspektiv 
aufeinander bezogenen Biischel [r,,0,] und [r,,0,] einerseits, die Biischel 
[r,, 0,] und [r,,@,] anderseits je eine Gerade A, bzw. A, als Brennlinien 
einer Kongruenz §, die € zum Bilde hat. Das bisherige Ergebnis lautet also: 


Satz 14: Die linearen Kongruenzen §, deren Brennlinien in 0, 
und 0, liegen, aber keine ®-Strahlen sind, werden durch parabolische Risse 
umkehrbar eindeutig auf die nicht-singuliren eigentlichen A-Kollineationen € 
abgebildet. Jedem Punktepaar einer solchen Kollineation entspricht eine 
der Kongruenz angehérende Regelschar, die den Strahl R enthilt, die also — 
falls sie nicht zerfillt — 0, und 0, zu Tangentialebenen hat. 


Daraus folgt insbesondere, daB einer der Kongruenz § angehérenden 
Regelschar, die R nicht enthalt, zwei projektiv aufeinander bezogene 
Kurven zweiter Klasse zugeordnet werden, die beide R, und R, enthalten. 

Durchlauft z’ einen nicht durch r gehenden Ri® G’, zu dem der 
§-Strahl G mit den ®-Punkten z und y und dem Spurpunkt g gehért, 
so bilden die Originalregelscharen ein die Strahlen G und R enthaltendes 
Biischel von Flaichen zweiten Grades; es ist in das Tangentialtetraeder 
£,Y, U,,U, eingespannt und schneidet in a das durch die Punkte a,,a,,r 
und g bestimmte Kegelschnittbiischel aus. 

LaBt man den Strahl G’, der von 2’ durchlanfen werden sollte, 
gegen z’r konvergieren, so erhilt man fiir diese Punktreihe z’r ein 
Biischel von Regelscharen, die sich lings R beriihren, deren Spurkurven 
also in r eine gemeinsame Tangente Q’ haben. Diese Tangente hat 
folgende Bedeutung: Zu jeder Regelschar gehért eine konjugierte (die 
Strahlen A, und A, enthaltende) Erzeugendenschar. Samtliche durch r 


2°) Dreht sich G’ um 7, so bleibt also der einzige in Frage kommende Original- 
strahl -- namlich R — zuniachst fest, bis G = R, wird. Jetzt beschreibt @G das 
Biischel [u,, 0,), bleibt dann wieder fest = R, bis G’ = R, wird und G also das 
Biischel [u,, 9,) durchlauft. Man beachte besonders: Dem Biischel [u , 0,) werden 
zwar alle R,-Punkte als erster RiB zugeordnet, einem zerfallenden Regulus aber, 
der dieses Biischel enthalt. nur ein R,-Punkt. 
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gehenden Erzeugenden dieser Scharen haben Q’ zum ersten und zweiten 
RiB. Als Ergebnis halten wir fest: 

Sind G’ und G” zwei sich in einer A-Kollineation entsprechende durch r 
gehende Punktreihen, so bilden die Originalregelscharen ein Biischel von 
Flichen zweiten Grades, die sich lings R beriihren. 

Da das Zie] unserer Abbildung, wie bei allen darstellend-geometrischen 
Abbildungen, darin besteht, Raumkonstruktionen durch ebene Konstruk- 
tionen in der Bildebene zu ersetzen, so wird man im Zusammenhang mit 
den Ergebnissen dieses Paragraphen oft die Aufgabe zu lésen haben: Es 
sollen die Risse G’,G” eines §-Strahles G angegeben werden, dessen Spur- 
punkt g gegeben ist. Die Kongruenz § sei durch eine eigentliche 
A-Kollineation € gegeben. Da das Biindel mit dem Zentrum g durch 
eine Umwendung abgebildet wird, d.h. durch eine involutorische Per- 
spektivitat, die g zum Zentrum und die 4-Pojare von gr zur Achse hat, 
so mu8 man das gemeinsame Elementenpaar G’,G” von € und dieser 
durch g festgelegten Umwendung konstruieren. Fiir g+a, und +a, 
gibt es nur ein solches Paar, weil & eindeutig festliegt. Die Konstruktion 
ist elementar durchfiihrbar. Dabei beachte man auch: Ist umgekehrt ein 
RiBpaar G’,G” nicht durch r gehend gegeben, so ist der zugehérige Spur- 
punkt g der Schnittpunkt der Geraden (G' R,)(G’ R,) und (G’ R,)(G" R,) 
(Fig. 14). 

Es entsteht ferner folgende Frage. Zu einer der Kongruenz § an- 
gehérenden und den Strahl R enthaltenden Regelschar gehért eine kon- 
jugierte Schar. Die Bilder X’,X” ihrer Strahlen X sind r-Strahlen. 
Welche Verwandtschaft besteht zwischen ihnen? Ist x der Punkt XR 
und € die Ebene XR, so gehért jener Regulus der parabolischen Kon- 
gruenz an, die aus allen Biischeln [z, £] besteht. Die gesuchte Beziehung 
ist also festgelegt, wenn man das Bild einer parabolischen Kongruenz mit 
der Achse R angeben kann. Das soll in Nr. 18 geschehen. 

14. Die verschiedenen Typen eigentlicher 4-Kollineationen 
und ihre Originale. In den Fig.5 und 6 wurde ein ‘schematischer 
Uberblick iiber die Struktur der eigentlichen A-Kollineationen: gegeben. 
Es soll gezeigt werden, wie diese verschiedenen Typen sich auf die még- 
lichen Originalkongruenzen verteilen. 

Wir betrachten eine nicht-singulire eigentliche A - Kollineation 
X” = €(X’) und die dazugehérige Kongruenz §. zx’ und 2” seien zwei 
sich entsprechende Punkte auf R,,y’ und y” auf R,, ferner a, und a, 
Ruhepunkte auf R, bzw. R,, die mit r zusammenfallen, falls die Projek- 
tivitat auf R, bzw. R, parabolisch ist.’ Dann ist das Doppelverhiltnis 
(1) A = (ra,2’ 2") = (ru,r,r,) 


, ” 


und f= (ragy'y”) = (ru,r,7,). 





vba Te 
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Es seien @ und o die zu den Fixstrahlen R, bzw. R, gehérenden Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung |€ — o €| = 0, 1 die dritte Wurzel. Dann 
zeigt eine kurze Rechnung, daB bei jeder eigentlichen 4-Kollineation 
(2) A= ud yvz=+t 

T T 
ist. Bei Zugrundelegung der in Nr.10 erwahnten parabolischen Metrik 
in x mit Hilfe der Fundamentalkurve 4 wird jedem RiBpaar X’, Y’ ein 
Winkelquadrat y’*, dem Ri®paar X” = €(X’), Y” = €(Y’) ein Winkel- 


quadrat g”* = yq'* zugeordnet. Fiir den ,,Dehnungsfaktor“ y findet 
man allgemein *’) 
(3) y =%. 
Die starren Transformationen waren (vgl. Nr.10) durch y = —1, die 
quasistarren durch y = — 1 definiert. 

Aus (2) folgt, daB y = Ay, und da nach (1) anderseits 
(4) Am = (U, Uy 77) 


wird, so gilt der 

Satz 15: Die Brennlinien der Originalkongruenz, die zu einer nicht- 
singuldren eigentlichen A-Kollineation X" = € (X') gehért, mégen auf R die 
Punkte u, und u, ausschneiden. Dann ist der Dehnungsfaktor jener 
A-Kollineation gleich dem Doppelverhdltnis 

y = (M4 Ue r% 1). 

Ist nun unsere 4-Kollineation € starr, also y = + 1, so wird (wegen 
r, = 1) U, = uy; die Brennlinien schneiden sich, und man erhilt als 
Original eine ausgeartete Kongruenz, die als Bestandteil ein ebenes Feld 
enthilt. Den Ebenen werden also, wie auf anderem Wege bereits aus- 
fiihrlich gezeigt, starre eigentliche 4-Kollineationen als Bilder zugeordnet. 

Quasistarre eigentliche A-Kollineationen dagegen sind die Bilder jener 
Kongruenzen, fiir die (u,u,r,7,) = — 1, ftir die also das Paar u,,u, har- 
monisch zum Paar r,,r, liegt. 

Welche Kongruenzen werden auf die Streckungen abgebildet? Unter 
Streckungen verstanden wir“) Perspektivitaiten, mit dem Zentrum r und 
einer Achse A. Fiir sie ist A = yp, d. h. 

(7 4,7, %) = (1 Ugry7,). 
Diese Gleichung stellt bei verinderlichem u, und u, eine Involution dar, 
die das Paar r, <> 7, enthalt und in der r und mithin auch p Doppel- 
element ist. Fiir die zu den Streckungen gehérigen Kongruenzen ist also 
(5) (u, uy rp) = —1. 





3°) Vgl. Rehbock, Zur ebenen Strahlengeometrie vom euklidischen oder pseudo- 
euklidischen Typus. Jahresber. d. d. M. V. 41 (1932), S. 255—269. 
‘1) Vgl. Nr. 10. 
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Speziell wird fiir den Doppelpunkt u, = u, = p dieser Involution 4 = nu 
= —1, € also — wie wir ebenfalls schon wissen! — eine Umdrehung 
Fiir den anderen Doppelpunkt u, = u, =r wird A=w= +1. In 
diesem Fall sind die auf R, und R, von € erzeugten Projektivitéten also 
parabolisch oder Identitaiten; d.h. € ist eine Perspektivitat mit dem 
Zentrum r und einer durch r gehenden Achse, in unserer Bezeichnung 
also eine ,,Translation’*. Es gehéren schlieBlich zu den durch (5) fest- 
gelegten Kongruenzen zwei Ausartungen, nimlich u, = 7,, u, = r, und 
U, = 1, UW, = 7, ‘Sie werden, da die Brennlinien in diesem Fall 
®-Strahlen sind, in Nr. 17 besprochen. 

Im pseudoeuklidischen Fall interessieren besonders jene A-Kollineati- 
onen, die durch Punkte der Geraden K, und K, in der Fig. 6 reprisen- 
tiert werden, die also vom Typus einer isotropen Perspektivitét oder einer 
Zweieckenkollineation sind"). Eine isotrope Perspektivitét ist eine Per- 
spektivitaét, deren Achse R, (bzw. R,) und deren Zentrum ein Punkt 
a,+r auf R, (bzw. a, +r auf R,) ist. Fiir sie ist A = 1, w+ 1, dh. 
es ist die Brennlinie A, = R,; die Brennlinie A, hat allgemeine Lage 
durch a,. a, ist erster und zweiter RiB des Regulus, der aus dem 
Biischelpaar [a,,2] und [r,o,] besteht. Der Spezialfall 1 = — 1 liefert 
die isotrope Spiegelung, fiir die also u, = p, d.h. A, = a,p ein p-Strahl 
wird. Sie ist quasistarr und wird durch den Punkt s, in der Fig. 6 
reprisentiert. 

Bei einer Zweieckenkollineation war etwa MR, einfach zihlender, 
R, doppelt zahlender Fixstrahl, r doppelt zaihlender und ein R,-Punkt 
a, einfach zihlender Fixpunkt. Wieder ist 4 = 1, u +1. Die Projek- 
tivitit 2’ <> 2” auf R, ist parabolisch; daher wird A, ein r-Strahl, A, 
hat allgemeine Lage durch a,. « = —1 liefert den Spezialfall der har- 
monischen Zweieckenkollineation. So erhalten wir schlieBlich die Zu- 
sammenfassung 


Satz 16: Das Bild einer linearen Kongruenz §, deren Brennlinien 
in 0, bzw. 0, liegen, aber keine ®D-Strahlen sind, ist dann und nur dann 
eine Streckung, wenn die R-Punkte der Brennlinien harmonisch zu r und p 
liegen; dann und nur dann eine isotrope Perspektivitét oder Zweiecken- 
kollineation, wenn wenigstens eine Brennlinie durch + geht, in allen anderen 
Fillen eine Dreieckskollineation. Die Bildkollineation ist dann und nur 
dann starr, d.h. eine Bewegung, wenn die. Brennlinien sich schneiden; dann 
und nur dann quasistarr, d. h. eine Quasiumlegung, wenn die R-Punkte der 
Brennlinien harmonisch zu 1,,1, liegen. 


82) ‘Im euklidischen Fall sind diese Typen imaginar. Doch gelten natiirlich 
auch hierfiir die folgenden Betrachtungen. 
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Beschrinkt man sich im pseudoeuklidischen Fall auf die reellen 
eigentlichen 4-Kollineationen, so kann man leicht angeben, wie sich die 
in der Fig. 6 repriisentierten beiden Scharen I,1 und I,2 der Dehnungen 
und die beiden Scharen der Quasidehnungen auf die Kongruenzen ver- 
teilen. Liegt nimlich u, im 2-Segment, d. h. in demjenigen Segment r, r,, 
in dem r liegt, so ist die auf R, erzeugte Projektivitét gleichsinnig 
(A bzw. uw > 0; Fig. 14, R,!), liegt u, im p-Segment, so ist sie gegensinnig 
(A bzw. uw <0; Fig. 14, R,!). So ergeben sich folgende Kombinationen: 
































“1 | bet] 
a “ liegt in demselben Boteptel 
Segment wie 
Dehnungen I,1.. .|} + ob r r Translation, also 
| U — UT 
Dehnungen 1,2. . .||) — a p P Umdrehung, also 
— = 35 & 2 
Quasidehnungen II,1 |} + — r Pp Isotrope Spiegelung s, 
“, = 7, Wy = Pp 
Quasidehnungen II,2 | — 4 Pp r Isotrope Spiegelung s, 
| 4% = —PU=r 








15. Das Bild einer Kongruenz, deren Brennlinien durch r, 
und r, gehen. Wir betrachten jetzt eine lineare Kongruenz 8, deren 
Brennlinien A, und A, durch r, 
und r, gehen, aber keine ®- 
Strahlen seien: ihre 2-Punkte 
seien a, und a,, die Ebenen, 
die sie mit R ausspannen, w, 
und w, +, (Fig.15). Dann 
ist A =a,a, kein r-Strahl. 
Die zu einem nicht durch r ge- 
wahlten ersten Rib G’ gehérende 
S-Kongruenz schneidet ® auBer 
in R nur in einem Strahl G, 

















der R nicht schneidet und Fig. 15. Uneigentliche A - Kollineation: 
dem daher nur ein G”’ zuge- Bild einer Kongruenz mit den Brenn- 
ordnet wird. Ebensu gehért zu linien A, durch r,, Ag durch rq. 


jedem G” nur ein G’. Wir wollen wieder die Verwandtschaft G’ <> G” 
bestimmen. Eine Ebene £ durch A, schneide A, in x und za in X + A. 
Dem Biischel [z, £] wird mithin (etwa nach der fiir § geltenden Netz- 
projektion) der erste RiB 2’ = XR, und der zweite Ri®B 2” = XR, m- 
geordnet. Dreht sich um A,, so beschreiben z’ und 2” zwei perspektive 
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Punktreihen auf R, bzw. R, mit dem Perspektivitatszentrum a,. Be- 
trachten wir ebenso eine Reihe von Biischeln [y, 7], deren Scheitel auf A, 
und deren Ebenen durch A, gewahlt werden, so beschreiben die zu- 
gehérigen Risse y’ und y” zwei perspektive Punktreihen auf R, bzw. R, 
mit dem Perspektivitaitszentrum a,. Fat man den &- Strahl G als Schnitt 
zweier Biischel [7, £] und [y, 7] auf, so erhilt man die verlangte Ver- 
wandtschaft in a so: Ist x’ der R,-Punkt und y’ der R,-Punkt eines 
ersten Risses G’, so bestimme man die perspektiv zugeordneten Punkte 
2” = wv a,R, und y” = ya, R,, und man erhilt G” = 2’ y’”. 

Diese Konstruktion definiert aber eine Kollineation, in der R, und R, 
vertauscht werden, also eine uneigentliche 4-Kollineation. In ihr ent- 
spricht sich das Punktepaar a,, a, involutorisch. Gibt man umgekehrt 
eine beliebige uneigentliche A-Kollineation, bei der also im Biischel r eine 
Involution erzeugt wird, so entspricht einer Punktreihe des ersten Feldes 
auf R, eine dazu perspektive Reihe des zweiten Feldes auf R, mit einem 
gewissen Perspektivitétszentrum a,; einer Punktreihe des ersten Feldes 
auf R, eine dazu perspektive Reihe des zweiten Feldes auf R, mit einem 
Perspektivitaétszentrum a,. Wahlt man diese Zentren beliebig, aber nicht 
auf A, so ist dadurch stets eine nicht-singulire uneigentliche 4-Kollineation 
festgelegt. Zu ihr gehért nur eine Kongruenz, naimlich die mit den Brenn- 
lnien A, = a,r, und A, = a,7,, die gerade diese Kollineation zum 
Bilde hat. 

Wahit man a, und a, auf einem r-Strah! 4 + R, und A + R,, so 
bestimmen A, und A, ein Biindel und ein R-Feld. Dieser ausgearteten 
Kongruenz wird, wie in Nr.12 gezeigt wurde, die in diesem Fall starre 
A-Kollineation als Bild zugeordnet. 

Beschreibt der erste Ri® G’ ein Biischel mit dem nicht auf 4 
gewihlten Scheitel z’, so erzeugen die Biischel der Ebenen § = A, 2’ 
und 7» = A,y’ eine R angehérende Regelschar zweiten Grades, die den 
Strahl R enthalt. Dagegen entspricht einem Biischel mit dem Scheitel 2’ 
auf R, als Original in & zuniichst das Biischel [z, ¢] in der Ebene & = A, 2’; 
ferner gehéren aber zum z’-Strahl R, als R-Originale die Strahlen des 
Biischels [r,, w,] (vgl. die Tabelle in Nr. 2), so da8 fiir diesen Bildpunkt 2’ 
der Originalregulus in ein Biischelpaar [z, €] und [r,,@,] zerfallt. Die 
Originalreguli der auf A liegenden Bildpunktepaare zerfallen also in dieser 
Weise in Strahlbiischelpaare, die den Strahl R enthalten. Insbesondere 
hat der aus dem Paar [a,, A,] und [r,,A,] bestehende Regulus die Risse 
a’ = AR,=n und a” = AR, = m, der aus [a,,A,] und [r,, A,] be- 
stehende Regulus die Risse a, = m, a; = n. 

Endlich interessieren uns die Reguli, die dem Bildpunktepaar a,, a, 
sowie den Doppelpunkten A und k der auf A erzeugten Involution entsprechen. 
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Ist zunichst G ein R, schneidender &-Strahl mit dem Spurpunkt g, 
so gehen beide Risse durch g, so daB x” = y' = g wird. Bestimmt man 
a = za, R, und y’ = ya, R,, so wird G = a 2” = ag, GY = yy" 
= a,g. Daher erhalt der Regulus [R,,A,,A,] den ersten RiB® a, und 
den zweiten Ri a,; die beiden Bildbiischel sind perspektiv, Perspektivitats- 
achse ist R,. Ebenso erhalt der Regulus [R,, A,, A,] den ersten RiB a, 
und den zweiten Rif a,; die Biischel sind perspektiv, Perspektivititsachse 
ist R,. 

Ferner betrachten wir die Doppelpunkte A und k der A-Kollineation. 
Sie sind das gemeinsame harmonische Paar der Paare m,n und 4a,, a,. 
Einem der Kollineation angehérenden Ri®paar Z’, Z” durch A (Fig. 16) 
entspricht ein Original Z, dessen Spurpunkt z auf der 4-Polaren von h 








Fig. 16. Uneigentliche A-Koilineation in 2. 


liegen muB, also wegen (hk mn) = — 1 auf der Geraden K, = rk. Der 
Regulus, der 4 zum ersten und zweiten Ri® hat, schneidet mithin z in K, 
und enthalt den Strahl A. Da die konjugierte Regelschar auf A und R 
projektive Punktreihen ausschneidet, muB8 wegen (hka,a,) = —1 der 
durch h gehende Strahl H dieser konjugierten Schar durch p gehen. Ist 
also H=hp, H,=hr, K= kp, K,= kr, so gehért zum Doppel- 
punkt A der Originalregulus [H, A,, A,] = [H,, A,, A,], zum Doppelpunkt k 
der Originalregulus [K, A,, A,] = [K,, A,, A,]. 

Das bis jetzt gewonnene Ergebnis lautet: 

Satz 17: Die linearen Kongruenzen &, deren Brennlinien durch r, 
bew. r, gehen, aber keine ®-Strahlen sind, werden durch parabolische Risse 
auf die nicht-singuléren uneigentlichen A-Kollineationen D abgebildet. Jedem 
Punktepaar einer solchen Kollineation entspricht eine der Kongruenz an- 
gehérende und den Strahl R enthaltende Regelschar. Den von r ver- 
schiedenen Doppelpunkten h und k der Kollineation entsprechen Regelscharen, 
die den Strahl hk enthalten und x auferdem in den Strahlen hr bzw. kr 
schneiden. 

Die in Nr. 13 ausgefiihrten Betrachtungen iiber Regelscharenbiischel 
lassen sich in gleicher Weise auf die Kongruenzen S& iibertragen. 

Mathematische Annalen. 109. 4 
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16. Die uneigentlichen 4-Kollineationen und ihre Originale. 
Der Satz 15 zeigte uns, in welcher Weise der Dehnungsfaktor einer 
eigentlichen 4-Kollineation mit einem Doppelverhiltnis, das der Original- 
kongruenz zugeordnet ist, zusammenhing. Eine analoge Beziehung soll 
fiir die Kongruenzen & und ihre Bilder abgeleitet werden. 

Die Zusammenstellung der verschiedenen Typen uneigentlicher A-Kolli- 
neationen in Nr. 10 zeigte, daB es stets zwei getrennte Fixstrahlen H, 
und K, durch r, und auf einem von ihnen — z. B. auf H, — wenigstens 
einen von r verschiedenen Fixpunkt A gibt. Ist X” — D(X’) die gegebene 
uneigentliche 4-Kollineation, so seien 9 und o die zu H, bzw. K, gehérenden 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung |D— o€| = 0, rt die dritte 
Wurzel, die also wenigstens einen weiteren durch h gehenden Fixstrahl A 
festlegt. wobei unter Umstiinden A mit H, zusammenfillt (Zweiecken- 
Kollineation!). Sind Z’ und Z” zwei sich entsprechende Strahlen durch h, 
so ist das Doppelverhiltnis 4 = (H, AZ’'Z’’) konstant, und es ist — wie 


eine kurze, schon in Nr. 14 erwihnte Rechnung zeigt — 4 = £. Fiir 


die in Nr. 10 gewahlte Parameterdarstellung fiir die Matrizen D wird nun 


7S 
tv . 


Diese negativ genommene Determinante ist aber andererseits bei dieser 
Parameterdarstellung auch der Dehnungsfaktor der A-Kollineation™). 
Es sei ferner wieder 


g=ZR, ¥=ZR, 2’ =Z'R, yx’ = 2'R, 


, ” 


Da 2 x’ durch a, und yy” durch a, geht, so iiberzeugt man sich an 
Hand der Fig. 16, daB 
A = (H,AZ'Z") = (rmy'z”) = (nmha,) 
und ebenso 
A = (nma,h), 
also 
#? = (nmha,) (nma,h) = (mna,a,) = (0, 0,0,0,) = (@, ey O 0). 

So ergibt sich der zum Satz 15 analoge 

Satz 18: Die Brennlinien der Originalkongruenz, die zu einer un- 
eigentlichen nicht-singuliren A-Kollineation X” = D(X’) gehdrt, mégen mit R 
die Ebenen wm, und mw, ausspannen. Dann ist der Dehnungsfaktor jener 
A-Kollineation gleich dem Doppelverhdltnis 


5 = (a @2 @2 01). 


83) Vgl. die in FuBnote 2°) auf §. 30 zitierte Arbeit des Verfassers, § 3, II. 
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Fiir die starren uneigentlichen A-Kollineationen, die wir Umlegungen 
nennen (und die Umwendungen oder Paddelungen sein kénnen), ist 
6 = +1, also wm, = w,. Dagegen werden die quasistarren 4-Kollineationen, 
die wir Quasibewegungen nannten, durch (w, , @, 0,) = — 1 charakterisiert. 
Auch hier lassen sich im pseudoeuklidischen Fall, wenn man sich auf 
reelle Transformationen beschrinkt, die vier in der Fig.8 auftretenden 
Typen dadurch deuten, da8 man w, und m, entweder im selben von 0,, 0, 
gebildeten Segment oder in verschiedenen Segmenten wihlt. 

Satz 19: Das Bild einer linearen Kongruenz 8, deren Brennlinien 
durch r, bzw. r, gehen, aber keine ®-Strahlen sind, ist dann und nur dann 
starr, d.h. eine Umlegung (und also keine Dreieckskollineation), wenn die 
Brennlinien sich schneiden, dann und nur dann quasistarr, d.h. eine Quasi- 
bewegung, wenn die von den Brennlinien und R ausgespannten Ebenen 
ZU 0,, 0, harmonisch liegen. 


17. Die singularen Kongruenzen mit getrennten Brennlinien. 
Von besonderem Interesse sind jene linearen Kongruenzen, fiir die wenigstens 
eine Brennlinie ein ®-Strahl ist. Es wird sich herausstellen, daB sie um- 
kehrbar eindeutig auf gewisse Typen singulirer Kollineationen abgebildet 
werden, die als eigentliche oder uneigentliche A-Kollineationen angesehen 
werden kénnen. Gerade die Struktur dieser singuliren Kollineationen 
wird durch das Studium der dazugehérigen ,,singularen“ Original- 
kongruenzen besonders deutlich. 

Es sind, wenn wir von den schon erledigten Fallen der singuliren 
Biindel und singularen Felder absehen, vier Typen solcher Kongruenzen zu 
betrachten. Der erste Typus umfaBt jene Kongruenzen §, fiir die die 
erste Brennlinie ein ®-Strahl in 0, bzw. 0,, die zweite kein ®-Strahl in 
0, bzw. o, ist. Dual dazu bilden den zweiten Typus jene Kongruenzen &, 
deren erste Brennlinie ein ®-Strahl durch r, bzw. r, und deren zweite 
Brennlinie kein ®-Strahl durch r, bzw. r, ist. Den dritten Typus bilden 
die S- und 7-Kongruenzen mit getrennten Brennlinien, den vierten alle 
parabolischen Kongruenzen mit der Achse R (also nicht nur die para- 
bolischen S- und 7-Kongruenzen!). 


Als Beispiel fiir den ersten Typus werde eine Kongruenz § betrachtet, 
fiir die A, = a,r, ein T-Strah]l und A, = a,u, kein ®-Strahl sei (Fig. 17). 
Die Projektivitat y/ <> y” auf R, ist also nicht ausgeartet. Der Uber- 
gang von einem der beiden RiBfelder zum Raumoriginal und von da aus 
zum anderen RiSfeld ist in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Wird 
einem Element eine k-parametrige Mannigfaltigkeit des anderen Feldes 
zugeordnet, so heiBe es vom Singularititsgrad k; wird ihm nur ein Element 
zugeordnet, so sei sein Singularitétsgrad 0. Der in der zweiten Spalte 
4* 
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stehende Singularitatsgrad ergibt sich also aus dem in der vierten Spalte 


stehenden Ergebnis. 

















Ausgangselement — Raumoriginal in 5 Zugeordneter Rib 
Erste> Feld 
=a 0 ein G oO" = 4,9" 
G'= R, 2 jedes @ in {rg, 00] jeder 2-Strahl G’’ 
z' nicht auf 4 0 ein nicht zerfallender = « 
Regulus 
z’=y' auf R, 1 [y,, A,] und [rg, 09] jedes z” auf a, y” 
| (also u.a. auch 2” =a, 
und 2” = y") 
Zweites Feld 
G" nicht durch a, 0 jedes G in [rg, 09] G' = R, (falls G = R 
ausgeschlossen wird) 
=-e0,7" 1 jedes G@ in [y, A,] und jedes G’ durch y’ 
in [79, @9] 
z" auf a, y” 0 [y, A,] und [rg, 09] = y’ 
Ss” 2s @, 2 jeder Regulus der jedes z’ 
Kongruenz § 














Daraus folgt: Die Bildkollineation ist einfach ausgeartet: a, ist zweifach 
singulirer Punkt des zweiten, R, zweifach singulairer Strahl des ersten 


R 








Fig. 17. §-Kongruenz mit einem 
%-Strahl als Brennlinie. 


Feldes. Die Kollineation ist da- 
durch festgelegt, da8 das Biischel 
der Strahlen G” = a,y” pro- 
jektiv zur Punktreihe y’ auf R, 
ist. Aber nicht jede einfach 
ausgeartete Kollineation 
diesem Typus 


von 
(also: zweifach 
singularer Punkt +7 auf R,, 
zweifach singularer Strahl = R,!) 
kommt als Bild in Frage. Dreht 
sich namlichG@’ um 2’ (nicht auf A), 
so wird fiir G’ = z’r das Original 
G = R, der zweite RiB im 
Grenzfall G” = R,; d.h. dem 
Strahl R soll, wenn er durch ste- 
tigen Ubergang aus den Strahlen 


der zu z’ gehérenden Originalregelschar gewonnen wird, das RiSpaar R’ = z'r, 
r mu8 also auch in diesem Fall Doppel- 
punkt der Projektivitat y’ <> y” auf R, sein, wenn die singulare Kolli- 
neation Bild einer solchen Kongruenz sein soll. Ist das der Fall, so darf 
diese Kollineation als eigentliche A -Kollineation betrachtet werden, weil 


R” = R, mgeordnet werden. 
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dem Strahl R, des zweiten Feldes ja unter anderen auch wieder R, zu- 
geordnet wird, dem a,-Strahl R, des ersten Feldes jeder r-Strahl, also 
unter anderen wieder R, selbst. Dagegen darf eine einfach ausgeartete 
Kollineation, die den von R, verschiedenen Strahlen des Biischels r im 
ersten Felde (also auch dem Strahl] R,!) eindeutig einen von R, ver- 
schiedenen a,-Strahl des zweiten Feldes zuordnet, nicht als cigentliche 
A-Kollineation betrachtet werden. 

Betrachtet man in gleicher Weise die anderen Méglichkeiten fir die 
Kongruenzen des ersten Typus, so ergeben sich folgende Fille: 














R-Punkte der Brennlinien ny a im Kollin = hy > -™* 
ersten Feld | zweiten Feld|| ‘arch die Projektivitat 

(A, = Strahl) “a F's z, a, auf R,} y' <> y” auf R, 
(A, = 8-Strabl) Ma FT, | a; auf R, R; y <> y” auf R, 
“4 +l, (Ay — P-Bsabl) R, dy auf R, xz’ <> x” auf R, 
“+ | 4,—s-Strabt | 9 Re] Bi x <> x” auf R, 























Daraus erkennt man: Gibt man eine einfach ausgeartete eigentliche 
A-Kollineation derart vor, da8 ein Strahl des Paares R,, R, zweifach 
singulir in einem der beiden Riffelder, ein Punkt + r auf dem anderen 
Strahle zweifach singulér in dem anderen Riffeld ist, so gehért dazu stets 
eine und nur eine Originalkongruenz vom Typus §. Beispielsweise laBt 
sich die Originalkongruenz, die der als gegeben aufzufassenden Kollineation 
in der dritten Zeile entspricht, so konstruieren: Durch die nicht 
ausgeartete Projektivitét a’ <> 2” auf R, werden die Strahlen der 
Biischel [r,, 0,] und [r,, ,] perspektiv aufeinander bezogen und erzeugen 
eine Brennlinie A,, die gewi8 kein ®-Strahl ist; die zweite Brennlinie 
ist A, = a,r,. Fiir den ersten Typus singuldrer Kongruenzen gilt also 

Satz 20: Die Gesamtheit derjenigen Kongruenzen §, deren erste Brenn- 
linie ein ®-Strahl in 0, (bzw. 0,), deren zweite Brennlinie jedoch kein 
®-Strahl in 0, (bzw. 0,) ist, wird umkehrbar eindeutig abgebildet auf die 
Gesamtheit derjenigen einfach ausgearteten eigentlichen A-Kollineationen, fiir 
die ein Strahl des Paares R,, R, und ein von r verschiedener Punkt auf 
dem anderen Strahl zweifach singulér sind. 

Um eine Kongruenz vom Typus & zu erhalten, sei A, = a,7, ein 
T-Strahl in o,, A, = a,7, kein ®-Strahl. An Hand der Fig. 18 iiberzeugt 
man sich durch die gleichen Uberlegungen wie im vorigen Fall, daB die 
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Bildkollineation einfach ausgeartet ist: R, ist zweifach singulirer Strahl 
des ersten Feldes, a, zweifach singuliarer Punkt des zweiten. Die Pro- 
jektivitét zwischen der Punktreihe zx’ auf R, und dem Biischel der 
Strahlen G” = a, z’ ist durch die nicht ausgeartete Perspektivitaét 2’ <> 2” 
mit dem Perspektivitaétszentrum 
a, festgelegt. Wieder kommt 
also nicht jede einfach ausge- 
artete Kollineation von diesem 
Typus (also: zweifach singularer 
Strahl = R,, zweifach singularer 
Punkt +r auf R,) als Bild 
in Frage. Vielmehr mu8 auf 
Grund jener Perspektivitét den 
von R, verschiedenen r-Strahlen 
des ersten Feldes eindeutig. der 
Strahl R, des zweiten Feldes zu- 
geordnet werden. Dann darf 
die singulire Kollineation aber 
wiederum als uneigentliche A - 
Kollineation angesehen werden. Fat man R, als Strahl des ersten oder 
zweiten Feldes auf, so wird ihm in jedem Fall wenigstens R, im anderen 
RiBfeld zugeordnet. Das wire nicht der Fall, wenn dem Biischelscheitel r 
des ersten Feldes ein von R, verschiedener a,-Strahl im zweiten Felde 
zugeordnet wiirde. 








Fig. 18. S-Kongruenz mit einem 
®-Strah] als Brennlinie. 


So ergeben sich wieder folgende Méglichkeiten: 




















| Sweltech Die singulure Kollineati 
R-Ebenen der Brennlinien singulires Element im ist festgelegt ‘durch die 
ersten Feld |zweiten Feld Perspektivitus 
@, = O R { a’ <> 2”, 
Se a, auf R a 
(A,=T-Strah) °F % . : *| | Perspektivitatszentrum a, 
oO Ci asse 
Yea auf Ibe 
(4,=8-Strah))  F% | neulR) &, . 
Ms = 0; | y <> y", 
, R a, auf R 2 
1 F 0, (A, = T-Strahl) : 3 ‘| |Perspektivitatszentrum a, 
Me = Os 
o + @, (A, = $-Strahl) | a, auf R, R, dasselbe 




















Zu jeder uneigentlichen A-Kollineation dieser Typen kann man die 
Originalkongruenz bestimmen. Ist beispielsweise die vorhin betrachtete 
Kollineation gegeben, deren Bestimmungsstiicke in der ersten Zeile der 
Tabelle stehen, so weiB man: Die Strahlen G” schneiden auf R, eine zu 
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der Reihe der z’ perspektive Punktreihe aus. Man bestimme das Per- 
spektivitatszentrum a, und erhilt also A, = a,r,, A, =a,7,. So gilt 
dual zu Satz 20 der 


Satz 21: Die Gesamtheit derjenigen Kongruenzen &, deren erste Brenn- 
linie ein D-Strahl durch r, (bew. r,), deren zweite Brennlinie jedoch kein 
®-Strahl ist, aber durch r, (bzw. r,) geht, wird umkehrbar eindeutig ab- 
gebildet auf die Gesamtheit derjenigen einfach ausgearteten uneigentlichen 
A-Kollineationen, fiir die ein Strahl des Paares R,, R, und ein auf dem- 
selben Strahl liegender, von r verschiedener Punkt zweifach singuldr sind. 

Der dritte Typus wird durch eine T-Kongruenz reprisentiert. Brenn- 
linien seien A, =a,r, in 0, und A,=a,r, in g,. Zu jedem nicht 
durch r gewahlten G’ gehért G”’ = A = a,a,, zu jedem Biischel 2’ + r 
zunichst eindeutig wieder ein Regulus der Kongruenz. Wird G’ = z’r, 
so laBt sich fiir G” nicht, wie in den friiheren Fallen, eine Grenzlage G”’ 
angeben, vielmehr ist wieder jeder 2-Strahl als zweiter RiB von R, jeder 
Punkt auf A als zweiter Ri®B 2” jener Regelschar anzusehen. Demnach 
ist die entstehende ausgeartete Transformatien in folgender Weise charak- 
terisiert: 

Satz 22: Biner T-Kongruenz wird eine ausgeartete (als eigentlich und 
als uneigentlich zu bezeichnende) A-Kollineation zugeordnet, fiir die‘ der 
Ubergang von einem Riffelde zum anderen durch folgende Tabelle an- 
gegeben wird. 




















Erstes Feld > Zweites Feld 
Singul.-Grad : 
Strahl nicht durch r 0 A = a-Strahl der Kongruenz 
r-Strahl 2 jeder Strahl 
Punkt + r 1 jeder A-Punkt 
r 2 jeder Punkt 
Zweites Feld > Erstes Feld 
Singul.-Grad : 
Punkt nicht auf A 0 r 
A-Punkt 2 jeder Punkt 
Strahl + A 1 jeder r-Strahl 
A 2 jeder Strahl 














Um diesen Typus, der offenbar als weitere Ausartung einer einfach 
ausgearteten Kollineation auftritt, noch als Kollineation deuten zy kénnen, 
erscheint es zweckmaBig, den Kollineationsbegriff im Rahmen syntheti- 
scher Darstellungen allgemein so zu fassen: 
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Eine Verwandischaft in der Ebene heife eine Kollineation, wenn jedem 
Punkt p’ und jedem Strahl G’ des einen Feldes wenigstens ein Punkt p” 
bzw. ein Strahl G” des anderen Feldes mit folgender Bedingung zugeordnet 
wird: Liegen p' und G vereinigt, so soll jedes zu p', gehorige p” mit 
wenigstens einem G", jedes zu G' gehdrige G” mit wenigstens einem p” 
vereinigt liegen. 

Dieser Bedingung geniigen offenbar alle singuliren Typen. Die vor- 
liegende Ausartung darf als eigentliche und als uneigentliche A-Kollineation 
angesehen werden, weil die Strahlen R, und R, zweifach singular sind, 
so daB jeder sich selbst, aber auch jeder dem anderen zugeordnet wird. 
Dem entspricht es, daB die Originalkongruenz zugleich vom Typus § und 
vom Typus & ist™). Fiir die S-Kongruenzen gilt ein dualer Satz. 

18. Parabolische Kongruenzen mit der Achse R. Endlich soll 
die Beziehung abgeleitet werden, die zwischen den ersten und zweiten 
Rissen einer parabolischen Kongruenz mit der Achse R besteht. Die 
Kongruenz sei festgelegt durch eine nicht-singulire Projektivitaét zwischen 
den R-Punkten zx und den R-Ebenen & 

(1) (7,772) = (aBy é). 

Dabei seien die den Punkten r, und +r, zugeordneten Ebenen « und # 
von beiden Ebenen 0, verschieden. Die Risse X’ und X” der Strahlen 
eines Biischels [z, &] sind die 2a-Strahlen der S-Kongruenz bzw. der 
T-Kongruenz, die [z, &] enthailt. Ist » die Ebene RX’, die also die 
r-Strahlen der S-Kongruenz, und ¢ die Ebene RX”, die mithin die 
r-Strahlen der T-Kongruenz enthilt, so ist 


(2) (7, 7,72) = (030, €) 
und 
(3) (r, 737 Z) = (0, 5 ¢ €). 


Zwischen den R-Ebenen § und den die Risse ausschneidenden Ebenen 7 
und ¢ bestehen also die Beziehungen 


(«By €) = (0, 0, 9 §) 


34) Es kénnte eingewendet werden, da8 eine Ausartung, wie die vorliegende, 
» trivial“ und fiir praktische Zwecke nutzlos ist. Diese Auffassung erscheint mir 
verfehlt. Die immer wiederkehrende Frage bei Zwei-RiSsystemen der ‘arstellenden 
Geometrie ist die folgende: Man kennt den ersten RiB eines Raumgebildes (in 
diesem Falle z. B. z’ als Bild einer Regelschar), und man méchte, ohne in den 
Raum zuriickzugehen, eine prazise Aussage dariiber haben, welche Elemente des 
Bildgebietes als zweite Risse in Frage kommen. Diese Aussage wird in den vor- 
liegenden Fallen gegeben, indem man z’ mit Hilfe der auftretenden Bildkollineation 
transformiert. Gerade die unter Umstanden dabei auftretende Mehrdeutigkeit von 
z” ist daon fir Konstruktionszwecke wesentlich, etwa fiir die Frage, ob eine be- 
stimmte, mit den Rissen vorzunehmende Konstruktion ausfihrbar ist oder nicht. 


















Parabolische Risse. 


und 


(aBy &) = (0, 056 &) 


oder ausfiihrlicher: 


(4) (ay) (B &) (as €) (0, n) —(By) (« €) (0, &) (0,9) = 0 
und 
(5) (ay) (B &) (0, €) (0,6) —(B y) ( &) (as €) (0, ) = 9, 


wobei die Klammern in iiblicher Weise Determinanten in biniren homo- 
genen Koordinaten darstellen. 


Jede dieser Gleichungen definiert eine [1—2]-Korrespondenz zwischen 
den 7» und € baw. den ¢ und &, und zwar werden die ausgezeichneten 
Ebenen 0,, 03, %,8 und y in folgender Weise einander zugeordnet: 














§ ” xX'=12 é ¢ X"=tn 
(6) B Cs Qo R, (7) B 01 01 R, 
a 1 01 R, % 02 09 R, 
y 6 y C ” * Y C 






































Durchlauft » (bzw. ¢) das Biischel R, so bilden die zugeordneten 
Ebenenpaare & eine Involution, die nicht ausgeartet ist, weil die Ebenen 
x, B, 0,, @g paarweise verschieden sind. Beide Korrespondenzen (4) und (5) 
haben die gleichen Doppelelemente, nimlich 9,, e, und y. 


Gesucht wird nun die Korrespondenz 74 <~+(, die ja die Korre- 
spondenz X’ «+» X” ausschneidet. Zu jedem gegebenen 7 gehéren zwei 
Ebenen ¢, zu ihnen je ein ¢, und ebenso umgekehrt. Es liegt also eine 
[2—2]-Korrespondenz vor. Zum Element 7 = 0, gehort das Paar ¢ = 0, 
und ¢ = 9,; aber auch zum Element 7 = 0, gehért dasselbe Paar. Dann 
sind aber die Ebenen 7 (und in gleicher Weise die Ebenen ¢) derart in- 
volutorisch gepaart**), daB jedem Element eines 7-Paares dasselbe ¢-Paar 
zugeordnet wird; oder: Die [2—2]-Korrespondenz ist eine Projektivitat 
zweier Involutionen. So erhalt man als Ergebnis 


Satz 23: Zwischen den Rissen X' und X” der Strahlen einer para- 
holischen Kongruenz mit der Achse R, die auBer R keine ®-Strahlen enthdlt, 
besteht eine [2—2]-Korrespondenz, die eine Projektivitét zweier Involutionen 
ist. In thr entspricht jedem Strahl des Paares R,, R, wieder das Paar 
R,, Ry. 


35) Vgl. etwa Sturm, Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften, 
1908, I, § 29. 
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Will man die [2—2)-Korrespondenz 7 <> ¢ explizit hinschreiben, so 
gehe man so vor: Es sei ¢ eine der beiden Ebenen, die einer Ebene 7 
zugeordnet werden. Die » zugeordnete quadratische Form (4) und die ¢ 
zugeordnete Form (5) haben dann eine Nullstelle & gemeinsam. Also muf 
die Resultante von (4) und (5) verschwinden. Man hat also diese Re- 
sultante auszurechnen und gleich Null zu setzen. Die Gleichung enthilt 
auBer den Koordinaten der fiinf gegebenen Ebenen nur die von 4 und ¢ 
und liefert den gesuchten Zusammenhang. 


19. Ubergang zur kinematischen Abbildung von Blaschke 
und Griinwald. Bei samtlichen hier behandelten Konstruktionen war 
wesentlich, daB die Bildebene a nicht-singulir war, also keine ®-Strahlen 
enthielt. Das hatte zur Folge, daS der Bildebene — aufgefaBt als Raum- 
ebene — eine nicht-singulare Kollineation, nimlich die Identitaét, zugeordnet 
wurde. Nimmt man nach Herstellung der Abbildung im Bildgebiet eine 
beliebige nicht-singuliire Korrelation vor, so erhalt man eine Abbildung 
der Raumstrahlen auf geordnete Punktepaare. Die Rolle von R,, R, wird 
dann von einem Punktepaar 7,,7, iibernommen. LEigentliche bzw. un- 
eigentliche Kollineationen des Paares R,, R, gehen wieder in eigentliche 
bzw. uneigentliche Kollineationen des Paares 7,, 7, tiber. 


Bei der von Blaschke und Griinwald behandelten und auf Study 
zuriickgehenden kinematischen Abbildung**) werden durch ein in elemen- 
tarer Weise definiertes Konstruktionsgesetz die Raumstrahlen auf geordnete 
Punktepaare abgebildet. Dadurch wird erreicht, da8 die als Strahlen- 
biindel aufgefaBten Punkte des R, mit gewissen Ausnahmen umkehrbar 
eindeutig auf die euklidischen Bewegungen, die als Strahlenfelder aut- 
gefaBten Ebenen wiederum mit gewissen Ausnahmen auf die euklidischen 
Umlegungen in einer Bildebene abgebildet werden. Zunichst fallt auf, 
da hier also nicht wie bei der von uns behandelten Abbildung die Felder, 
sondern die Biindel auf eigentliche, dagegen die Felder auf uneigentliche 
starre A-Kollineationen abgebildet werden. Ferner treten bei der kine- 
matischen Abbildung bekanntlich als singulire Strahlenscharen zwei ver- 
schrinkte Biischelpaare von Minimalstrahlen auf, die in Ebenen parallel 
zur fest gewahlten Bildebene liegen, so daB die Bildebene also in unserer 
Ausdrucksweise singular, namlich eine R-Ebene ist. Die von uns be- 
handelten Konstruktionen fiihren also gewif nicht unmittelbar zum Spezial- 
fall der kinematischen Abbildung. Dagegen gelangt man durch folgende 
Betrachtungen sofort zu dem gewiinschten Ergebnis. 


36) Eine zusammenfassende Darstellung findet sich bei E. Miller, Vorlesungen 
iiber darstellende Geometrie. I. Band: Die linearen Abbildungen. Wien 1923, 
8. 240 ff. 
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Anstatt eine Bildebene 2 zu benutzen, stellen wir uns einen Biindel- 
riB *’) her: Ist o das Zentrum eines keinen ®-Strahl enthaltenden Biindels, 
so ordne man jedem Strahl G@ jetzt als ,,Risse“ den o-Strahl G’ der 
S-Kongruenz und den o-Strahl G” der 7-Kongruenz zu, die G enthalten. 
Jetzt treten in diesem Biindel zwei ,,Fundamentalstrahlen‘‘ R, = or, und 
R, = or, auf; sdmtliche Uberlegungen, die frither fiir die Ebenen galten, 
insbesondere also das Verfahren der Netzprojektion, lassen sich nunmehr 
dual fiir die Punkte aussprechen. Versteht man also unter A-Kollineationen 
jetzt wieder die Kollineationen im Biindel 0, die das Strahlenpaar R,, R, 
in sich transformieren, so werden bei Verwendung eines Biindelrisses und 
bei Zugrundelegung einer geeigneten Metrik die Punkte auf die eigentlichen, 
die Felder auf die wuneigentlichen starren A-Kollineationen abgebildet. 
Schneidet man nunmehr das gesamte Bildbiindel mit einem beliebigen 
Felde x, so erhalt man eine Abbildung des Strahlenraumes auf die ge- 
ordneten Punktepaare dieses Feldes mit einem ausgezeichneten Punkte- 
paar 7, = R,x und 7, = R,z als Fundamentalgebilde: Den Punkten des 
Raumes entsprechen die Bewegungen, den Ebenen die Umlegungen der 
dadurch in x festgelegten Geometrie. 

Wenn also insbesondere dafiir gesorgt wird, daB jenes Fundamental- 
strahlenpaar des Biindelrisses im neuen Bildgebiet 2 die Kreispunkte aus- 
schneidet, so erhilt man die von Blaschke angegebene Abbildung der 
projektiven Geometrie des R, auf die euklidische Kinematik. Gibt man 
die verschrinkten Biischelpaare von Minimalstrahlen mit gemeinsamem Strahl R 
vor, so stelle man sich mithin zuniichst einen beliebigen Biindelrif her 
und schneide diesen mit einer durch R gehenden reellen Bildebene. Damit 
ist ein neues Konstruktionsverfahren auch fiir diese Abbildung gewonnen. 


In welcher Weise man durch andere Spezialisierungen der hier durch- 
gefiihrten rein projektiven Uberlegungen zur konstruktiven Behandlung 
metrischer Aufgaben der Liniengeometrie gelangen kann, soll in einer 
spiiteren Arbeit durchgefiihrt werden. 


37) Vgl. die in FuBnote ') zitierte Arbeit III des Verfassers, 8.260. Auf die 
Moéglichkeit, die kinematische Abbildung auf diese Weise herzustellen, habe ich schon 
in der Arbeit I hingewiesen, dann ausfiihrlicher in einem auf der Jahresversammlung 
in Hamburg 1928 gehaltenen Vortrag [1!. c. FuBnote *)]. — Vgl. ferner Strubecker, 
Zur nichteuklidischen Geraden-Kugel-Transformation, Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. 
Wien, Abtig. Ila, 139 (1939), S. 694. 


(Eingegangen am 21. 9. 1932.) 











Uber ein Minimumproblem fiir Potentialstrémungen 
mit freiem Rande. 


Von 


Kurt Friedrichs in Braunschweig. 


Bei den Randwertproblemen der Potentialtheorie, auf welche die 
wirbelfreien Strémingen mit freien Grenzen fiihren, bietet die Frage nach 
der Existenz und Eindeutigkeit ein besonderes Interesse. Deshalb, weil 
es nicht immer von vornherein selbstverstandlich ist, — wie manche 
Diskussionen gezeigt haben — welches die ,,richtigen“ Randbedingungen 
sind; d. h. diejenigen, welche Existenz und Eindeutigkeit garantieren. 

Zur Klarung solcher Fragen hat sich bisher als Hilfsmittel vor allem 
die Variationsrechnung bewahrt; in der Tat sind auch die typischen 
Potentialprobleme mit freien Grenzen der Variationsrechnung zuginglich; 
das soll fiir eine Reihe von Strémungen, insbesondere fiir Ausflu8- 
strémungen aus einer Diise gezeigt werden. Die entsprechende Rand- 
wertaufgabe — allerdings in einer von der physikalischen Frage (I) zu- 
nichst etwas abweichenden Form (II) gestellt — entsteht aus der 
Variation eines einfachen Integrals fiir die Stromfunktion. Insbesondere 
ist dabei auch das Integrationsgebiet zu variieren, wodurch diejenige 
Randbedingung entspringt, die das Druckgleichgewicht am Rande des 
Strahles ausdriickt'). 

Dariiber hinaus aber zeige ich, daB die Lésung der Randwertaufgabe 
den Variationsausdruck wirklich zum Minimum macht; als unmittelbare 
Konsequenz dieser Tatsache ergibt sich die Hindeutigkeit dieser Lésung. 

Bisher war die Eindeutigkeit bei ebenen nach innen konkaven Diisen 
nur gegeniiber infinitesimaler Abinderung bewiesen (Weinstein, Hamel, 
Weyl [*], [*]), aber auch fiir das urspriingliche physikalische Problem (I) 
(s. unten). Auf diese infinitesimale Eindeutigkeit griindete Weinstein 
seinen Existenzsatz. 

Die Existenz der Lésung mit Hilfe des Minimumproblems zu be- 
weisen, steht noch aus. 

') Wie mir inzwischen Herr A. Weinstein mitteilt, hat schon Riabouchinsky ['} 
1927 solche Variationsprobleme aufgestellt und die erste Variation berechhet, aller- 
dings ohne Bezug auf die Minimumeigenschaft im Falle freier Grenzen. 
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Ebenso bleibt noch offen, ob die Lésung des Minimumproblems auch 
numerisch approximiert werden kann, womit dann zugleich auch eine 
numerische Berechnung des Kontraktionskoeffizienten zu gewinnen wire. 

Die hier angegebene Methode ist nicht auf ebene Probleme be- 
schriankt. Es werden neben den ebenen auch die achsensymmetrischen 
rdéumlichen Ausflu8strémungen, die der funktionentheoretischen Behandlung 
nicht mehr zugianglich sind, auf ein Minimumproblem zuriickgefiihrt. 


In einem ersten Anhang wird gezeigt, daB die Minimumeigenschaft 
unseres ersten Variationsproblems nur eine allgemeine EKigenschaft regu- 
lirer Variationsprobleme ausdriickt. In einem zweiten Anhang gewinne 
ich aus dem Minimumproblem einen neuen Zugang zur Behandlung der 
oben erwahnten infinitesimalen Eindeutigkeit. 

Zuniachst seien die behandelten Probleme nur vorliufig formuliert, 
um ihren endgiiltigen Ansatz zu motivieren. Die ebene Ausflu8strémung 
einer zur Strémung konkaven Diise (Fig. 1) 


wird beschrieben erstens durch ein Strom- isd: ee. 
gebiet, das teils vom_ ,,Diisenrand“ teils 





vom ,,Strahlrand‘‘ begrenzt wird. Wir be- v - + 
schrinken uns dabei auf den Fall der 
symmetrischen Strémung; wesentlich be- Pn ep od 
nutzen wir allerdings nur, daS Aus- und Ein- Fig. 1. 


strémrichtung (im unendlichen) iibereinstimmen 

und daS der Diisenrand eine eindeutige Projektion auf diese Richtung be- 
sitzt. Die Symmetrieachse wihlen wir zur z-Achse; dann ist zweitens die 
Stromfunktion y(z, y) fiir die Strémung kennzeichnend; sie sei Poten- 
tialfunktion, Null auf der Achse und gleich Eins auf dem _,,Rande“; 
die Quadratsumme ihrer Ableitungen sei konstant v* auf dem Strahl- 
rand, wo v* die vorgegebene quer iiber den Strahl konstante Ausstrém- 
geschwindigkeit im Unendlichen ist. Insbesondere ist die Strahlbreite 
im Unendlichen nicht vorgegeben (Problem I). Wir sind allerdings ge- 
nétigt, das Problem etwas zu verindern; wir denken uns niamlich die 
Diise irgendwie mit stetiger Kriimmung verlingert; und dann die Strahl- 
breite im Unendlichen vorgegeben, wahrend die Stelle der Ablésung 
von der Diise offen gelassen ist (Problem II). Diese Variation der 
Ablésungsstelle ist wohl kaum physikalisch realisierbar; doch scheint 
mir das Problem II das mathematisch natiirlichere zu sein; auch bei 
den Untersuchungen von Weinstein und Weyl*) war das Problem II 


2) Unser Problem (II) ist dasselbe wie bei Weyl [?]. Das urspriingliche 
Problem (II) von Weinstein entsteht, indem zusatzlich auch die Ablésungsstelle 
vorgeschrieben wird. 
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unmittelbar zuginglich, wihrend die Behandlung von (I) auf die von (II) 
zuriickgefiihrt wurde. Im Falle einer zur Strémung konvexen Diise ist 
eine Variation der Ablésungsstelle auch physikalisch denkbar’). 

Zur konkaven und konvexen Diise gehéren zwei Arten von Ablésung; 
sie unterscheiden sich dadurch, da8 in einem Falle die Strémung in der 
Nahe der Ablésungsstelle die (mit stetiger Kriimmung verlaingerte) Diise 
durchsetzt, im anderen Falle nicht; wir sprechen dann von duferer und 
innerer Ablésung. Zunichst soll nur der Fall auBerer Ablésung behandelt 
werden. 

Der Variationsausdruck, der von der richtigen Stromfunktion y zum 
Minimum gemacht wird, lautet nun 


\[\vi+ vf + 0°) dedy, 


iiber das Stromgebiet integriert; damit das Integral existiert, wird das 
Stromgebiet im endlichen abgebrochen; der Fall des unendlichen Gebietes 
erfordert einige Modifikationen, die gesondert behandelt werden. 

Von dem Stromgebiet wird nur verlangt, daB sein Rand auSerhalb 
der Diise verliuft und von der Stromfunktion im wesentlichen nur, daB 
sie auf dem Rande konstant Eins ist. Die Addition der Konstanten v* 
im Integranden*) wire bei festem Gebiet effektlos, hier ist sie wesentlich; 
durch Gebietsvariation entsteht auf dem Teil des Randes, der sich nicht 
den Diisenwinden anlegt, d. h. auf dem Strahlrand gerade als natiirliche 
Randbedingung ~} + y} =v’, wihrend fiir die anliegenden Teile Un- 
gleichungen entspringen. 

Da8 das Minimumproblem iiberhaupt einen Sinn hat, mag man sich 
durch folgende Uberlegung plausibel machen: Das Minimum von 

[[ (vi + vi}dedy 

T 
bei festem Gebiet kann héchstens wachsen, wenn das Gebiet — und 
damit ff v'dxdy — verkleinert wird; diese Verkleinerung ist ja gleich- 


t 
bedeutend mit der Zusatzbedingung y = 1 im Differenzgebiet. 
Das eigentliche mathematische Problem dieser Arbeit besteht in dem 
Nachweis, daB die Lésung der Strémungsavfgabe den obigen Ausdruck 
wirklich zum Minimum macht und also eindeutig ist. Zu dem Zweck 


8) Zur Klarung dieser Médglichkeit hat St. Bergmann [*] als Beispiel eine 
Kontur konstruiert, bei der sich zwei Strahlbreiten angeben lassen, zu denen auch 
zwei Ablésungsstellen gehéren. . 

*) Ubrigens lassen sich auch Wirbelstrémungen durch ein solches Variations- 
problem kennzeichnen, wenn die Bernoullikonstante ¢(y) als Funktion von y vor- 


2 
geben und an Stelle von ~ eingesetzt wird. 
ge 2 ge 
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wird die zweite Variation dieses Integrals in einer Weise berechnet, die 
in Evidenz setzt, daB sie positiv-definit ist. In einer solchen Berech- 
nung der zweiten Variation allein liegen die Schwierigkeiten bei der 
noch ausstehenden Ubertragung auf allgemeine ebene Diisenformen und 
auf nicht achsensymmetrische raumliche Probleme. 


1, Randwert- und Minimum-Problem der endlichen Strémung. 

1. 1. Zuldssigkeitsbedingungen. 

Zur Formulierung®) des mathematischen Problems [1] ist zuniachst 
anzugeben, welche Gebiete und welche Funktionen in ihm wir ,,zulassen“. 

Das abgeschlossene Gebiet J” mit dem Inneren J” sei begrenzt von 
(Fig. 2 











a2 
6 
r 
PY NCETM 
ay A “ 
Fig. 2. 
der Achse A: y¥=60, a, 754, 
dem ,,Rand“ P: y = Q(z), 4,527 54, 
den Seitenlinien 2,: +=4,, 0fyS2(a), 
2: 2=4, 0s ys Q(a). 
Der Rand P sei durch die Diise 
D: y= Y(z), 4.5750 


eingeschrinkt, vermége 
(1) Y (cz) S Q(z) a,srsa. 
Die Randfunktionen Q(z) und Y(zx) seien stetig differenzierbar. 

Wir zerlegen den Rand P, je nachdem ob in (1) die Gleichheit an- 
genommen wird oder nicht, in den ,,Diisenrand“ Pp und den_,,Strahl- 
rand‘ Ps, so daB also gilt: 

Y (x) = Q(z) auf P»p, 

Y (rz) << Q(x) auf Ps. 
Ein Gebiet 7’, das den angegebenen Bedingungen geniigt, mége kurz 
mit [J"] bezeichnet werden. 


6) Wir wollen im folgenden Funktionen und Bereiche durch lateinische oder 
griechische Buchstaben kennzeichnen, je nachdem ob sie fest oder variabel sind. 
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Von der in J’ erklarten Funktion y(z, y) — dann [y,] genannt — 
verlangen wir: y ist einmal in J’, zweimal in J” stetig differenzierbar; 
ferner 


(2) y =1 auf P, 
(3) y =0 auf 4, 
(4) y>oO in IL. 


Gebiete [J"] und Funktionen [y,}], die in ihnen erklirt sind, heiBen 
zum Problem [1] zugelassen. 

Wir haben uns bei der Wahl dieser Bedingungen auf die sym- 
metrische Strémung beschrinkt und demgem&8 nur eine Hilfte des 
Strémungsgebietes angesetzt. Die Ungleichung (1) garantiert auBere Ab- 
lésung von der Diise. Der Schranke Y(z) brauchen wir keine weitere 
Bedingung aufzuerlegen, solange wir keinen Existenzsatz formulieren. 
Das eigentliche Problem der konkaven Diise entsteht, wenn Y(z) in 
einem Intervall (a,,a, <a) negativ gekriimmt ist, fiir >a, ver- 
schwindet. 

Ubrigens haben wir durch die Forderung der Stetigkeit von 9’ (z) 
und Y’(z) den Fall polygonaler Diisen ausgeschlossen. Die in (4) 
enthaltene Forderung, daB sich die Stromlinien in der Form y = y(z) 
darstellen lassen, kann zweifellos (auch fiir den Rand y = 2(z)) ge- 
mildert werden. 


1. 2. Randwertaufgabe. 


Die Lisung der Randwertaufgabe heiBe y = y* (x, y), das zugehdrige 
Gebiet [ = J mit dem Rand P = P*®. Es wird dann y’ und J* — 
auBer durch Zulassigkeit — durch die folgenden Bedingungen gekenn- 
zeichnet: 


(5) y: = 0 auf 2, und 2, 
(6)s (yz)? + (yp)? = 0 auf PS, 


wo v die vorgeschriebene konstante Strahlrandgeschwindigkeit ist; auf 
dem festen Rand gelte dagegen die Ungleichung 


(6)p (yz) + (yy)? Se auf Ph, 
im Innern von I geniige py der Differentialgleichung 
(7) Yre + YPyy = 0 in ! ipl 


An Stelle der Bedingung (5), die senkrechte Ein- und Ausstrémung be- 
deutet, wiirden andere zu setzen sein, wenn entsprechende Zulissigkeits- 
bedingungen auf 2, und & gestellt sind. 














Strémungen mit freiem Rande. 


Wesentlich ist — auBer (6); — die Ungleichung (6)p, die wir — 
wie ausdriicklich bemerkt sei — als zusitzliche Randbedingung ansehen‘). 

1. 3. Minimumproblem. 

Die beschriebene Randwertaufgabe ist — wie wir zeigen wollen — 
gleichwertig mit folgender Variationsaufgabe: 


Durch Wahl von Funktionen vom Typ [y,] in Gebieten [J"] ist zum 
Minimum zu machen 


Tly, 2) = [ftv t+ we +e} dady. 
r 


1.4. Lésung des Minimumproblems ist Lésung der Randwertaufgabe. 

Satz 1. Ist eine zulissige Funktion y*(z,y) in einem zulassigen 
Gebiet T° mit der Randfunktion 2°(z) Lésung des Minimumproblems, 
so ist y® in I auch Lésung der Randwertaufgabe. 

Ich will diesen Satz nur formal begriinden. 

Ist y*(z, y), Q*(z) eine Schar zulassiger Funktionen, J* der ent- 
sprechende Wert von J, so setzen wir 


ay? _ ano ayo 
7th, Feu tm, Fa oe. 


Wir unterstellen, daB fiir jede zulassige Wahl von 4 y’, 62° zu- 
gehérige zulissige y' und 2* zu bilden sind; dabei ist die Ungleichung (1) 
zu beachten, aus ihr entnehmen wir: 

I. Ist 62° =0 auf Ph, so ist eine Schar y*, Q* fiir eine Voll- 
umgebung von e = 0 bildbar. In diesem Falle gilt 6J° = 0. 

II. Ist 62° => 0 auf P}, so ist eine Schar y’, Q* fiir e > 0 bildbar. 
Somit folgt hier nur: 

6J° > 0. 

Ferner ist wesentlich zu beachten, daB die Variationen von py und Q 
auf P voneinander abhingen vermége y = 1, der Bedingung (2). Aus 
ihr entspringt 
5 (2) by’ + yf 8.2" =0; 
auf der Achse gilt wegen (3) 

6 (3) dby°=0 auf A. 
Im iibrigen setzen wir die Variationen 6 y°, 62° als willkiirlich an. 


6) Die explizite bekannten Ausflu8strémungen bei polygonaler Begrenzung 
erfillen sie in einer Umgebung der Ablésungsstelle, wie sich leicht nachpriifen laBt. 
Bei innerer Ablésung wiirde in (6), das entgegengesetzte Zeichen stehen. 


Mathematische Anralen. 109. 5 
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Nunmehr berechnen wir die erste Variation 6J° 


bJ° = —2f (ylet yyy) dp'dady + | (py — yLQ” (x)} dw'de 
re Po 


2 (2) a 

+ J ((w2)? + (ys)? + ot) 00%da + furdyrdy] , 

po 9 a 
wobei wir 46(3) schon beriicksichtigt haben. Wir kénnen noch Q” (z) 
vertreiben, indem wir die Gleichung 

yi +2" y =0 

verwenden, die durch Differentiation aus w(x, 2(x)) = 1 entsteht; in- 
dem wir noch 6 y® vermége 6(2) durch 62° ausdriicken, entsteht 

6J° = —2[f (yet wey] Oydady + | (v*— (ys)? —(ys)"| 6Q%dz 

re 


po 
2 (2) a 
+[fvtowady] . 
0 a 

Es sei nun zunichst 62° = 0 auf Pj,, so deB also dbJ° = 0 gilt; 
so entspringt aus der Willkiirlichkeit von dy in J’ und auf Lf, Z° 
und von 62° auf P% 

vee t+ Yyy =0 in I’, v*— (yd)? —(y))? = 0 auf Ps 
ys = 0 auf 2,, Y; d.h. (7), (6)s, (5). 
Ist sodann 62 > 0 auf Pj, so bleibt 
bJ° = { {v*—( 2)? —(p})"} 6.2Q°dz 
°% 
iibrig und aus 6J° > 0 folgt (6)p: 
v?—(y2?—(p))?>0 auf Pd. 

1.5. Die Lésung des Randwertproblems lést das Minimumproblem. 

Satz 2: Erfiillt die zulassige Funktion y°(z,y) im zulissigen Ge- 
biet 7° die Bedingungen der Randwertaufgabe, so gilt fiir jede zulissige 
Funktion y(z, y) im zulassigen Gebiet I” 

J[y, 2] > J[y®, 2), 
auBer wenn [= J” und y= y’. 

Diese Tatsache begriinden wir darauf, daB die erste Variation von J, 
fiir die Lésung I, py’ der Randwertaufgabe genommen, nicht negativ 
ist, wihrend die zweite Variation fiir jedes zulassige I, y positiv ist. 

Zum Beweis dieses positiven Charakters werden wir J, y® und I’, yp 
in eine zulissige Schar J"*, y* einbetten; das kann auf verschiedene 
Weise geschehen und nicht in jedem Falle wird die Positivitat evident; 
wir kommen aber zum Ziel, wenn wir diese Einbettung auf dem ein- 











es 
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fachsten sich darbietenden Wege vollziehen. Wir transformieren das 
variable Gebiet auf ein festes Gebiet, und zwar, indem wir z und y als 
unabhingige, y als abhingige Verinderliche einfiihren; wegen der Rand- 
bedingungen fiir y (insbesondere y = 1 auf P) entsteht dann niamlich 
ein festes Rechteck der (x, y)-Ebene. Da8 der quadratische Charakter 
des Integranden und der lineare Charakter der durch Variation ent- 
springenden Gleichungen verloren geht, scheint unvermeidlich zu sein. 
Das neue Gebiet G im Bereich der Variablen z, p ist das Rechteck 
G: aasrsa, OS ysl; 
dem Rande P entspricht 
R: 4.S52°S5,46, y=1. 
Im iibrigen mégen Gebiet, Kurven, Punkte bei der Abbildung ihre Namen 
bebalten. 
Wegen y, > 0 in J, der Bedingung (4), kann die Gleichung 
y = p(z, y) durch eine Funktion y = y (x, y) aufgelést werden. Es ist 


mm * ak 
Fy = Vy’ Ye = Vy ’ 
_. (=) Ve =(+) J 
ei Ge),* Tyly By? YP Yy/y Vy 


und das Integral (9) geht iiber in 
LE 
Tua ~ ff! +e oo 


y 


7 


Jeder Funktion vom Typ [y,] in einem Gebiet [I] entspricht eine 
Funktion y(z, y) in G, die zweimal im Inneren, einmal am Rande von G 
stetig differenzierbar ist und ferner den folgenden Bedingungen geniigt: 





(1) Y(z) S y(z,1) auf R. 
(3) y(z,0)=0 auf A. 
(4) Yu >0 in G. 


Eine solche — [y,] genannte — Funktion y(z, y) fiihrt auch stets zu 
einer Funktion [y,] in einem Gebiet [J']. 

Der Lésung der Randwertaufgabe py = y*(z,y) in I mége die 
Funktion y°(z, y) entsprechen. Sie geniigt den Relationen 


(5) ys = 0 firs =a, 2=a. 
° ‘ - 
, (i) +Ge)—* (Zo aw Pe 
ais 0 0 0 
mtv) +B) D+Gae-* 
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Es sei nun y’(z, y) irgendeine Funktion der Art [y,]. Wir bilden dann 


dy (x, y) = y'(z, y) —y* (2, ¥) 
und die Schar von Funktionen 
(8) y' (x, y) = y"(z, y) + dy (z, y). 
Jede dieser Funktionen ist auch vom Typ [y,] fir 0 <= e = 1; man be- 
achte insbesondere, da8 fiir solche ¢ die Ungleichungen (1), (4) erfiillt 
sind. Wir berechnen nun J [y*) fiir « = 1 durch Entwicklung um e = 0: 
1 

(9) Fly] = Fly) + oF fy) + [Ul —) PT yd. 
Dabei ist 

— d 7 > da > 

JiyJ=7- Jy) #4 fy] = ly) 


Wir berechnen zunichst 





2 2 
(10) §J{y] = \| ve éy.—— byy — se Oyy + voyy}dedy 
y 


3 1 a 
ee A ze a ee Ye 
= 2{| dysyazay+|| mv" eoodea] [Peover , 
G R a 


wobei der von A herriihrende Anteil wegen (3) fortfallt. 

Fir y = y°(x, y) fallt wegen Zy° = 0 das Flachenintegral fort und 
ebenso die von z = a,, a und Ps herriihrenden Anteile der Randintegrale 
wegen (5), (6)s. Auf P% ist y°(z, 1) = Y(z) und also wegen (1) 
dy => 0. Unter Beriicksichtigung von (6), folgt dann 
(11) bJ[y"] > 0. 


Sodann berechnet man die zweite Variation 


7 1 
(12) J [y] = alls (yy d yz—yedyy) + oy) dady. 
Ohne weiteres nimmt sie eine Gestalt an, die ihren positiven 
Charakter erkennen 1aBt. 
Es ist also fiir jede zugelassene Funktion y und jede Variation dy 


& Jy] > 0, 


auBer, wenn dy = 0 ist. Es ist also insbesondere 
1 


(13) fd—o)eJ[yjde>0 


0 


auBer, wenn y' = y? ist. 
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Dann aber folgt aus (9), (11), (13) fiir e = 1 
Jty'] > Fly"), 
auBer fiir y' = y° und damit die Behauptung von Satz 2. 
1.6. Satz von der Eindeutigkeit. 
Aus der Minimumeigenschaft (Satz 2) folgt sofort fiir Problem [1): 
Satz 3. Es gibt héchstens ein zulissiges Gebiet [= I, zu dem 


eine zuliissige Funktion y = y"(z,y) gehért, welche die Randwert- 
aufgabe lést. 


2. Unendlicher StrahI und unendliche Diise. 


Es macht keine Schwierigkeit, auch den Fall [1]* zu behandeln, daB 
die Diise und der Strahl sich ins Unendliche erstrecken. Es ist nur zu 
bedenken, daB das Integral 


[vit vite} dedy, 
iiber ein derartiges unendliches Gebiet erstreckt, nicht existiert. 
Es ist aber leicht méglich, solche unendlichen Anteile abzuziehen, 
die zur Variation nichts beitragen. Man beachte zunichst, daB das 
Integral (ftw + (y,—v)*}dady, iiber Gebiete [J"] erstreckt, sich von 


dem obigen Integral nur um den Ausdruck 2 vf] yydrdy =2 vfd x 


unterscheidet, der von der Wahl der Funktion y wegen (2) und (3) nicht 
abhangt; andererseits ist beim AbfluB (x = oo) gerade yp, = v, so daB 





D 
7 
6, 
s FS £ = 2 By 

—" 


Fig. 3. 














dieses Integral nach der AbfluBseite ins Unendliche erstreckt werden 
kann; ist im ZufluB (fc = — cc) py, = »,, so wird man fir die ZufluB- 
seite das Integral ff {w: + (w, —,)*}dzdy ansetzen; damit hier die Er- 
setzung von v durch v, auf die Variation keinen Einflu8 hat, wird 
im Integrationsbereich dieses Integrals keine Ablésung zugelassen. So 
gelangt man zu folgender Formulierung des Problems (Fig. 3). 

Das Gebiet I’ und sein Rand P seien bestimmt durch 


rT: 0s yy Q(z), 
P: y = Q(z). 
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Der iiberall definierten und stetig differenzierbaren Funktion Q (z) 


sei die untere Schranke y = Y (x) gestellt; Y (x) sei stetig differenzierbar 
und es gelte 


Y (xz) > ,, r>—o, 
Ferner sei fiir Q(x) die Bedingung 
(1). Q(z) > 6, z>+o 
gestellt. 


Die Zu- und AbfluBbreiten 6, und 6 sind mit den Zu- und Abflub- 
geschwindigkeiten v, und v gekoppelt vermége 


6,0, = be = 1. 
Das Gebiet J" und der Rand P werde durch eine Gerade z = a, in 
einen festen und einen variablen Teil gespalten, 


r=6,+ Tl, P = R,+ P,. 
Fiir Q(z) werden die Bedingungen gestellt: 
(1), Y(z) = Q(z) fir «<< a,, d.h. auf R,. 
(1), Y(z) = Q(z) fir + ja,, d.h. auf P,. 


Ferner werde P, in das ,,Mundstiick“ Pp und den Strahlrand Ps 
geteilt vermége 


Pp: y = Q(z) = Y (z) | >}. 
Ps: y = Q(z) > Y(z) J ai 
Gebiete dieser Art heiBen vom Typ [J"]*; durch Geraden « = —a* 


und «= a* werden aus ihnen Teilgebiete [* vom Typ [J°] heraus- 
geschnitten. 

Von den Funktionen y sei verlangt, daB sie in jedem Teilgebiet J'* 
zum Typ [y,] gehéren; ferner mége es zwei positive Schranken geben, 
zwischen denen die Werte der Horizontalgeschwindigkeit y, im ganzen 
Gebiet I” liegen, schlieBlich soll fiir sie der Variationsausdruck 


J{y, T= [fyi + (ys —v,)) dady + (f(y? + (y,—o)| dady 


existieren. y sei dann als [y,]~ bezeichnet. 

Funktionen [y,]” in Gebieten [I']~ seien zum Problem [l]” zu- 
gelassen. 

Die Randwertaufgabe ist dann durch dieselben Bedingungen wie 
bei [1] mit Ausnahme von (5) gekennzeichnet. 

Das Minimumproblem besteht in der Aufgabe, fiir zulissige y und I" 
das Integral J[y, [’] méglichst klein zu machen. 

Die Sdtze 1, 2, 3 gelten auch hier; sie sind wortlich zu tibertragen. 





A ae | 
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Die Beweise dieser Sitze sind ebenfalls sinngemé8 zu iibertragen; 
einige Abainderungen erfordern nur die Schliisse, die sich an die Formel (9) 
anschlieBen. 


Es empfiehlt sich, vorerst das Integral J iiber endliche Rechtecke G* 
— durch —a* [= eS at, OS py S1 gekennzeichnet — zu erstrecken. 
Wir setzen 


i*ty] = {ie Ot acd y+ (| |e Was ie 


at af 


- a + yy] dad y+ (0? — v') {| dydz 


at 








— 20, {[dedy— 20 [[azay. 
ef af 
Nun hangen die Gebiete Gf, GI der (x, y)-Ebene, und auch das 
Gebiet G? der z,y-Ebene nicht von der Wahl der Funktion y (z, y) ab, 
also auch nicht die drei letzten Integrale. Die erste Variation 6J*[y°] 
erhalt nach partieller Integration, von den Seitenlinien von G* herriihrend, 


das Zusatzglied 
1 ® a* 
z* = | | Yt 5y iz| ' 
y®, = 


0 


das aber fiir eine geeignet ins unendliche wachsende Folge a* ver- 
schwindet. 


y 1 
J bd yy dy| < J léyy|dy und also 


0 


\Z*| <2 ie + oyt|an] 


nun bleibt aber — nach Annahme — y, zwischen positiven Schranken 
und demnach folgt aus der Existenz der Integrale J[y],J[y] die 


Existenz von 
\| (2 ) + dy} \dady; 


@ 
also gibt es eine Folge a* + o, fiir welche |Z*| + 0 strebt. 
Danach folgt genau wie vorher 


J{y] > J ly") 





Es ist namlich |dy| = 


auBer fir y = y’°. 
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3. Andere Begrenzungen. 


Es sei kurz angemerkt, daB an Stelle des bisher gewahlten Falles 
der iuBeren Ablésung von einer Diise auch allgemeinere Typen von 
Begrenzungen unserer Behandlung zuginglich sind. An Stelle einer 
Diise D mégen zwei Grenzen D;, Dj vorgegeben sein. 


D;: y —_ Y;(z), 
Da: y = Ya(z).- 


Der Rand P: y = Q(z) mége sich von D, nach auBen, von D, nach 
innen ablésen; diese Forderung ist enthalten in: 


(1) Yi(z) S Q(z) S Ya(z). 


Uberdies sei der Rand P gezwungen, sich Teilen F; und F, der 
Grenzen D; und D, anzulegen. 


(1); Q(z) = Y,;(xz) auf F,, 
(la Q(x) = Ya(z) auf F,. 


Diejenigen Teile von D; und Dj, denen sich P ungezwungen anlegt, 
mégen P,, Py, der freie Rand mége Px heiBen. Dann ist der gesamte 
Rand P in fiinf Teile zerlegt, auf denen gilt: 


Q(z) = Y,(z) auf F;+ P,, 
Q(z) = Ya(z) auf Fy + Pa, 
Y,;(z) << Q(z) < Yg(z) auf S. 


Randwert- und Minimumgroblem, ebenso wie die Sdtze 1, 2, 3, lassen 
sich ohne weiteres iibertragen. Zu bemerken ist nur, daB an Stelle der 
Ungleichung (6), die Ungleichungen 


(6), (y2)?+(yy)? Se? auf P?, 
(6) (yer + (yy)? =v auf Pi 


auftreten, waihrend fiir F; und Fy keine weitere Randbedingung ent- 
springt. 

Der Fall konvexer Diise mit innerer Ablésung ist fiir Y;(z) = 0 in 
diesem allgemeinen Fall mit enthalten. 


4. Raumlich achsensymmetrische Strémung. 


Die Minimumeigenschaft erméglicht, auch solche Strahlprobleme an- 
zufassen, die nicht zur Potentialgleichung mit zwei Verinderlichen 
fiihren. Das sei fiir die raumliche achsensymmetrische AusfluBstrémung [2] 
gezeigt. 





am 





as 
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Es sei die Drehachse zur x-Achse gewihlt; als zweite Verinderliche 
fihren wir y = }r° an Stelle des senkrechten Abstandes r von der 
Drehachse ein. Das zulissige Gebiet I” der (x, y)-Ebene, aus dem durch 
Drehung das Strémungsgebiet entsteht, sei vom Typ [I’]. 

Die Menge, die durch die Kreisscheibe vom Radius r hindurchflieBt, 
sei 22 y; wir fassen y als Funktion y(z,y) von z und y im Gebiet I’ auf. 

Zulissige y — [y,] genannt — sollen dann solche Funktionen [y,] 
sein, fiir welche der neue Variationsausdruck 

diy.r = {{ [dyet+ vt + eledy 
J 
existiert. 
Der obige Ansatz fiir J[y,] motiviert sich daraus, daB nunmehr 
l 
y, und — ay” 
Axial- und Radialkomponente der Geschwindigkeit sind. 

Das Minimumproblem lautet: Durch Wahl zulissiger y und J" ist 
J{y, I] méglichst klein zu machen. 

In der Randwertaufgabe sind die Bedingungen (6), (7) zu ersetzen 
durch 


l E = 0 auf P% 
(6) oy (ve) Hye | =<=0 auf Ps, 

l . ’ 
(7) ry Vex t Yyy -a@*i& 7; 


Die Sdtze 1, 2, 3 iibertragen sich wértlich. 

Bei der Ubertragung der Beweise sind neu zu behandeln nur die 
Randglieder bei der ersten Variation und vor allem der Nachweis, daB 
die zweite Variation positiv ist. 

Zu dem Zweck fiihren wir zunichst wieder z, py als neue Variable, 
y(z,y) als neue Funktion ein. Der Variationsausdruck geht dann 
iiber in 





.. " 7 { y? 1 P + 
Jiy] = (lspsstelezev+e | ydz. 
@ ® 


Es liegt nun nahe, aus der Lésung y°(z, y) der Randwertaufgabe 
und einer anderen zulissigen Funktion y'(z, y) die Schar 
y° + € (y* a y’) 
zu bilden und die Variationen zu berechnen; es zeigt sich aber, da8 dann 
der Integrand der zweiten Variation keine positiv-definite Form in 
dy, dy2, Syy ist. Merkwiirdigerweise gelangt man hier zum Ziel, 
wenn man 


x= Iny 
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als neue Funktion einfiihrt und diese additiv variiert. Das Integral J 
geht dabei iiber in 
. 2 =i 
if = \| (ive , e") dedy+e|edy. 
JJ (2*y Hy | 
G R 


Die erste Variation wird: 


‘ ° 3 1/*, 2 —x — 3 
6J [x] = (| \— ox, +3(3) bx, — a oe — <r bx} dzdy 
<2 F : 


+0 fe dxdz. 
R 


Die zweite Variation nimmt die Gestalt 
* J 1 < 


a = 
2-(64—2 bx2dxy + (~£) x) 
J it uw *y *y dzdy 
[x] = & ‘ ‘ ady 
é oe ed * 5.3 
+ yz, (0 + Tada 4 a bx) 


x 


+0fededz 
R 


an; sie ist in der Tat positiv und Null nur fiir dx = 0. Um nun hieraus 
die Ungleichung 


Jj [x] > J [x°] fiir % + Xe, 


herzuleiten, wo x° die Lésung der Randwertaufgabe, x = x' eine beliebige 
zugelassene Funktion ist, miissen wir genauer folgendermaBen schlieBen. 

Zunichst ist festzustellen, wie sich x,x,,x, verhalt, wenn yp bei 
festem x gegen Null strebt. Wir benutzen dabei die Stetigkeit der Ab- 
leitungen y,, yy, die Randbedingung y(z,0) = 0 und y, <0; es folgt 


—2Z 


so die Stetigkeit von “ 
x 





l x 
= y, = —, vone*x, = y, und von — = — y,; 
Y¥y Hy 


ferner gleichmaBig in z e* + 0 und <2 + 0 fir yO. Aus der Exi- 
. 


. = x2 
stenz von J [x] folgt die Integrierbarkeit von — und also auch von e* x}. 
u 


Eine Funktion x, die diese Eigenschaften besitzt, fiihrt auch immer 
auf eine Funktion y (x, y) bzw. p(z,y), die sich auf der Achse so verhilt, 
wie es zur Zulassung ndétig ist. 


Es folgt danach auch, da8 die 
“w= x°+edx mit dx = x'—x [ose 1) 


zulissig sind, wenn es die x°,x' sind; es ist dann namlich 


v=9(5) 
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und es bleibt y'/y® ebenso wie y°/y' stetig und positiv bei y +0; ab- 
gesehen von dem zulissigen Verhalten auf der Achse beachte man 
noch, daB 


s l\e 8 0\1—s 
vy = (1—e) (4%) +eyy(4) > 0 
ist. 

Ferner folgt aus y'/y®° >1 auf P}, 

d6x>0 auf Pb}. 

Es sei nun — entsprechend dem Vorgehen im zweiten Abschnitt — 
aus dem Gebiet G durch die Bedingung t= y <1 das Gebiet G, heraus- 
geschnitten; nach partieller Umformung der ersten Variation entsteht 
auf der Geraden y = t das Randglied 


z= | A we (=) -(G)e"| dxdzx, 


yor ’ 





dessen Integrand nach oben angegebenen Eigenschaften gleichmiBig 
in x mit y +0 verschwindet. Alsdann folgert man wie friiher bd [x°] >0 
und wegen 6?J [x] > 0 auch J[x] > J [x°], auBer fiir dx = 0. 

Auch die achsensymmetrische riumliche Strémung mit wnendlicher 
Diise und unendlichem Strahl ist als Minimumproblem anzusetzen. 

Man hat Gebiete [J"])” zuzulassen, und Funktionen y, die in jedem 
endlichen Teilgebiet '* zum Typ [y,] gehéren, fiir die y, in J” zwischen 
positiven Grenzen bleibt und fiir welche der Variationsausdruck 


J(y, 0] = \| (= vi+ (py —v,)"| dady + \) (= vit (v,—v}dady 
Gy 2 

existiert. Randwertaufgabe und Satze 1., 2., 3. iibertragen sich. Bei 

den Beweisen hat man zunichst Integrationsgebiete [* heranzuziehen 

und in ihnen die Umformungen wie bei [2] zu begriinden, alsdann wie 

bei [1]* den Ubergang zu unendlichem Gebiet zu vollziehen. 


Anhang. 


I. Das Minimumproblem bei beliebigem konvexen Integranden 
F (Wes Yy)- 
Anhangsweise sei auf einen allgeneinen Satz der Variationsrechnung 
aufmerksam gemacht, der im wesentlichen folgendes besagt: 
Fiihrt ein Variationsproblem, dessen Integrand nur von den Ab- 
leitungen der variablen Funktion von zwei Verinderlichen abhingt, bei 
festem Gebiet zu einem Minimum, so auch, wenn ein Teil des Randes — 
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auf dem fiir die variable Funktion ein konstanter Wert vorgeschrieben 
ist — (bis auf Grenzkurven) freigelassen wird. 

Das Strahlproblem [1] erscheint so als ein Sonderfall; und die 
Minimaleigenschaft hangt nicht an dem linearen Charakter der Differential- 
gleichung. Offen bleibt noch, ob ein solcher Satz auch fiir einfache all- 
gemeinere Klassen von Variationsproblemen gilt, deren Integranden noch 
die Funktion oder die unabhangigen Verinderlichen enthalten diirfen, wie 
beim Minimumproblem [2] des achsensymmetrischen Strahls. 

Sei F (p,q) eine — fiir alle p,q — zweimal stetig differenzierbare 
Funktion, fiir welche die Form der zweiten Variation positiv ist in den 
5p,6q fiir jedes p,q. 

Es sei dann das Minimum von 

J{y. I] = \[F (ve y)dedy 
i 
gesucht, durch Wahl von Gebieten I’ und von Funktionen w(z,y) vom 
Typ [I] und [y,]. 

Die zugehérige Randwertaufgabe verlangt fiir zulissiges [ = I’ und 

v= 


(5) Fi =0 auf £,,2, 
= 0 auf Se 
6 F° — Fs yi —F* y? 
(6) p¥ q Vy >0 auf Po, 
7] ' é 0 * 
(7) gai t+ 55% = 0 in r*. 


Dabei ist durch Index gekennzeichnet, da8 in F, F,, F, als Argumente 
p = y: und gq = yy zu wahlen sind. 

Es gelten dann in wértlicher Ubertragung die Sdtze 1, 2, 3, durch 
die die obige vorlaiufige Formulierung prizisiert wird. 

Bei den Beweisen ist nur noch neu zu begriinden, daB die zweite 
Variation von J[y,J°] fiir jedes p positiv ist. 

Das gelingt, wie beim Problem [1], wenn man y = y(z, y) als neue 
variable Funktion einfiihrt. Das Integral J[y,I"] geht dann iiber in 
das iiber das feste Gebiet G erstreckte Integral 


. 2 
Jy) = {\r(-# d)uededy, 
G 
Nun geniigt es, zu zeigen, daB die Form der zweiten Variation des neuen 


Integranden positiv definit ist. Es handelt sich also um das folgende 
allgemeine Lemma iiber eine Funktion von zwei Verinderlichen. 
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Fiir die (zweimal stetig differenzierbare) Funktion F (p,q) sei fiir 
jedes p,q die Form 
y [6 p,q] id F,,op* + 2F,,5 pq + F,,6q° 
positiv definit; dann ist fiir die Funktion 
sg § 
P (a,x) = xF(—=, =) 
ebenfalls die Form 
©" (b62,6z%] = O,,62° + 20,,626x% 4+ D,,6x' 
positiv definit fiir x > 0. 


In der Tat berechnet man mit p = —<, q = + 


6 = x(F,6p+ F,6q)+ Fx, 
OD = x F" [6 p,6q) + F,(& p+ 26 pdx) 
+ F,(8¢+26q6x)+F Hx. 
Fir 62 = &x = 0 gilt aber 


YD = D" [6 2,6x] 
und 
p+ 2dpdxn = & (px) = 0, 


&q +26q6x = & (qx) = 0. 
Damit folgt é 
©" (5 2,6z) = xF" [6 p,dq). 


Il, Eindeutigkeit gegeniiber infinitesimaler Variation. 


Unser Minimumproblem bietet auch einen neuen Zugang zur Unter- 
suchung der infinitesimalen Eindeutigkeit der Strémungsrandwertauf- 
gabe (II), die fiir Weinstein ["] das entscheidende Hilfsmittel bei der 
Untersuchung der Einzigkeit und Existenz der Lésung des Problems I 
bildet (vgl. Einleitung). 

Diese infinitesimale Eindeutigkeit wurde von Weinstein ['], Hamel [*] 
und Wey]! [*] unter verschiedenen Bedingungen fiir die Diisengestalt be- 
wiesen; und zwar auf Grund der Tatsache, daB die Variation der Strom- 
funktion einen gewissen quadratischen Integralausdruck D zu Null macht, 
der andererseits mittels Abschatzungen als positiv definit erkannt wird. 

Dieser Ausdruck D ist nun gerade die halbe zweite Variation unseres 
Variationsausdruckes J, fiir die Lésung genommen. Dieser Zusammen- 
hang legt ein Verfahren nahe, den positiven Charakter auch ohne Ab- 
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schitzungen zu beweisen. Und zwar ist dieses Verfahren (im wesentlichen) 
nichts anderes, als ein von Jacobi fiir solche Zwecke angegebenes 
Prinzip. 

Zunachst seien einige Relationen iiber die Strahlrandkriimmung 
angemerkt. 

Es sei y(x,y) eine Funktion, welche auf einer Kurve Ps: y = Q(z) 
zweimal stetig differenzierbar ist und den Relationen 

=] 

geniigt. Dann folgt aus 


y.dz+ y,dy = 0, 


(Vyi + pyedz+(Vyr+ yy),dy = 0 


die Existenz eines Faktors x(x), so da8 


(*) (Vyi+ vi)e=xye (Vyr+ vi) =* wy 
0 


wird; ferner gilt, wenn mit = 


Differentiation nach einer Normalen be- 
zeichnet wird, 


Ox 7] 
(3) ve=Veitv5 w= Vets 
und hieraus 
7] a. 
an v2 — *¥e 5, Ye = * Pe 


Wird eine beliebige Geschwindigkeitskomponente u = yw yy— vy, mit 
konstantem yu, » eingefiihrt, so gilt 


s~ —xu = 0. 
Der Faktor x ist iibrigens die Kriimmung von Ps. 

Um nun den Begriff der infinitesimalen Variation zu erkliren, gehe 
man aus von einer Schar p*(z,y) von Lésungen der Randwertaufgabe 
in Gebieten '* mit der Randfunktion Q(z); dann bilde man — den 
oberen Index 0 lassen wir fort — 


a=0 


Ow z.= 02 
dv(z.y) = 5X(myl «8. Q(z,y) = Flay) 


Aus den Randbedingungen fiir p*(z,y) erhailt man durch Differentiation 
nach « 


dy+y,d62 =0 auf P, 
dy =0 auf Pp, 
y29 wet yO yy + d[(ys)? +(y,)]62 = 0 auf Ps, 
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oder, indem man die Formeln (*), () verwendet, 
0 
jn y—xdy = 0 auf Ps. 
SchlieBlich ergibt sich fiir 6 y die Potentialgleichung 
OWert Sb yyy =O in I”. 


So gelangen wir zu folgender Formulierung des Begriffes der infini- 
tesimalen Variation, bei der wir uns auf das Problem [1] beschranken. 

Es sei y in J” Lésung der Randwertaufgabe des Problems [1]. Uber- 
dies soll y auch auf der Begrenzung von J’ zweimal stetig differenzierbar 
sein, auBer an den Ablésungsstellen, wo die zweiten Ableitungen von 
geringerer als erster Ordnung unendlich werden diirfen’). Auf dem 
Strahlrand P sei die Kriimmung x erklart durch 


7] 
an V9 *% = 0. 


Es sei dy(z,y) in I eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 


6 y ist stetig und stetig differenzierbar in J’, auBer an den Ablésungs- 
stellen, wo 6 y,,4d py, von geringerer als erster Ordnung unendlich werden 
kénnen*); es sei d y in J” zweimal stetig differenzierbar und erfiille die 
Bedingungen 

Ove2etbyy, =O in I", 
dy =0 auf Pp,A, 
~ by—xdy=0 auf Ps, 
6y,=0 auf 2,2. 
[ ns Ableitung nach der auBeren Normalen. | 

Dann ist 6 y eine infinitesimale Variation von y in I’. 

Der infinitesimale Eindeutigkeitssatz lautet 

Satz 4. 

6y=0 in I. 

Der Beweis geht mit Weinstein von der Tatsache aus, daB fiir die 

infinitesimale Variation 6 y 


D{6 y] = fj (dys +d yp) dady— [xdytds = 0 
. s 


7) Man darf annehmen, daB diese Bedingungen ertillt sind, wenn Y” stetig 
existiert. Ubrigens benutzen wir wesentlich die Existenz der zweiten Ableitungen 
von y nur auf dem Strahlrand P,. 

8) Man kénnte zeigen, daB die Ordnung '/, ist, wie das bei Weyl explizite 
auftritt. 
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ist, wie aus den Bedingungen fiir 5 y durch bekannte Greensche Um- 
formung folgt; andererseits ist fiir jede Funktion 6 y dieses Integral 
positiv und nur Null fir dy = 0. Das Prinzip von Jacobi, das wir 
an Stelle der Abschitzungen von Weinstein, Weyl und Hamel zum Be- 
weise hierfiir verwenden, lautet — bis auf jeweilige Prizisierung fiir 
einzelne Fille —: 

Prinzip von Jacobi. Ein quadratisch homogener Integralausdruck 
erster Ordnung ist positiv definit, wenn es eine Funktion gibt, die 
der zugehérigen linearen Differentialgleichung und den zugehdérigen 
natiirlichen Randbedingungen geniigt und die im Integrationsgebiet nicht 
verschwindet. 


In unserem Fall ist eine solche Funktion leicht zu finden: die 
Horizontalgeschwindigkeit u = y,! In der Tat gilt 


Use t+ uy, = 0 in I”, «=0 auf Z,,Z, 


und auch oe eu = 0 auf P, ist erfillt. Das ist aber auch von 


vornherein zu erwarten; denn die Verschiebung der Strémung in y-Richtung 
stellt eine Variation dar, bei der nur die ,,festen Randbedingungen“ 
y = 1 auf Pp und y = 0 auf A verletzt werden. 

Der Beweis des Jacobi-Prinzips — fiir unseren Fall durchgefiihrt — 
verliuft so: 


Man fiihre die Funktion 


> 


#4 
u 


é6y=— mit u= y, 


ein, die wegen u > 0 in J’ stetig und auBer bei der Ablésung stetig 
differenzierbar ist. Alsdann wird 


dye tO yy = uw (dy2 + Oy) — U (tert Uys) dy? 
+ (uu,dy’), + (uu,dy’),. 
Nach Integration tiber J’ entsteht 
D(dy] = ff w dyi+dyjjdedy 
T 
—[fu(uect uy) dy'dady+ j uo by%ds 
r A+2Z+ZF+Pyp 


+f u(S* — xu)dy%ds. 
Ps 
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Unter Beriicksichtigung von u,,+u,, = 0 in J”, der Randbedingung 
fiir dy und wu folgt 


D[d y] = [fu (dy + dyi}dady. 
rT 


So ist der positiv definite Charakter von D[é y] in Evidenz gesetzt 
und damit Satz 4 bewiesen. 

Die hier gewonnene Form von D[6 y] erméglicht unmittelbar die 
Identifizierung mit der halben zweiten Variation unseres Ausdrucks J [y, I"] 
fiir die Lésung; iibrigens war die Vermutung eines solchen Zusammen- 
hanges fiir mich der AnlaB, diese zweite Variation zu berechnen. Wir 
gehen von der Form (12) 


j 1 
OF [y] = 2 ff Fe (yy 8 Ye— ved yy)? + Oyt) dad y 
es 


aus und fiihren wieder z und y statt x und y ein; die Ausdriicke 
Yy~OY2— Y2O yy, und dy, fiir die Funktion dy(z,y) gehen dann in 


— 8 Ye und by, fiir dy(z,y) tiber; so wird 
v v 
eT [y] =2)f vi dyt+dyi}dady. 
r 


Wenn also die hier auftretende Variation dy mit der infinitesimalen 
Variation dy identifiziert wird, so ist auch 


J [y] = 2D[dy). 


Zum Schlu8 sei angemerkt, daB der Satz von der infinitesimalen 
Eindeutigkeit nicht nur beim unendlichen Gebiet und im raumlichen 
Falle entsprechend formuliert und bewiesen werden kann, sondern auch 
in Fallen allgemeineren Gebietes. Man wird dabei, wenn nétig, an Stelle 
der Horizontalgeschwindigkeit irgendeine andere Geschwindigkeitskompo- 
nente als Faktor u anzusetzen haben, die ja auch auf dem Strahlrande 


die Bedingung s* —xzxu = 0 erfiillt. 


Bei den Problemen ohne weitere natiirliche Randbedingungen, z. B. 
bei denen mit unendlichem Gebiet, wird dann der Satz von der infini- 
tesimalen Eindeutigkeit die Voraussetzung enthalten: Die Strémung be- 
sitzt eine Geschwindigkeitskomponente u, die in J” nicht verschwindet. 

Die Voraussetzungen von Weinstein, Hamel und Weyl beziehen sich 
dagegen auf die Gesamtkriimmung der Diise, haben aber unsere Bedingung 
zur Folge; allerdings verfiingt die Methode von Weyl auch noch in 
einigen Fillen polygonaler Begrenzung, in denen unsere Bedingung nicht 


erfiillt ist. 
Mathematische Annalen. 109. 6 
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Uber die Singularitiiten der durch eine Dirichletsche 
Reihe bestimmten analytischen Funktion. 


Von 
I. R. Braitzew in Gorkij (Nishnij - Nowgorod). 


In einer friiheren Untersuchung') habe ich die Methode, die ich 
in einer Reihe von Arbeiten*) zur Bestimmung der singuliren Punkte 
von Potenzreihen entwickelt habe, fiir eine neue Aufgabe, fiir die Be- 
stimmung der singuliren Punkte der durch das Integral 


(1) 9 (z) = [f@etae 


dargestellten Funktion verwertet. Diese neve Aufgabe wird auf eine 
klassische zuriickgefiihrt, auf die Bestimmung der Singularitaéten der durch 
eine Potenzreihe dargestellten Funktion; es sind nimlich die singuléren 
Punkte der Funktion 


(2) Pa, (2) 


zu bestimmen, wobei 


ert S2" nO, (n* ef?) 
0 


l f(tatat 
) T(at+2) 


ist und die reelle Zahl « die Bedingung 
(4) O0<asxl 


(3) 9,(2) = 


1) Untersuchung der singularen Punkte von gewissen durch Integrale dar- 
gestellten analytischen Funktionen (russisch), Moskauer Math. Sammlung 39 (1932), 
8. 81—104. 

2) a) Ermittlung der singularen Punkte einer durch ihre Taylorsche Reihe 
bestimmten Funktion, Moskauer Math. Sammlung 26 (1907), S. 242—482. b) Eine 
neue Methode fiir die Ermittlung der singuliren Punkte einer durch ihre Taylorsche 
Reihe bestimmten Funktion. Nachrichten vom Warschauer Polytechnischen In- 
stitut (1908—1909), S.1—151. c) Uber die Singularitaten einer durch ihre Taylor- 
sche Reihe bestimmten Funktion, daselbst (1913), S.1—205. d) Uber singulare 
Punkte der analytischen Funktionen, daselbst (1914—1915), S.1—161. (Alle 
vier Arbeiten sind in russischer Sprache verfaBt.) 


6* 
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zu erfillen hat. Es besteht folgender Zusammenhang zwischen den 
Singularitaten der Funktionen (1) und (2): Einem beliebigen singuliren 
Punkt des Fundamentalzweiges @(z) von g(z) entspricht ein singularer 
Punkt 7» des Fundamentalzweiges F,,9 (2) von F,,(z) mittels der Formel 


(5) 7 = e~ (eric aye 
Es ist zu hemerken, daB auf dem Konvergenzkreis der Potenzreihe (2) 
,im allgemeinen“ nur ein singulérer Punkt liegt. Zur Ermittlung der 


Singularitaéten von F, ,(z) lassen sich die Resultate meiner vorher zitierten 
Arbeiten*) verwerten. 

In der vorliegenden Arbeit wird eine analoge Aufgabe behandelt, 
welche die durch die Dirichletsche Reihe 


al 
a,e ™* 


(6) f(s) = 
(05 4,< 4, <A, <...; Ay @) 


dargestellte Funktion f(s) betrifft. Der Einfachheit halber setze ich vor- 
aus, daB 


(7) lim 8" — 0 


n-?>ao “sn 


ole 


ist, die Methode la8t aber Erweiterungen zu. Der Voraussetzung (7) 
1a8t sich ohne weitere Beschrinkung der Allgemeinheit noch die hinzu- 
fiigen, daB 


An 
(8) lim y\a,| = 1 


an @ 


ist; dann ist die imaginire Achse die Konvergenzgerade, und iibrigens 
zugleich auch die Grenzgerade der absoluten Konvergenz. 


Durch die Substitution e~* = z geht (6) in die ,,irregulire“ Potenzreihe 


a 
a,2* 


(1*) 6 (2) = 


os 


iiber, welche im Innern des Einheitskreises absolut konvergiert. Da 
einem Werte z unendlich viele Aaquidistante Werte s entsprechen, und 
auch die Reihe (6) eine mehrdeutige Funktion darstellen kann, miissen 
wir sorgfaltig angeben, welche Singularitaten wir ins Auge fassen. 


Als Hauptstern der Funktion /(s) bezeichnet man die Gesamtheit 
derjenigen Punkte der s-Ebene, in die f(s) entlang solcher geraden Strecken 
analytisch fortgesetzt werden kann, welche in der Konvergenzhalbebene 
der Reihe (6) beginnen und parallel zur reellen Achse nach links ver- 
laufen; der Hauptstern von f(s) sei hier mit A bezeichnet. Durch die 








= 


a 
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Substitution e~* = z wird A abgebildet in einen Tei) A’ der unendlich 
vielblattrigen, iiber der z-Ebene ausgebreiteten Riemannschen Fliche R 
des Logarithmus. Nicht zu A’ gehéren also nur solche Punkte von R, 
in welche die durch die Reihe (1*) definierte Funktion @(z) nicht ,,radial“ 
fortgesetzt werden kann, welche also auf einem Halbstrahl liegen, der 
von einem singuliren Punkt von @(z) aus ins Unendliche lauft, und 
dessen Riickverlingerung durch den Nullpunkt der z-Ebene geht. Wir 
denken nun von R alle Punkte weggenommen, deren Projektion die 
negative reelle Achse ist; R zerfillt so in unendlich viele Blatter, A’ in 
unendlich viele Teile, und dementsprechend @ (z) in unendlich viele Zweige. 
Als Hauptzweig von @(z) bezeichne ich denjenigen Zweig, fiir welchen 
—a < argz < a ist; er ist in dem entsprechenden Teil des Haupt- 
sternes A’ definiert; es wird dabei angenommen, daB 2’ fiir argz = 0 
positiv ausfallt (n = 0,1, 2,...). 

Wie dem Integral (1) die Reihe (2) und das Integral (3), so werden 
hier der Reihe (1*) die weiteren Reihen 


(2*) O.,9(2) = oF Sand, (ne e'9), 
n=1 
oo a 
(3*) 6.(2) = ) rise 
. _ I'(a A,+2) 
zugeordnet. Hierbei ist g ein reeller Parameter, es bleibt « der Be- 
dingung (4) unterworfen, in #,(z) soll z‘" wieder positiv fiir argz = 0 
ausfallen, in (2*) ist n* positiv zu nehmen. Zwischen den Singularitéten 
von (1*) und (2*) besteht derselbe Zusammenhang wie zwischen denen 
von (1) und (2): Jedem singuliren Punkt ¢ von @(z) la6t sich ein sin- 
gulirer Punkt 7 von @,,,(z) so zuordnen, daB die Formel (5) besteht. 
In der vorliegenden Arbeit werde ich nur einen Teil meiner Ergebnisse 
auseinandersetzen. In dem SchluBparagraphen werden weitere Resultate 
skizziert*). 


§ 1. 
Untersuchung der Konvergenz der Reihen (1*), (2*), (3*). 
I. Die Rethe (1*) divergiert fiir |z| > 1, konvergiert absolut fiir |z| <1 
und konvergiert gleichmifig fiir |z| < 0, fiir beliebiges 9, wenn nur 0 < 1). 


3) Das urspriingliche Manuskript wurde auf Rat und mit Hilfe von Herrn 
G. Pélya in Ziirich in die vorliegende stark gekiirzte und formal verbesserte 
Fassung gebracht. Herrn Pélya sei fiir seine Bemiihungen herzlich gedankt. 

4) Vgl. G. Valiron, Théorie générale des séries de Dirichlet (Mémorial des 
sciences mathématiques, fasc. 17, 8.3). Nur der Vollstaindigkeit halber gebe ich 
einen kurzen Beweis. 
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Erstens sei |z|> 1. Aus (8) folgt die Existenz unendlich vieler 
Indizes n’, so daB 


Ay’ 
Vian°| > = 
Dann ist aber 
ja,2’""| > 1, 
d.h., unendlich viele Glieder der Reihe (1*) haben einen 1 iibertreffenden 
Betrag. Die Divergenz von (1*) ist jetzt offenbar. 
Zweitens sei |z|< 1. Man wihle ein positives ¢ so klein, daB noch 
jzje <1 
bleibt. Es folgt aus (8), daB fiir alle geniigend groBen n 





(9) |a,2°"| <e **”, 
Nun mu8 (zum Unterschied von dem vorangehenden SchluB) auch (7) 
benutzt werden; es folgt daraus, da8 fiir one groBes n neben (9) noch 


Fe 





besteht, was mit (9) kombiniert 


ja, 2'"| << n-? 
ergibt, fiir alle geniigend groBen n. Hieraus ist die absolute Konvergenz 
von (1*) ersichtlich. 

Die behauptete gleichmaBige Konvergenz fiir |z| < 0 folgt daraus, 
daB die Wahl des oben benutzten «¢ fiir die betreffenden z nur von 9 
abhangt. 

Die zu betrachtenden singuliren Punkte von O(z), die auf dem 
Rande von A’ liegen, befinden sich, gemiB dem bewiesenen Satz, alle 
auBerhalb oder auf dem Rande des Einheitskreises. Im Gegensatz zu 
einer gewdhnlichen, braucht die _,,irregulire“ Potenzreihe @(z) keinen 
singularen Punkt auf dem Rande ihres Konvergenzkreises, des Einheits- 
kreises, zu haben. 

II. Die Reihe (3*) konvergiert absolut fiir z +0, gleichmaBig in jedem 
abgeschlossenen Bereich, der ganz im Innern der Riemannschen Flaiche R 
liegt, und es gibt zwei positive Konstanten B und B, so beschaffen, dap 
fiir |z| +0 


|a, 2" | 


1 
(10) |Pa(@)| < ares Fanes < Ber". 








A TT ATR, Ee 
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Wir betrachten zunichst nur Werte z auBerhalb des Einheitskreises, 

fiir welche also 

(11) jz|>1 


gilt. Gema8 (8) und (7) gibt es zwei positive Konstanten K und L, 
so daB 


ae 
12 K 
(12) Nal & (fir ¢ = 1,2,3,...). 
(13) a 


Es ist K> 1. Wir teilen die Indizes ¢ und damit die Glieder der 
Reihe (3*) in Klassen ein. Der Index 0 bildet eine Klasse fiir sich. 
Ferner werden diejenigen von den Indizes 1, 2, 3,4,... zu einer Klasse 
vereinigt, fiir welche 


(14) m<makcm+l 
gilt. Lassen wir m = 0,1, 2,3,... werden, so erhalten wir eine voll- 
stindige Einteilung der Indizes ¢. 


Gehért ¢ (¢ > 1) der durch (14) charakterisierten Klasse an, so erhilt 


man, unter Beachtung von (12) und (11), 

on 1 m+i 
la,2*| (K\z)* — (Kile) 

Fai,+2) = Tai,+3) Tim+2)” 





(15) 


ferner unter Beachtung von (13), daB 
1 mt 
ts ett =e 6, 
Daher ist die Anzahl aller t, die der Klasse (14) angehéren, sicherlich 
m+1 
nicht gréBer als e« , und wir erhalten durch Summation von (15) tiber 
alle Elemente der Klasse 








ay 22} 
16 |a,2*| (+ K\2|) @ 
(16) T(aa,+2) (m + 1)! 


m<aljSm+1 

Wenn wir schlieBlich iiber alle Klassen der Indizes ¢ summieren, 

(es ist (16) fiir m = 0,1,2,... zu beriicksichtigen, ferner t = 0), 80 
erhalten wir 


oo At 1 

. 2 

p i a < Jaye | + eh led, 
t=0 ¢ 


zunachst unter der Voraussetzung (11). Hieraus folgert man aber leicht 
das Bestehen einer Ungleichung von der Form (10) auch fiir |z| < 1, 
sowie die weiteren Behauptungen des Satzes II. Somit stellt #,(z) eine 
auf der ganzen Riemannschen Flache R regulire analytische Funktion dar. 
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III. Die Reihe (2*) konvergiert sicherlich fiir 

(17) lz] << e-?, 

wobei B die in der Ungleichung (10) auftretende Konstante bezeichnet. 
Gema&8B Ungleichung (10) wird die Reihe (2*) durch die Reihe 


(18) E|zPnBeen — BS n(\z\e4) 
n=1 


n--1 
majorisiert, und diese konvergiert offenbar, wenn |z|e? < 1 ist. Unsere 
Uberlegung ergibt eigentlich mehr, als im Satz III ausgesprochen wurde, 
namlich die absolute Konvergenz der Doppelreihe 
oo 20 ak i¢ un 
% . i a,n e 
(19) 22 ne TTF 
unter der Bedingung (17). Wenn man niamlich in (19) die Glieder durch 
ihre Betrige ersetzt und dann die Summation zuerst nach ¢ ausfiihrt, 
erhalt man eine einfach unendliche Reihe, die, auf Grund von (10), 


wieder durch die Reihe (18) majorisiert wird. 


§ 2. 
Umformung der Reihe (2*). 

Die im Gebiet (17) absolut konvergente Doppelreihe (19) stellt 0, ,(z) 
dar; um dies einzusehen, mu8 man die Summation zuerst nach ¢ aus- 
fiihren. Summiert man zuerst nach n, was ja wegen der absoluten Kon- 
vergenz erlaubt ist, so erhailt man 

o 8 ig&t+t) @ 


- 7 @ + n 
(20) Oa, (2) = a T@a,+2 2 n at 1gn, 


Zur weiteren Umformung von (20) ziehen wir die im wesentlichen 
bekannte, fiir A > 0, |z| <1 sicher giiltige Formel 


oo 


(21) D> nition = T(A+2) > i . rc 
n=1 t= = (Ig>— 2k xi) 


/ 





heran®). Man kann (21) auf mehrere Arten, z. B. folgendermaBen be- 
weisen: Es ist bekanntlich*) 
(0) 
— = | ex 2-*-*az; 
TU +2) 2m | , 


— co 


5) Vel. zB. M. Lerch, Antwort auf die Frage 331 (von J. Franel), !’Inter- 
médiaire des Math. 8 (1901), S. 225—227. 

6) Vgl. z. B. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I (2. Aufl., 
1923), S. 312. 
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der Integrationsweg geht aus von — oo, verliuft entlang der negativen 
reellen Achse bis nahe zum Nullpunkt, umkreist diesen lings eines 
kleinen Kreises in positivem Sinne und kehrt entlang der negativen 
reellen Achse zu — © zuriick. Mit demselben Integrationsweg gilt 


(0) 


4 
nit} 


l 
T(A+2) ~~ 2xi 


— oo 


en® g—-4—-2d zg, 


Durch Einfiihrung dieser Formel in die linke Seite von (21) und Ver- 
tauschung von Integration und Summation ergibt sich 


(0) 


D>) nti g = “U4 | sé z-4—2dz. 
n=i1 





2ni 1—ze* 
Nun wird der Integrationsweg durch einen groBen Kreis vom Mittel- 
punkt z = 0 ersetzt, der die Nullstellen des Nenners des Integranden 
vermeidet; durch die Berechnung der Residuen und durch Grenziibergang 
findet man (21). Es ist wohl erlaubt, diese geliufigen Uberlegungen hier 
nur zu skizzieren, hingegen mu8 genau gesagt werden, wie die in (21) 
auftretenden mehrdeutigen Ausdriicke zu verstehen sind: Links ist n*+ 


positiv zu nehmen. Rechts erteilt man Ig (=) eine beliebige Bestimmung, 
aber in allen Gliedern der Summe die gleiche, so daS die Ausdriicke 
Ig(—) — 2k2xi durch eine unendliche Reihe aquidistanter Punkte in der 


rechten Halbebene (da |z| <1) dargestellt sind. Die Funktion w‘+? 
zerfallt in der rechten Halbebene Rw > 0 in unendlich viele eindeutige 
Zweige; es ist in allen Gliedern auf der rechten Seite von (21) der 
Hauptzweig zu nehmen, d.h. derjenige, der fiir positives w positiv 
ausfallt. 

Durch Einfiihrung von (21) in die rechte Seite von (20) ergibt sich 


oc —y 


(22) 6.,9(2) = et Dai 


4 poe (Ig — 2h xi ' soba 


fer 





Die Doppelreihe rechts ist absolut konvergent fiir geniigend kleines z, 
wie man leicht erkennt, falls man zuerst nach ¢ summiert, auf Grund 
des Satzes I und der Konvergenz von 2’ k-?: 


-~~. 


a0 At 
“s Ig > —2kxi (ig! —eeni) Parra (1g —2kxi)" 
={ 
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So ergibt sich durch Vertauschung der Summationsfolge in (22), mit 
Riicksicht auf (1*), fiir geniigend kleines | z| 


+x 
1 et? 
23 0... = ef ) er ~T 
_ eres rt (Ig > — 2k) tay) 


Wie aus dem Beweis hervorgeht, tritt auf der rechten Seite von (23), 





falls |z| << e-? und || <<, in allen Summanden nur der Hauptzweig 


von @(z) auf (vgl. die Einleitung); lassen wir |z| fest und @ stetig 
variieren, so kommen nach und nach alle Zweige von © (z) zum Vorschein. 

Die wichtige Formel (23) setzt die ,,irregulire‘ Potenzreihe 0, diese 
transformierte Dirichletsche Reihe, mit der gewéhnlichen Potenzreihe 9,,4 
in Beziehung; sie ist die Grundlage aller folgenden Uberlegungen’). 


§ 3. 
Zusammenhang zwischen den Singularititen der Funktionen 
O(z) und @, , (2). 
Um die aus der Mehrdeutigkeit der betrachteten Funktionen sich 
ergebenden Komplikationen méglichst zu vermindern, setzen wir z = e~“ 
und betrachten den Spezialfall « = 1 von Formel (23): 


+2 
1 eff 
(24) 9,,,(e-") = oe DS) aaa (am) 
Bei fest gegebenem u ist die Ungleichung 
ef 1 
= | <F 
(wir waihlen den Bruch } der Bestimmtheit halber) héchstens fiir endlich 
viele ganze Zahlen k nicht erfiillt. Beachtet man, daB O(w) fiir |w| <= 4 
unter einer von w unabhangigen oberen Schranke liegt (vgl. Satz I), so 
sieht man, daB die Reihe (24) in jedem abgeschlossenen Bereich, worin 
alle ihre Glieder regulire Funktionen darstellen, absolut und gleichmaBig 
konvergiert, also, gem&éB dem WeierstraBschen Reihensatz, eine regulare 
analytische Funktion darstellt. 
Das k-te Glied der Reihe (24) ist, nach Satz I, sicher regular, wenn 


ef 


a <1! 











7) Den Spezialfall dieser Formel, der « = 1 und ganzzahligen /, entspricht, 
habe ich schon 1907 veréffentlicht, vgl. a. a. O.*) unter a). Dieser Spezialfall ist 
in der Zwischenzeit von anderer Seite wiedergefunden worden, vgl. G. Pélya, Math. 
Zeitechr. 29 (1929), S. 549—640, insbesondere S. 607. 









7 tt 
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ist, d.h., wenn wu sich auferhalb des Kreises 
(25) ju—2kai|<1 


befindet. Entfernt man aus der u-Ebene alle Kreise (25), fiir k = 0, 
+1, +2,..., so bleibt eine ,,durchlécherte“ u-Ebene iibrig, worin 0 (e—*) 
regular aber nicht eindeutig ist (abgesehen vom Falle, wo alle A, ganz- 
zahlig sind): Wenn u eines der Lécher umkreist, so fndert das ent- 
sprechende Glied und damit die ganze Reihe ihre Bestimmung 


Die Funktion o(-4,-1) ist im allgemeinen in das Innere des 
Kreises (25) hinein fortsetzbar. Es ist iiber diesem Kreisbereich eine 
unendlich vielblittrige Riemannsche Fliche ausgebreitet, deren logarith- 
mischer Windungspunkt iiber u = 2k 271 liegt, und auf einen gewissen 
Teil dieser Riemannschen Flache ist derjenige Teil des Hauptsternes 4’, 
der im KreisiuBern |z| > 1 liegt, mittels 





rg 


i i 
=, w= 2kait 
abgebildet. Den Halbstrahlen, die von z = 0 zu z = o laufen, ent- 
sprechen Halbstrahlen von u = o zu uw = 2kai. Jedem singularen 
Punkt z = ¢ von O(z), der ,,Ecke“ des Hauptsternes A’ ist, entspricht 
ein singulérer Punkt 


: ef 
(26) u = 2kai+ > 


des k-ten Gliedes der Reihe (24). Dieser singulire Punkt ist von der 
Konvergenzhalbebene der Reihe 


(27) 6,,,(e-*) = FE neto B, (net¥) e—™* 
n=1 


aus folgendermaBen erreichbar: Der Weg fiihrt zuerst entlang einer hori- 
zontalen geraden Strecke bis zum Punkt 2kxi+1-+e(e > 0, « klein, 
é = 1 geniigt), dann entlang der Kreislinie |u— 2k2i| = 1+, eventuell 
mehrere Male um diesen Kreis herum, zum Schlu8 wieder geradlinig, 
radial dem Mittelpunkte 2k 2% zu, in einem bestimmten Blatt der 
bedeckenden Riemannschen Flache. Nun ist der Punkt (26) nicht nur 
fiir das k-te Glied, sondern auch fiir die Summe 0, ,(e—“) der Reihe (24) 
singular. Alle anderen Glieder der Reihe (24) bleiben niamlich langs 
des beschriebenen Weges und auch in dessen Endpunkt (26) reguldér. Es 
geniigt zu iiberlegen, daB, wenn man in (25) k = 0, +1, +2, ... setzt, 
man eine Reihe von ginzlich auseinanderliegenden Kreisscheiben erhilt; 
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der Radius hat ja die Lange 1, die weniger betragt als die Halfte von 
22, dem Abstand zweier benachbarter Kreismittelpunkte. 


Einem beliebigen singularen Punkt ¢ in einer Ecke des Hauptsternes A’ 


der Funktion @(z) entspricht auf die beschriebene Weise der singulire 
Punkt (26) der Funktion 0,,,(e~"), also der singuldre Punkt 


df o? 
—|S8kat+—— - 


(28) S = e-* = € =e ° 





der Funktion ©, ,(z). Dies ist der Spezialfall « = 1 des in der Einleitung 
angekiindigten Zusammenhanges, vgl. Formel (5). Umgekehrt ist aus der 
Darstellung (24) klar, da®B jeder singulare Punkt von 0, ,,(z), der von 
dem Punkte z = 1 verschieden ist, die Form (28) haben muB, wobei ¢ 
ein singulirer Punkt von @ (2) ist. 


Wenn man sich den auseinandergesetzten, auf Formel (24) beruhenden 
Zusammenhang zwischen den singuliren Punkten von 9(z) und 0, .(z) 
vergegenwartigt, so wird man auch leicht ersehen, welchen Aufschlu8 
iiber die singuliren Punkte von O(z) die bekannten Methoden geben 
kénnen, welche uns die Bestimmung der singularen Punkte der Reihe (27), 
einer gewohnlichen Potenzreihe in e~“, lehren. Es sei ein Beispiel hierzu 
ausgefiihrt. 


Die Funktion 0,,,(e—“) ist auBerhalb der Kreise (25), k = 0, +1, 
+2,..., sicherlich regular. Daher ist die Reihe (27), eine gewéhnliche 
Potenzreihe in e~“, sicherlich konvergent rechts von der Geraden Ru = 1, 
die die Kreise (25) von rechts beriihrt, und diese Gerade ist dann und 
nur dann die Konvergenzgerade, wenn die besagten Beriihrungspunkte, 
die Punkte u = 2kai-+1, fiir O,,,(e—“) singular sind, also dann und 
nur dann, wenn der Punkt 


é? 


= = ef 
* = Gisnit1)—itai ° 





fiir O(z) singulér ist. Die bekannte Formel fiir den Konvergenzradius 
einer Potenzreihe ergibt also im gegenwartigen Falle, nach einer leichten 
Rechnung, den folgenden Satz: 


Der auf dem Konvergenzkreis der ,,irreguléren“ Potenzreihe (1*) liegende 
Punkt z = e'¥ ist fiir die dargestellte Funktion singular oder regular, je 
nachdem 


lim n—* log| #@, (ne*®) | 


= 1 oder < 1 ist. 


Man kann denselben Satz, mehr explizit, auch so aussprechen: 








OOO —rt—“‘i‘—™SSS™ 


ee 
— 
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Die Dirichletsche Reihe (6) soll den beiden Bedingungen (7) und (8) 


gentigen. Der auf ihrer Konvergenzgeraden liegende Punkt s = — gi ist 
fiir die dargestellte Funktion singular oder regulir, je nachdem 
n 
pir a, alt 89% 
(29) jm So Tash 


=e oder < e ausjallt. 


§ 4. 
Ausblick auf weitere Untersuchungen, 

Ich will im folgenden einige weitere Resultate mit kurzer Andeutung 
der dazu fiihrenden Wege zusammenstellen; sie ergaben sich in Verfolgung 
meiner zitierten Untersuchungen iiber die singuliren Punkte von Potenz- 
reihen *). 

1. Der Ausdruck unter dem Limeszeichen in (29) enthilt alle Koeffi- 
zienten a, und alle Exponenten /,. Man kann, indem man dem Beispiel 
einer analogen Untersuchung von Hadamard folgt, gewisse Anfangs- und 
gewisse Endglieder der unendlichen Summe weglassen, ohne Schaden fiir 
das Endergebnis, und dadurch ein handlicheres Singularititskriterium 
gewinnen, welches insbesondere folgenden Satz zu beweisen gestattet: 


Wenn 


A 
lim = > 1, 


so ist die Konvergenzgerade der Dirichletschen Reihe (6) natiirliche Grenze 
fiir die durch die Reihe dargestellte analytische Funktion*). 

2. Wenn auf der Konvergenzgrenze der Reihe (27) ein von den 
Punkten 2k ai (k = 0, +1, +2,...) verschiedener singularer Punkt liegt, 
so ist er von der Form (26), wobei, wie in § 3 besprochen, 


t=|llet 
ein singulirer Punkt von @(z) ist. Die Bestimmung des Konvergenzradius 


der Potenzreihe 9, , (z) ergibt den Realteil des auf der Konvergenzgeraden 
von (27) liegenden singularen Punktes: 


fim 11% me") _ cos (p — 8) 
‘ : 


n-—> ow \o| 





8) Die hier skizzierte Untersuchung habe ich durchgefiihrt ohne Kenntnis des 
von A. Ostrowski, Sitzungsberichte der Berliner Math. Gesellschaft 27 (1928), 
8.32—47 aufgestellten Singularitétskriteriums und ohne Kenntnis der Resultate 
von Carlson und Landau, Géttinger Nachr. (1921), S.183—188, und Szdsz, diese 
Annalen 85 (1922), S.99—110, die ja tber das hier Mitgeteilte hinausgehen. 
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3. Es ist zu bemerken, daB ,,im allgemeinen“ nur ein singularer 
Punkt auf dem Konvergenzkreis der Potenzreihe 0,,,(z) liegt: Es bedarf 
einer besonderen Bedingung dafiir, daB mehr als ein singulirer Punkt 
darauf gelegen sei. Genauer: Nur wenn der vom Punkt z = 0 tiber den 
Punkt e‘% ins Unendliche laufende Halbstrahl das Borelsche Polygon von @ (z) 
in einem Eckpunkt schneidet, kinnen auf dem Konvergenzkreise von 0, , (2) 
zwei oder mehr singulére Punkte liegen. Hierbei ist das ,,Borelsche 
Polygon“ einer ,,irreguliren“ Potenzreihe analog zu definieren wie das 
einer gewohnlichen Potenzreihe, mit gebiihrender Riicksicht auf die Mehr- 
deutigkeit der dargestellten Funktion. Aus dem Gesagten folgt: Es gibt 
hichstens abzihlbar unendlich viele Werte von q, so beschaffen, daB auf dem 
Konvergenzkreis der Potenzreihe O, ,.(z) mehr als ein singulérer Punkt liegt. 

4. Zu dem unter 2. Gesagten ist nachzutragen: Durch Bestimmung 
des Argumentes des auf dem Konvergenzkreis von @,,,,(z) gelegenen sin- 
guliren Punktes ist noch |¢|~—? sin(@ — 6) zu finden. Fiir ein zu diesem 
Zweck brauchbares, iiber die bekannten Fabryschen Satze hinausgehendes 
Resultat verweise ich auf meine friiheren Arbeiten’). 

5. Auf die unter 2. und 4. besprochene Art kénnen wir nur solche 
singuliren Punkte von @(z) ermitteln, welche auf den Seiten des Borel- 
schen Polygons von @(z) oder auf den Verlaingerungen dieser Seiten liegen; 
diese Punkte erzeugen namlich, fiir passendes g, solche singularen Punkte 
von @, ,,(z), die auf dem Konvergeénzkreis der Potenzreihe dieser Funktion 
liegen. Die Verwendung der allgemeinen Formel (23) mit einem von | 
verschiedenen « gestattet die Behandlung weiterer singulirer Punkte, die 
mit der von Mittag-Leffler betrachteten Verallgemeinerung des Borelschen 
Polygons in Beziehung stehen. Indem wir « gegen 0 streben lassen, 
erhalten wir eine Art Exhaustion des ganzen Hauptsterns A’ der Funk- 
tion @ (z). 

Zusatz bei der Korrektur. Zur Untersuchung des Verhaltens des 
Hauptzweiges @,(z) der Funktion O(z) in der Umgebung eines solchen 
singularen Punktes, der auf einer Seite seines Mittag-Lefflerschen Sternes B@ 
liegt, geniigt es, sich auf die Betrachtung des Verhaltens der Funktion 


6.,4 (z) = ev End, (ner) 
0 


in der Umgebung ihres entsprechenden singularen Punktes zu beschrinken. 


(Eingegangen am 26. 12. 1932.) 
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Bemerkung iiber Singularitiiten gewisser mit Liicken 
behafteter Potenzreihen’'). 


Von 


Theodor Motzkin in Basel. 


Herr Mandelbrojt?) hat im Jahre 1923 den folgenden Satz ge- 
funden: 


Hat die Potenzrethe f(z) = 5 a, 2" den Konvergenzradius 1 und ver- 


n=0 

schwinden alle a,, deren Indizes zu einer festen Restklasse mod einer 
beliebigen natiirlichen Zahl q gehéren, so hat f(z) auf dem Einheitskreis 
wenigstens zwei Singularititen. Ist unter diesen Voraussetzungen « eine 
Singularitat von f(z) auf dem Einheitskreise, so hat f(z) wenigstens eine 
weitere Singularitat, die aus « durch Multiplikation mit einer q-ten Einheits- 
wurzel entsteht. : 

Ostrowski*) fand fiir diesen Satz einen neuen, auBerst kurzen Beweis. 
Es lag nun die Frage nahe, ob ein analoger Satz auch im Falle gilt, 
daB die a, fir alle » aus mehreren — k — Restklassen mod q ver- 
schwinden. Ist g eine Primzahl, so hat Ostrowski (l.c.) in der Tat 
bewiesen, daB /(z) auf dem Einheitskreis mindestens k + 1 Singularititen 
hat, und dariiber hinaus, daB, wenn « eine Singularitét von f(z) auf 
dem Einheitskreis ist, f(z) wenigstens k weitere Singularititen besitzt, 
die aus « durch Multiplikation mit g-ten Einheitswurzeln entstehen. 


1) Ich bin Herrn Prof. Ostrowski fiir die Anregung zu diesen Betrachtungen, 
sowie fiir wertvolle Hinweise bei der Ausfiihrung und Durchsicht zu groBem Dank 
verpflichtet. 

2) Ann. de l’Ec. Norm. 40 (1923) (Thése); Acta Math. 45 (1925), S. 129—142; 
Compt. Rend. 181 (1925), S. 20—22. 

3) Math. Miszellen VII. Jahrb. d. Deutsch. Math. Ver. 35 (1926). Siehe auch 
die anschlieBenden Betrachtungen von T. Vijayaraghavan ,,Some Configurations 
of Points on a Circle“, J. Indian Math. Soc. 17 (1927), sowie die Darstellung im 
Lehrbuch von P. Dienes, The Taylor Series, Oxford 1931, 8. 382. 
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Im allgemeinen Fall, wo q keine Primzahl ist, ist eine so allgemeine 
Formulierung offenbar nicht zu erwarten, da sich ja unter Umstinden 
unsere Restklassen in bezug auf einen Teiler von g als Modul in eine 
geringere Anzahl von Restklassen zusammenfiigen lassen. 


Wir haben nun fiir den Fall von 2 und 3 Restklassen die Frage 
fiir beliebige q untersucht und sind zu folgendem Ergebnis gelangt: 


oo 


Satz 1. Hat die Potenzreihe f(z) = Y a,2" den Konvergenzradius 1 


n=0 

und verschwinden alle a,, deren Indizes zu einer von k Restklassen 
R,, ..., Ry, (k = 2 oder 3) mod einer beliebigen natiirlichen Zahl q > 2 
gehéren, so hat f(z) auf dem Einheitskreis wenigstens k + 1 Singularwéiten, 
wenn diese Restklassen den folgenden Bedingungen geniigen: 1. Sie lassen 
sich nach keinem von 2 verschiedenen Teiler von q als Modul in weniger 
Restklassen zusammenfassen. 2. Dieser Forderung soll, falls q gerade ist, 
fiir den Teiler 2 wenigstens so gut wie méglich Geniige getan werden, indem 
die R dann nicht in nur eine Restklasse mod 2 fallen sollen. 


Zusatz. Ist unter diesen Voraussetzungen « eine Singularitat von f (z) 
auf dem Einheitskreise, so hat {(z) wenigstens k weitere Singularititen, die 
aus « durch Multiplikation mit q-ten Einheitswurzeln entstehen. 


Um Satz 1 zu beweisen, werde ich neben der Ostrowskischen Beweis- 
methode den anscheinend neuen, sehr einfachen Satz (Satz 2) benutzen, 
wonach eine Determinante dritten Grades aus Elementen vom Betrage 1 
nur verschwinden kann. wenn mindestens zwei ihrer Zeilen oder Spalten 
proportional sind. Diesen Satz werden wir auf drei Arten beweisen, 
sowie durch eine leichte kombinatorische Uberlegung auf Matrizen vom 
Range 2 verallgemeinern (Satz 3). 

Zur Untersuchung der Fragestellung des Satzes 1 fiir mehr als 
drei Restklassen scheinen wesentlich weitergehende Uberlegungen nétig 
zu sein. 


Beweis des Satzes 1. Es sei r, ein Reprisentant von R,. Ist 
dann « eine primitive g-te Einheitswurzel, so gilt offenbar identisch in z 


1 —ér é v tS —¢e én on 
(I) Ze *feadmZs Ze "a8 8 
é=0 n=0 ¢=0 
oc g=i . 
= JF a” J &*—-%x* = 0. 
n=0 &=0 
n == r, (mod q) 


Es sej nun « eine Singularitét von f(z) auf dem Konvergenzkreise. 
Dann geniigt es, zu zeigen, daB wenigstens k + 1 der Funktionen {(e*z) 
in « singuliir sind. 
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Waren nun in « nur m<_k+1 Funktionen f(e*z) singular, so 
lieBen sich die k Identitaéten (I) sicherlich nicht nach diesen in « singu- 
laren Funktionen auflésen, da jedes lineare Aggregat in den iibrigen 
Funktionen f (ez) in « regular ist. Daher miiBten in der Matrix mit k 
Zeilen und g Spalten M = ||e~*” || alle Minoren M,, m-ter Ordnung aus 
dem entsprechenden System von m Spalten verschwinden. 

Der Fall m = 1 ist nach dem Obigen (vgl. Ostrowski, 1. c.) bereits 
erledigt. 

Ein Minor zweiter Ordnung 


eo? g—br 


M,{r,8) = 


= g—ar—be __ p—as—br — (e@—0@—r) _ 1)e—@#—>r, 








e— 28 g— be 


Osa<cb<q OSr<s<q 


verschwindet, da ¢ eine primitive q-te Einheitswurzel ist, nur fiir 
(b—a)(s —r) =0 (mod q). Es ist b—a <q, so da8 der gréBte gemein- 
schaftliche Teiler g von s—r und qg von 1 verschieden sein miiBte. Da 
aber s und r auch nach jedem von 2 verschiedenen Teiler von q verschiedene 
Restklassen repriisentieren, ware das ein Widerspruch mit der Voraus- 
setzung, auBer fiir g = 2, k = 3. Wenn also unser M, verschwindet, 
ist g gerade, b—a = q/2, k =3 und die dritte Restklasse ¢+r und 
= s mod 2. 

Ware nun m = 2, und sind nur /(e*z) und /(e?z) in « singular, so 
ware von M,(r,s), M,(r,t) und M,(s,t) nur das erste Null, entgegen 
dem oben Gesagten. 

Ist aber m = 3, und sind nur f(e*z), f(e*z) und f(ez) in «@ 
singular, so ist héchstens eine der Differenzen b—a, c—a, c—b 
gleich g/2, so daB héchstens eine der neun Unterdeterminanten von M,, 
nimlich eine zu r und s gehdérige, verschwindet; aus Satz 2 folgt aber, 
wie wir gleich weiter angeben werden, daB mit M, drei Unterdetermi- 
nanten Null sein miiBten, so daB auch dieser Fall unméglich ist. 


Satz 2. Eine Determinante dritter Ordnung D = |\d,,|, deren Ele- 
mente siimtlich den Betrag 1 haben, kann nur verschwinden, wenn sie zwei 
zueinander proportionale Zeilen oder zwei zueinander proportionale Spalten 
enthilt. 

Korollar. Insbesondere verschwindet eine Determinante dritten Grades 


aus Einheitswurzeln nur, wenn mindestens drei ihrer Unterdeterminanien 
verschwinden. 


Erster Beweis. Bei Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit 


einer Zahl vom Betrag 1 bleiben Voraussetzung und Behauptung des 
Mathematische Annalen. 109. 7 
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Satzes unberiihrt. Nach Division der Spalten durch die Elemente der 
ersten Zeile sowie der Zeilen durch die Elemente der ersten Spalte 
kénnen wir also annehmen, daB d,, = d,, = 1, uw = 1,2,3 ist. 

Wir ziehen die erste Zeile von den beiden anderen ab und erhalten 
dy, =] d,; — 


D= , 
d,,—1 d,,;—1 


so dab D = 0 mit 
(II) (4,,— 1) (4,,; —1) = (d,; — 1) @,. —1) 
aquivalent ist. 
Man beachte andererseits, daB fiir |z|=1 2+ = =2+¢2 reell und 


< 2, also ent negativ oder Null ist. 


Verschwinden nun in (II) beide Seiten, so ist d,, = 1 oder d,, = 1 
und d,, = 1 oder d,, = 1, so daB in D zwei Zeilen oder zwei Spalten 
gleich sind. 

Verschwinden aber beide Seiten von (II) nicht, so bilden wir den 
Quotienten 


Q= dy, ds oe (d3g—1)* (ds3—1)* . ((fas— 1)? (dso — wv) 
d4d33 dy, d33 dy, ds : 








der nach obigem reell und > 0 ist; da aber |Q| = 1 ist, muB also 
Q = 1 sein. Setzen wir nun in (II) d,, = od,,,d,;, = od;,, so erhalten 
wir (9 —1) (d,, —d,,) = 0, also entweder 9 = 1, woraus Gleichheit der 
zwei letzten Spalten, oder d,, = d,,, d,, = d,,, woraus Gleichheit der 
zwei letzten Zeilen von D folgt. 


Zweiter Beweis. Aus dem Verschwinden von D folgt, daB es drei 
nicht zugleich verschwindende Zahlen e,, v = 1,2,3, gibt, so daB 


3 
z= 4.4 =0, p= 1,3,3 
v=1 
gilt. Ist ein e,, = 0, so driicken diese Gleichungen die Proportionalitat 
der beiden Spalten aus, deren Index von », verschieden ist. Wir nehmen 
daher alle e, +0 an. 


Drei komplexe Zahlen, deren Summe Null ist, lassen sich als Vek- 
toren auffassen, die, aneinandergefiigt, sich zu einem Dreieck zusammen- 
schlieBen. Fiir jedes « = 1,2,3 erhalten wir so aus den Zahlen d,,e,, 
v = 1,2,3 ein Dreieck D, mit den nichtverschwindenden Seitenlingen |e,|. 
Mindestens zwei unter drei kongruenten Dreiecken sind aber durch eine 
Drehung (ohne Spiegelung) ineinander iiberfiihrbar. Es werde also z. B. 
D, in D, durch eine Drehung, d. h. durch Multiplikation mit «, |e] = 1, 
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iibergefiilirt, dann folgt hieraus d,,e, = ed,,e,, » = 1,2,3, so daB die 
ersten beiden Zeilen zueinander proportional sind. 

Dritter Beweis. Zuerst beweisen wir, da mindestens eine 
Unterdeterminante zweiter Ordnung verschwinden mu8. — Die dem 
Element d,, entsprechende Unterdeterminante sei mit D,, bezeichnet. 
Sind nun alle D;, +0, so halten wir alle Elemente d,, auBer d,, und d,, 
fest und fassen D = 0 als inhomogene lineare Beziehung zwischen d,, 
und d,, mit den Koeffizienten D;, auf. Wenn d,, den Einheitskreis Z 
durchlauft. so durchliuft d,, einen gewissen wegen der Inhomogenitat 
der Beziehung von E verschiedenen Kreis, und zwar genau einmal, so 
da8 d,, fiir héchstens zwei Werte von d,, auf E liegen kann. Diese 
zwei Werte erhilt man aber offenbar, wenn man die dritte Zeile pro- 
portional zu einer der ersten beiden Zeilen macht"), und dann ver- 
schwinden drei unter den Determinanten D,,. 

Wir sehen also, da8 mit D mindestens ein D,, = 0 sein muB. Sei 
etwa D,, = 0. Nun gilt nach einem bekannten Satz iiber die Minoren 
aus Minoren 

Dd,, = sel" 
D,, Dy, 
so daB mit D = D,, = 0 auch D,, = 0 oder D,, = 0 ist. Dann sind 
aber die ersten zwei Zeilen oder Spalten proportional, und dann ver- 
schwinden auch alle drei Unterdeterminanten aus den ersten beiden Zeilen 
bzw. Spalten. 
Aus Satz 2 folgt leicht der 


Satz 3. Eine Matric D vom Range 2 aus Elementen vom Betrag 1 
lapt sich — als Menge ihrer Spalten oder als Menge ihrer Zeilen aufge- 
fat — so in zwei komplementire Teilmengen D, und D, zerlegen, daB D, 
und D, den Rang 1 haben; mit anderen Worten: D besteht, evtl. nach einer 
geeigneten Vertauschung ihrer Zeilen bzw. Spalten, aus zwei nebeneinander- 
gesetzten Matrizen vom Range 1. 

Sei das namlich fiir m > 2 Zeilen und n > 2 Spalten richtig — fiir 
m <3 oder n < 3 ist dies trivial und fiir m = n = 3 folgt es unmittel- 
bar aus Satz 2 —, dann geniigt es zu zeigen, da8 es fiir ein D mit 
m Zeilen und n+ 1 Spalten richtig bleibt. 


1) Man setze naimlich 


d.,d 
ds, = — ds, = 


bzw. 


51 dae 
dy 1 
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Nun gibt es entweder eine Spalte s, so daB D nach Streichung von s 
noch den Rang 2 hat und zeilenweise zerfallt; dann JaBt sich die be- 
treffende Aufteilung in Zeilen auf D ausdehnen. Denn die Hinzufiigung 
der weggelassenen Spalte la8t den Rang auch fiir jedes Teilsystem der 
Zeilen unverandert, da s sich aus den iibrigen Spalten linear zusammensetzt. 

Gibt es aber eine solche Spalte s nicht, so mu8 D fiir jede Spalte s 
nach deren Streichung entweder den Rang 1 haben oder sich spaltenweise 
zerfallen lassen. Dann sind unter je drei Spalten stets mindestens zwei 
proportional (man wihle, um das einzusehen, eine vierte Spalte als s). 
Daher la8t sich auch D spaltenweise zerlegen: man nehme namlich 
zwei nicht proportionale Spalten s,,s,; dann ist jede weitere Spalte ent- 
weder zu s, oder zu s, proportional, wodurch bereits die gesuchte Zer- 
spaltung festgelegt ist. 


Math. Seminar der Univ. Basel. 


(Eingegangen am 18. 1. 1933.) 




















Sur les représentations qui conservent les angles. 


Von 


D. Menchoff in Moskau. 


§ 1. 

Supposons qu’il existe une correspondance biunivoque et bicon- 
tinue entre les points de deux domaines plans D et Q situés respec- 
tivement dans les plans des variables complexes z et w. Soit w = f(z) 
la fonction continue (non nécessairement monogéne) d’une variable com- 
plexe z= 2+ ty qui effectue cette correspondance. Nous désignerons, 
dans la suite, les points et leurs affixes par les mémes lettres. 

Sans restreindre la généralité des raisonnements nous pouvons 
supposer dans la suite que les domaines D et Q soient bornés. 

Je rappellerai tout d’abord la notion d’invariance des angles aux 
points z, et w, qui se correspondent dans les deux domaines D et 2. 
Soit J une courbe de Jordan aboutissant au pcint z,. Lorsque le point z 
décrit la courbe J, le point correspondant w du domaine 2 décrit une 
courbe J de Jordan aboutissant au point w, qui correspond au point 2z,. 
Nous dirons dans ce cas que la courbe J est l'image dans le plan w de 
la courbe J. Nous appellerons de méme le point w, l'image du point z,. 
Plus généralement, nous dirons que |’ensemble E’, situé dans le domaine Q, 
est l'image d’un ensemble E, situé dans D, lorsque les points de ces 
deux ensembles se correspondent les uns aux autres. 

Supposons que la courbe J aboutit au point z, et posséde en ce 
point une tangente déterminée. Dans ce cas nous entendrons par 
tangente au point z, une demi-droite issue de ce point dans la direction 
de la courbe. Nous désignerons par [J ae langle, compris entre zéro 
et 2, dont Jes cétés sont les tangentes aux courbes J, et J, au point z,'). 
Nous dirons que les courbes J, et J, renferment l’angle (J, d,). Lorsqu’on 
prend au lieu des courbes J, et J, deux rayons rectilignes ¢, et ¢, issus 


de z,, nous désignerons par [t,, t,] l’angle compris entre ces rayons. 


1) On suppose que les tangentes aux courbes J, et J, ne se trouvent pas sur 
une méme droite. 
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Soient z, et w, deux points qui se correspondent dans les do- 
maines D et Q. 

Nous dirons que, dans la correspondance établie, les angles restent 
invariants au point z,, si les conditions suivantes sont vérifiées: 

1° A toute courbe de Jordan, située dans le domaine D, aboutissant 
au point z, et ayant en ce point une tangente déterminée, il correspond, 
dans le domaine 2, une courbe image qui posséde au point w, une tan- 
gente déterminée. 

2° Deux courbes, aboutissant au point z, et possédant en ce point 
des tangentes déterminées, renferment le méme angle que leurs images 
dans le domaine 2, le sens de rotation des angles étant d’ailleurs con- 
servé, 

Dans un travail publié aux Mathematische Annalen*) j’ai démontré 
le théoréme suivant: 

Lorsque les angles restent invariants en tout point du domaine D, sauf 
peut-étre aux points d’un ensemble fini ou dénombrable, la fonction f(z) est 
holomorphe @ Vintérieur de D. 

On peut se demander, si la condition d’invariance des angles peut 
étre remplacée par une condition moins restrictive. Afin de répondre a 
cette question nous introduirons la définition suivante. 

Nous dirons que le point z,, interieur au domaine D, a la propriété 
K’, lorsqu’on peut trouver trois rayons rectilignes ¢,,¢,,¢,, issus du 
point z,, situés sur trois droites différentes et vérifiant les conditions 
suivantes: 

a) Les courbes de Jordan J,, J,, 7,, images des rayons ¢,, t,, t, dans 
le domaine 2, possédent des tangentes déterminées T; (i = 1, 2,3) au 
point w, qui correspond au point z,. 


b)  (t.4) = (T. Ti), (6) = (1. Ta, (tt) = (1, Tol, 


le sens de parcours des angles dans les deux membres de chaque égalité 
étant d’ailleurs le méme. 


Nous allons démontrer, dans ce mémoire, le théoréme suivant: 


La correspondance entre les points des domaines D et Q étant biuni- 
voque et bicontinue et la fonction {(z) ayant la méme signification que plus 
haut, si la propriété K’ est remplie en tous les points du domaine D, sauf 
peut-étre aux points d’un ensemble fini ou dénombrable, la fonction f(z) est 
holomorphe a Vintérieur de D. 


*) D. Menchoff, Sur la représentation conforme des domaines plans. Math. 
Annalen 95 (1926), p. 641. 
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§ 2. 

Tout d’abord nous introduirons une définition qui joue un réle 
important dans la démonstration qui va suivre. 

Définition 1. Nous dirons que la propriété K’ est remplie uni- 
formément a4 o prés dans un ensemble parfait J7, situé 4 lintérieur du 
domaine D, lorsque, d’une part, chaque point z de J] est l’extrémité de 
trois rayons rectilignes t; = 1;(z), 1 = 1, 2, 3, situés dans le plan z, qui 
possédent les propriétés suivantes: 
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a) [r(e'), r(2")] <a, 1 = 1,2, 8, 
quels que soient les points z’ et z” dans l’ensemble J7; 
p) 8000 < [r; (z), t;(2)] << x — 8000, 


i + j,%,j = 1, 2, 3, pour tous les points z de J7; et, d’autre part, chaque 
point w de l’ensemble Q, image de J7 dans le plan w, est |’extrémité de 
trois rayons rectilignes 7; = T;(w), i = 1, 2, 3, situés dans le plan w 
et possédant les propriétés suivantes: 

a) [T;(w’), T;(w”)] <o, i = 1, 2,3, 
quels que soient les points w’ et w” dans l’ensemble Q; 

b) w étant l’image d’un point arbitraire z de /7 et w étant l'image 


d’un point quelconque ¢ situé sur un des rayons correspondants 1;(z), 
pour chaque valeur de i = 1, 2, 3 l’inégalité z= < o’ entraine |’inégalité 
[@, T, (u))] <o; 
ot o’ est un nombre positif suffisammant petit, mais indépendant de z; 

¢) [rs (2)r ty (2)] = [2s (w), Ts (w)} (i,j = 1, 2, 8) 
pour tous les points z de J7, le sens de rotation des angles étant 
d’ailleurs le méme dans les deux parties de chaque égalité et le point w 
étant l’image de z dans le plan w’). 

Rappelons a présent la définition d’une portion d’un ensemble parfait. 

Définition 2. Soit D’ un domaine ouvert contenant intérieure- 
ment des points d’un ensemble parfait P, qui est situé dans le do- 
maine D. Désignons par /7 l’ensemble des points de P, intérieurs 4 D’, 
augmenté de leurs points limites sur la frontiére de D’. On dit, dans - 
ce cas, que l’ensemble J7 est une portion de l'ensemble P, définie par le 
domaine D’, 

Définition 3. Nous dirons, ensuite, qu'un ensemble H, apparte- 
nant 4 un ensemble parfait P, est partout de deuxiéme catégorie sur P, 


5) Dans cette définition on suppose, bien entendu, que o < 1600" De plus, 


nons désignons par z{ le segment joignant les points z et ¢. 
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lorsque cet ensemble n’est de premiére catégorie sur aucune des portions 
de l’ensemble P*). 

Ces définitions posées, nous démontrerons le lemme suivant: 

Lemme. Les domaines D, 2 et la fonction {(z) ayant la méme 
signification que plus haut, soit P un ensemble parfait situé dans le do- 
maine D et contenant des points intérieurs a ce domaine’). Supposons que 
la propriété K’ est remplie en chaque point z d’un ensemble H, appartenant 
a P et partout de deuxiéme catégorie sur P. 

Alors il existe une portion IT de Vensemble P, située 4 Vintérieur du 
domaine D, et un nombre positif o tels que, d'une part, la propriéié K’ est 
remplie uniformément a a prés dans IT et, d’autre part, la distance de 
Vensemble IT a la frontiére du domaine D est supérieure 4 oa’, ot of est le 
nombre figurant dans la condition b) de la définition 1. 

Démonstration. Puisque la propriété K’ est remplie partout 
dans l’ensemble H, chaque point z de cet ensemble est |’extrémité de 
trois rayons rectilignes ¢;(z), 1 = 1, 2,3, dont les images J, (w) possédent 
au point w, correspondant au point z, des tangentes déterminées 
T; = T,(w) telles que 


[ts (2), tj (2)] = [T.(w), T,; (w)] (i,j = 1, 2, 3), 


le sens de parcours des angles dans les deux parties de chaque égalité 
étant d’ailleurs le méme. 


Fixons respectivement dans les plans z et w les directions rectilignes 
déterminées 4 et A’ et désignons par 


E(n,, My, Ns, Vi, Vg, Mg, P, ?’) =E (n;, %, P, ?’) 


Yensemble des points z appartenant 4 H et vérifiant les conditions 
suivantes: 


(A) << he y@<x-> (+565 =1,2,3); 


(B) 





Fi 1 net 
sons| < aarp (¢ = 1, 2, 3), 





ot l’on désigne par {4, t,(z)} la valeur de I’angle, comptée dans le sens 
positif de 4 vers t;(z) et telle que 0 <= { A; t, (2)} <22; 


©) [147 Toy} — = 1,23) 


", | 
800 p| < 800p 
*) On dit qu’un ensemble E est de premiére catégorie sur un ensemble parfait 
P, loraque E peut étre représenté comme une somme d’un nombre fini ou d’une 
infinité dénombrable d’ensembles non denses sur P. 
5) On dit qu’un ensemble P est situé dans un domaine D, lorsque tous les 
points de P se trouvent 4 l’intérieur ou sur la frontiére de D. 








ot w est image du point z‘); 
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(D) Ts(w), 7] < ap, ( = 1,2, 8) 


pour tous les points w qui sont des images des points ¢ situés sur le 
rayon correspondant ¢,(z) et tels que z¢ < > 


D’aprés ce qui précéde, nous avons 
(1) aE (nj, %, P; Pp’) = H, 


la sommation étant étendue 4 toutes les valeurs entiéres et positives des 
arguments n,, », p et p’. (Pour certaines valeurs de ces arguments 
lensemble sous le signe de sommation peut étre vide; cela a lieu, en 
particulier, pour toutes les valeurs n, et »; suffisamment grandes). 


L’ensemble H étant partout de deuxiéme catégorie sur P, il existe 
une portion /7 de P et des valeurs déterminées n,, »,, p, p’ telles que 
ensemble correspondant E(n,, »,, p, p’) est partout dense sur J7. On peut 
d’ailleurs supposer que |’ensemble /7 est a l’intérieur du domaine D et 
que la distance de l'ensemble /7 & la frontiére de D est supérieure 
a l/p’. 

Posons, pour ces valeurs des nombres n,, », p et p’, 


, 1 1 

(2) E(n;, »;, p, p’) = E, mp oP =”: 

On voit que l’ensemble E est partout dense sur /7. De plus, la distance 
de l’ensemble /7 & la frontiére du domaine D est supérieure & o’. Pour 
démontrer le lemme, il suffit de démontrer que dans |’ensemble /7 la 
propriété K’ est remplie uniformément a o prés. A cet effet, pour les 
points z de J7, nous définirons les rayons 1, (z), i = 1, 2,3, de la maniére 
suivante. Posons 1,{z) = t;(z) aux points z de l’ensemble (J7, E)") et, 
pour les points z de l’ensemble J7 —E, soit 1,(z) une des positions 
limites des rayons ¢,(z’), lorsque z tend vers z en restant toujours sur 
lensemble (J7, EB). 


Nous allons démontrer que les rayons 1,(z) possédent toutes les 
propriétés indiquées dans la définition 1 de ce paragraphe. En tenant 
compte de l’inégalité (B), nous avons 


(4, x4 (2)} — (i = 1,2, 3) 


. 8 Nm 
800 p S mp 


6) L’angle (A, T,,(w)} est défini de la méme maniére que l’angle (4, t, (z)}. 
7) Nous désignons par (7, E) la partie commune des ensembles J7 et E. 
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pour tous les points z de l'ensemble J7, ot n; et p sont les nombres 
qui figurent dans la premiére relation (2). Nous avons donc, en vertu 
de la seconde relation (2), 


[ri (2’), (2 <a 


pour tous les points z’ et 2” de lensemble /7. II en résulte que les 
rayons t,(z) possédent la propriété «) de la définition 1. 


Pour obtenir la propriété 8), nous nous servirons de l’inégalité (A). En 
comparant cette inégalité avec la seconde relation (2) et en tenant 
compte de la définition des rayons 1;(z), nous aurons 


16000 < [r;(z), t;(2)] <x—16000 (i + j, i,j = 1,2,3) 
pour tous les points z de l’ensemble /7, d’ot résulte la propriété £). 


Passons aux propriétés a), b) et c). Désignons par Q |’ensemble 
parfait qui est l'image, dans le domaine 2, de l'ensemble //. Soit w 
un point quelconque de l'ensemble Q. Définissons les rayons T;(w), 
i = 1, 2,3, de la maniére suivante: 


Lorsque w est l’image d’un point z qui appartient a l’ensemble (J7, E), 
nous poserons 7';(w) = T;(w), ot T;(w) sont des rayons définis précé- 
demment. Dans le cas ot w est l’image d’un point z appartenant a 
lensemble J7 — E, nous désignerons par 7;(w) une des positions limites 
des rayons T;(w’), lorsque w’ tend vers w de telle fagon que l'image 2’ 
de w’ reste toujours sur l’ensemble (//, E). 


D’aprés la condition du lemme, la propriété K’ est remplie partout 
dans l'ensemble H et, par suite, en chaque point de l'ensemble E. 
Puisque E est partout dense sur J7, il résulte de la définition des rayons 
1; (z) et T,;(w) que 


(x; (2), t;(2)] = [Ti (w), T;(w)] (i, j) = 1, 2, 3) 


pour tous les points z de l'ensemble //7, le sens de rotation des angles 
étant le méme dans les deux parties de chaque égalité et w étant l’image 
de z dans le domaine Q. Nous avons donc la propriété c). 


Pour obtenir les propriétés a) et b) nous nous servirons des inéga- 
lités (C) et (D). Il résulte de l’inégalité (C) et de la définition des rayons 
T,;(w) que 

" ir "% 1 —s 
(3) (47 T.(0)) — soes| S soap (i = 1, 2, 3) 
pour tous les points w de l’ensemble Q, ot »; et p sont des nombres qui 
figurent dans la premiére égalité (2). De plus, la correspondance entre 
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les points des domaines D et Q étant biunivoque et bicontinue, nous 
tirons de l’inégalité (D) et de la définition des rayons 7,;(w) et 1;(z): 


(4) [Ti(w), FO] S see, (i = 1, 2,3) 


pour tous les points w de l'ensemble Q et pour tous les points » qui sont 
des images des points ¢ situés sur les rayons correspondants 1, (z) et tels 


que 2f< = ou z est l'image du point w dans le domaine D. 
En comparant les inégalités (3) et (4) avec la seconde et la troisiéme 


relation (2), nous obtenons les propriétés a) et b), ce qui achéve la démon- 
stration du lemme. 


§ 3. 

Dans la démonstration du théoréme énoncé a la fin du §1 nous 
ferons usage de certaines propriétés des différentielles totales au sens 
de Stoltz. 

On dit qu’une fonction X(u,v) de deux variables réeiles u et v 
posséde, pour les valeurs données de u et v, une différentielle totale au 
sens de Stoltz, lorsque, pour ces valeurs de u et v, les dérivées par- 


tielles 3 et = existent et vérifient la relation 


X(u+ Au,v+ Av) —X(u,v) = “= Au+ 2X Av4+h(Au, 4»), 


ou 


ie h(Au, Av) _ 0 
4 4u>oVAuw + Av? : 
4au->o0 


Lorsque nous avons une fonction F (w) = X (u,v) 4-4 ¥ (u,v) d'une 
variable complexe w= u-+iv, nous dirons que cette fonction posséde 
une différentielle totale au sens de Stoltz en un point w, si les fonc- 
tions X(u,v) et Y(u,v) possédent une telle différentielle en ce point. 

Dans ce cas nous aurons la relation suivante: 





oe 


F (w+ Aw) —F(w) = =) gu + jv 4+ (du, 40)-| Aw), 


ou 
i Aw= Au+idAv et lim €(Au, 4v) = 0. 
4u—o0 
4vu—0 


Nous allons étudier les propriétés des différentielles totales d’une 

fonction F(w), lorsque cette fonction effectue une correspondance biuni- 

] voque et bicontinue entre les points w et z = F(w) de deux domaines 
Q et D. On dit, dans ce cas, que la fonction F(w) est univalente. 
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Avant de considérer les propriétés des différentielles totales de la 
fonction F(w), nous introduirons la notation 

F (w+ Aw) —F (w) 

Aw | 





L(w) = lim sup | 
4w—o ' 

et nous démontrerons le lemme suivant: 
Lemme. Soit JT un ensemble parfait de points z, situés a V’intérieur 
du domaine D, dont Vimage Q (dans le plan w) posséde une mesure 
positive, mes Q > 0°). Supposons que la propriété K’ est remplie uni- 


formément a4 oa prés dans Vensemble IT, o < iano’ et soit w, un point 


d’épaisseur superficielle de Vensemble Q*) tel que 
L (w,) = + ©, 

Dans ces conditions on peut déterminer dans le plan w une suite de 
domaines 2, qui possédent les propriétés suivantes: 

1° Le point w, est a Vintérieur de tous les domaines Q,,. 

2° Les diamétres R,, des domaines Q,, tendent vers zéro avec 1/n. 

3° D,, éant des images dans le plan z des domaines Q,, on a 

.  Vaire de D, 
—- 

4° Tous les domaines Q, se trowvent a Vintérieur du domaine Q. 

Démonstration. Puisque dans l'ensemble /7 la propriété K’ est 
remplie uniformément 4 o prés, on peut trouver, en vertu de la définition 1 
du § 2 [condition a)], trois rayons rectilignes fixes A,, A,, A,, situés dans 
le plan w et tels que 


(1) [4;, T.(w)] <0 (i = 1, 2,3) 
pour tous les points w de l’ensemble Q, ot 7,(w) sont les rayons qui 


figurent dans la définition 1. Il en résulte, en vertu des conditions £) 
et c), 











(2) 1000 <[A;, AJ<x—1000, (i +j,i,j = 1,2, 3). 
En tenant compte de la relation L(w,) = + ©, on peut déterminer 
dans le plan w une suite de points w,, n = 1, 2,3,..., tels que 
(3) lm «,v,=0, lim 2" = +o, 
t-> @ n—> © Wy Wn 


ou z, et z, sont les images dans le plan z des points w, et w,. 
8) Nous désignerons toujours par mes Q la mesure super/ficielle d’un ensemble Q. 
*) On dit qu’un point w, est un point d’épaisseur superjicielle d’un ensemble 
mesurable Q, lorsque lim meee) = 1, ot Q(r) est la partie de l'ensemble Q 
ro . 


comprise dans le cercle c(r) de centre w, et de rayon r. 














a> ae 
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Soit C, le cercle de centre w, et de rayon 2”,w,. On peut toujours 
trouver trois rayons rectilignes 4, i = 1, 2,3, qui possédent les pro- 
priétés suivantes: 

1° Les rayons A™ sont respectivement paralléles aux directions 
A;, + = 1, 2, 3. 

2° Les deux rayons différents A™ et 4”, ‘<j, 6j=1, 3,3, 
possédent un point commun w(") qui ne coincide pas avec les extrémités 
de ces deux rayons. 

3° Le cercle C, est inscrit au triangle w%) wy wi”. 

4° La distance entre l’extrémité w” du rayon A et le premier 
point d’intersection de ce rayon avec les rayons A™, j +1, est égale 
& a,, ou a, est la longueur du plus grand cété du triangle w) wi) w”) "), 





Soient y”, + = 1, 2, 3, les cercles de centres w” et de rayons o4,. 
Désignons par J, le cercle de centre w, et de rayon 3a, et soit Q, la 
partie de l'ensemble Q dans le cercle J’,. Il est clair que le triangle 
w%) wh) w%}, ainsi que les cercles y”, 1 = 1, 2,3, sont situés & l’intérieur 
du cercle I°,. 

I] résulte de la premiére relation (3) que 
(4) lim a, = 0. 


Donec, w, étant un point d’épaisseur superficielle de l'ensemble Q, 


(5) ne S2S 


3 
n-—> co 9 aa) 


= 1, 


La correspondance entre les points des domaines D et 2 étant 
biunivoque et bicontinue et o’ étant le nombre positif qui figure dans 





10) Fig. 1. 
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la définition 1 du §2, [condition b)], pour les points z’ et z” appartenant 
& D Vinégalité zz” > o’ entraine l’inégalité 





























(6) ww’ = 0”, 
ot w’, w” sont des images dans le plan w des points z’, 2” et o” est un 
nombre positif fixe"). Il résulte de (4) et (5) que 


(7) 6a, <0”, mesQ, > 97203 (1 _ 5) 


pour toutes les valeurs de n suffisamment grandes. En changeant la 
numération, on peut d’ailleurs supposer que ces inégalités soient verifiées 
pour toutes les valeurs de n, n = 1, 2,3,... De plus, on peut supposer 
que tous les cercles J’, soient 4 l’intérieur du domaine Q. Liaire de 
chacun des cercles y™ étant égale.& mo*aj, on voit de la seconde in- 
égalité (7) qu’a l’intérieur de chacun de ces cercles se trouvent des points 
de l'ensemble Q,; donc des points de l'ensemble Q. 

Soit w#”, 1 = 1,2, 3, un point de lensemble Q situé a lintérieur 
du cercle y” et soit ¢* VTimage de ce point dans le plan z. 1,(z) étant 
des rayons qui figurent dans la définition 1 du §2, soit c™ le point 
situé sur le rayon 1,(¢™) et tel que 


(8) Cm cm) = a’. 


Désignons par 5 T’image du point c™ dans le plan w. II résulte 
de (8) et de la définition du nombre o” (inégalité (6)) que 


(9) amb > a”, 


Donc, en vertu de la premiére inégalité (7), le point b™ est extérieur 
au cercle [’,. D’ailleurs, ce point 6™,se trouve sur la courbe J,(w‘”’) qui 
est l'image du rayon 7, (0%). 

Le point w™ étant a l'intérieur du cercle I',, soit 8 le premier 
point commun de la courbe J,(w‘"’) avec la circonférence du cercle I, 
qu’on rencontre 4 partir du point w™. Le point £ se trouve entre 
les points wo” et 6”. Par suite, il résulte de la condition b) de la 
définition 1 (§ 2) et de la relation (8) que 


[a o, Ty(a™)] <o (i = 1, 2, 3) 
pour tous les points w de la courbe J,(w‘"’) situés entre les points 


(n) n) 
a” et Bt 5 


11) Nous supposons, ce qui est toujours possible, que la correspondance entre 
les points des domaines D et 1 est continue méme sur les frontiéres de ces 
domaines. 
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En comparant cette inégalité avec l’inégalité (1) et avec la définition 
des rayons 4 on obtient donc 


(10) [4% ow] < 20 (i = 1, 2, 3) 
pour les mémes points w. 

Soit .w”) B™ la partie de la courbe J;(w) comprise entre les points 
w™ et A». Puisque le point w™ se trouve 4 l’intérieur du cercle y™, 
il résulte de (10) que la distance de chaque point w de la courbe .w™ B™ 
au rayon A est inférieure & 74, tg2o < 28a,¢. 

D’autre part, on obtient de (2) et de la définition des rayons 
A™ que 

7000 << [4™, Am] <2—1000, (i+j, i,j = 1,2, 3). 
On voit donc de la définition des points w™ et w™ que la distance du 
point w;" au rayon Aj”, 7 +14, est supérieure a 


. tg 7000 > 350ca,,. 


Il en résulte que pour chaque pair d’indices différents « et 7, t, 7 = 1,2,3, 
les courbes .w( B™ et .w\ B™ possédent au moins un point commun 
w\; ailleurs ce point est unique, puisque les courbes .w(" A sont des 
images de segments rectilignes. 

On voit de ce qui précéde que les parties des courbes _.w” 6 com- 
prises entre les trois points w” constituent la frontiére d’un domaine 
simplement connexe 2,; de plus, tous les points du triangle wy) w) w™, 
dont les distances de chaque .cété de ce triangle sont supérieures & 
28 a,,0¢, se trouvent a |’intérieur du domaine 2, et, de méme, la distance 
de chaque point sur la frontiére du domaine Q, au triangle w\) wi) w™ 
est inférieure & 28a,0**). 

Il est clair que 


(11) iW, > —P tg 3500 > Baya. 


Puisque w, est le centre du cercle C,, inscrit au triangle w{) wi) w(), et 


que 2%,W, est le rayon de ce cercle, il résulte, d’aprés (11), que les 
points w, et w, se trouvent 4 l’intérieur du demaine 2,. II est clair 
que le domaine 2, est & l’intérieur du cercle I, et, par suite, a l’inté- 
rieur du domaine 2. Donc, le diamétre R, du domaine Q, est cer- 


tainement inférieur 4 6a,. Par suite, il résulte de (11) 


(12) R, < +i, Wp: 


12) Nous convenons de prendre égale a zéro la distance au triangle win) wi") win) 
d’un point qui appartient a ce triangle. 
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Soit D, Vimage dans le plan z du domaine Q, et soient (™, 
+ = 1, 2,3, les images des points w™. Puisque les images des courbes 
J,(@™) sont des rayons rectilignes 1,(2”), le domaine D, est un triangle. 
D’ailleurs, d’aprés la condition #) qui figure dans la définition 1 du § 2, 
tous les angles de ce triangle sont supérieurs 4 8000, mais inférieurs 
& a — 800¢. 

Soient a,, i = 1, 2, 3, les cétés du triangle D,. Numérotons-les 
de telle fagon que a, >a, >a,. On a !’inégalité: 
(13) Yaire de D, > }sin 8000-a,a, > 20-a,a,. 
Les points w, et w, étant a l’intérieur du domaine 2,, leurs images z, 
et z, se trouvent 4 l’intérieur du triangle D, et, par suite, 

Oy > 2 Zn» Oy > $2 2n, 

d’ot il résulte, d’aprés (13), 
(14) Paire de D, > 0-2, 23. 

En comparant (12) et (14), on obtient finalement 
Vaire de D, 


R: >o- 








———f 
Zp Zn 

3 
Wy Wa 
et, par suite, en vertu de la seconde relation (3), 


Vaire de D, 


lim 7 = + oo. 
En comparant la premiére relation (3) avec l’inégalité (12), on ob- 
tient, de plus, 
lim R, == 0, 


Nous avons déja vu que le point w, est & l’intérieur de tous les do- 
maines 2, qui, 4 leur tour, se trouvent 4 l’intérieur du domaine Q. Le 
lemme est donc complétement démontré. 


§ 4. 

Nous pouvons maintenant démontrer un théoréme sur les différen- 
tielles totales qui nous sera nécessaire dans |’étude de la représentation 
des domaines plans. 

Théoréme. Supposons que la fonction F(w) = z effectue une 
correspondance biunivoque et bicontinue entre les points w et z des domaines 
2 et D. Soit E un ensemble mesurable situé a Vintérieur du domaine D 
et soit E Vimage de E dans le domaine Q. Supposons que l'ensemble E 
posséde une mesure positive, mes E > 0, et de plus, que chaque point de 
Vensemble E a la propriété K’. 

Dans ces conditions, la fonction F(w) posséde une difjérentielle totale 
au sens de Stoltz presque partout dans E. 









A SLT EET 











— 
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Démonstration. Soit L(w) la fonction définie dans Je para- 
graphe précédent. Nous allons démontrer tout d’abord que L(w) est 
finie presque partout dans 2. Supposons, par impossible, qu’il existe 
un ensemble e, appartenant 4 EF et de mesure positive, mes e > 0, dont 
chaque point w vérifie la condition 


(1) L(w) = + @. 


Soit e’ un ensemble parfait qui posséde les propri¢tés suivantes. 

1° L’ensemble e’ est une partie de l’ensemble e. 

2° Chaque portion de e’ posséde une mesure positive. 

Soit P Vimage dans le plan z de l’ensemble ec’. L’ensemble P est 
un ensemble parfait qui appartient 4 l'ensemble E. Puisque chaque 
point de l’ensemble E posséde la propriété K’, il existe, d’aprés le lemme 
du §2, une portion JJ de l’ensemble P, dans laquelle la propriété K’ 
est remplie uniformément 4 o prés, ot o est un nombre positif fixe, 


o< i600" 

Désignons par Q l'image de l'ensemble J7 dans Je plan w. L’ensemble 
Q est un ensemble parfait qui est une portion de l'ensemble e’; donc 
la mesure de Q est positive, 

mesQ > 0. 

Soit Q’ l'ensemble des points d’épaisseur superficielle de l'ensemble Q, qui 
appartiennent 4 cet ensemble; on a 
(2) mesQ > 0. 

Puisque l’ensemble Q’ appartient 4 l'ensemble Z, la relation (1) est 
vérifiée partout dans Q’. Donec, d’aprés le lemme du § 3, chaque point w 
de l'ensemble Q’ est un point intérieur d’une suite de domaines Q, (w), 


n= 1,2,3,..., intérieurs au domaine 2, qui possédent des diamétres 
R,,(w) tendant vers zéro avec 1/n, 
(3) lim R,(w) = 0, 

i—_> © 


et, de plus, vérifient la relation 


4 i Yaire de D, (z) 
( ) im [R,, (w)}* oer + oe, 


ou D,,(z) est image dans le plan z du domaine 2, (w). 

Soit C,,(w) le plus petit cercle de centre w qui contient le domaine 
2,,(w). Tl est clair que le rayon du cercle C,(w) tend vers zéro avec 
7 oe Vaire de C,(w) < 42 [R,(w)}. 

Par suite, d’aprés (4), 
(5) lim 


i> © 
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aire de D, (z) 
Vaire de C, (w) cies 
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Soit A un nombre positif arbitrairement grand. D’aprés la rela- 
tion (5), nous aurons l’inégalité 


(6) Yaire de D,(z) > A l’aire de C, (w) 


qui est vérifiée pour n > N (w), ot N(w) est un nombre qui dépend en 
général de w. En omettant les cercles pour certaines valeurs de n et 
en changeant le numérotage, on peut supposer que l'inégalité (6) soit 
vérifiée pour toutes les valeurs de nm, quel que soit le point w de |’en- 
semble Q’™). Nous voyons donc que chaque point w de l'ensemble Q’ 
est le centre d’une suite de cercles C,,(w) dont les rayons tendent vers 
zéro avec 1/n; par suite, d’aprés un lemme, il est possible de choisir 
parmi ces cercles un nombre fini de cercles C,, C,, ..., C, sans points 
communs tels que la mesure de la partie de l'ensemble Q’ extérieure aux 
cercles C,, 1 isp, est aussi petite que ]’on veut, par exemple, in- 
férieure & 4 mesQ"). D/’ailleurs on peut supposer que tous les cercles C, 
soient intérieurs au domaine 2. II en résulte que 


(7) bx aires de C, > } mesQ’. 
i=1 
Soit Q, celui des domaines 22,(w) qui correspond au cercle 


C,, (w) = C, et soit D; Vimage de Q; dans le plan z. Nous aurons, 
d’aprés (6), 


(8) Yaire de D; >A laire de C; (i = 1, 2,3,..., p). 
Puisque les cercles C; contiennent respectivement les domaines Q;, tous 
les domaines 2,, Q,, ..., Q, sont extérieurs l'un 4 |’autre, mais intérieurs 
au domaine 2. Par suite, les domaines D,, D,, ..., D, sont extérieurs 


lun & lautre, mais intérieurs au domaine D, d’ot il résulte que 


(9) F aires de D, < Vaire de D. 


i=1 


En comparant (7), (8) et (9) on obtient finalement |’inégalité 
aire de D> 4-mesQ, 


qui est incompatible avec l’inégalité (2), A étant un nombre positif arbi- 
trairement grand et D étant un domaine borné. Nous arrivons donc a 
une contradiction en supposant que la relation (1) soit verifiée sur une 
partie de l’ensemble E de mesure positive. Par suite, la quantité L(w) 





18) Le changement du numérotage n’est pas, en général, le méme pour les 
différents points w. 

*) Le lemme dont nous nous sommes servi est une conséquence immédiate 
d'un théoréme connu de M. Vitali. Voir, par exemple, Menchoff, Sur la représen- 
tation conforme des domaines plans, Mathematische Annalen 95 (1926), p. 650. 
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posséde une valeur finie presque partout dans Z. II en résulte, d’aprés 
un théoréme de M. Stepanoff**), que la fonction F(w) posséde une dif- 
férentielle totale au sens de Stoltz presque partout dans £, c. q. f. d. 

Supposons que les ensembles E et # soient les mémes que dans le 
théoréme précédent et que mes E > 0. Supposons, de plus, que |’en- 
semble E soit parfait. En se servant des mémes raisonnements que plus 
haut, on peut démontrer la proposition suivante. 

Si la propriété K’ est remplie wuniformément a o prés dans 
E,0<0< +R. la fonction F(w) posséde une différentielle totale au sens 
{ de Stoltz presque partout dans E. 








' § 5. 
| Dans ce paragraphe nous établirons les conditions suffisantes pour 
que la fonction F(w) soit monogéne en un point individuel ou bien 
presque partout dans un ensemble mesurable. Nous démontrerons tout 
d’abord le lemme ‘suivant. 
Lemme 1. Supposons que la propriété K’ soit remplie en un point z, 
situé a Vintérieur du domaine D. Supposons de plus que la fonction F (w) 
posséde une différentielle totale de Stoltz au point w, qui est Vimage du 
point Z,. 
Dans ces conditions la fonction F(w) est monogéne au point w,. 
Démonstration. Posons 


w= uU+tv, wy = uy + 1%, 


A sons [G2 1._..- B aa (SL... P 








Ou Ov 


v= v= 0% 
ot u, v, u, et v, sont des quantités réelles. I] résulte, de la définition 
de la différentielle totale de Stoltz 
(1) F(w) —F(w,) = A-(u —u,) + B-(v — v,) + E(u, v)-|w — w,|, 
ot lim €(u,v) = 0. En posant 


u—> to 
o> Uo 


(2) F(w,) + A-(u—u,)+ B-(v—v,) = F,(w), €(u,v)-|w—w,| = p(w), 
on peut écrire la relation (1) sous la forme 


(3) F(w) = F,(w) + o(w). 
On a, de plus, 
: (4) FP, (w,) = F(w,) = 2. 


15) Stepanoff, Wher totale Differenzierbarkeit, Math. Ann. 90 (1923), p. 318. 
8* 
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De la deuxiéme relation (2) il résulte immédiatement que la dérivée 
y (w,) existe et a la valeur nulle, 
(5) y (w,) = 0. 
Donec la fonction p(w) est monogéne au point wp. 

Lorsque A = B = 0 nous avons F, (w) =F (w,) et, par suite, d’aprés 
(3) et (5), la fonction F(w) est monogene au point w,. Nous pouvons 
done supposer que l'une des quantités A ou B est différente de zéro. 


Supposons, pour fixer les idées, que B +0 et posons s =y-+16, ot y 
et 5 sont des quantités réelles. 

Puisque le point z, a la propriété K’, il existe trois rayons recti- 
lignes t,, k = 1, 2,3, issus de ce point et situés sur trois droites dif- 
férentes, dont les images 7, daris le plan w possédent des tangentes 


detérminées T, telles que 
(6) [te ti) = (Tr, Ti (k,l = 1,2, 3), 


le sens de rotation des angles étant d’ailleurs le méme. Désignons par 
J,, k = 1, 2,3, les courbes, décrites dans le plan z par le point z’ = F,(w), 
lorsque le point w décrit respectivement les courbes /,. 

Nous pouvons toujours supposer qu’aucun des rayons T,, k = 1, 2,3, 
ne coincide avec ja droite définie par |’équation u = u,. Il en résulte 
que le rapport =e tend vers une limite finie A,, lorsque Je point w 
tend vers w, suivant Ja courbe J,. Puisque les rayons T,, k = 1, 2, 3, 
sont situés sur trois droites différentes, les trois quantités A, sont toutes 
différentes. 

Nous allons démontrer que le rayon t, est tangent 4 la courbe J,, 
lorsque 6 +0 ou bien A, + — y. Nous pouvons écrire 
<i (u — uy)? + (v — v,)* 

[By [y (w — uo) + v — vo}? + 07?(u — uy)?’ 


d’ot il résulte que, pour w tendant vers w, suivant la courbe /,, 
w— Wy 


‘x 1 + Zé 
Fw) —F,(w) | ~ 128] | G+) +e to 


On a donc, d’aprés (2), (3) et (4), 
, F (w) — F, (w) 
= FP (w) — F, (wo) 





w— Wy 


F,(w) — F, (wo) 








lim | 








ce qui exprime précisément que le rayon rt, est tangent a la courbe J, 
au point z,. 

Puisque les trois quantités A,,k = 1, 2,3, sont toutes différentes, il 
existe au moins deux valeurs différentes de k pour lesquelles A, + — y 
et, par suite, le rayon t, est tangent a la courbe J,. 
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Lorsque 6 + 0, la relation z’ = F,(w) effectue une transformation 
affine des deux plans w et z, tandis que dans le cas 6 = 0 tous les 
points 2’, correspondant aux points arbitraires du plan w, sont situés sur 
une méme droite. I] en résulte, d’aprés ce qui précéde, que dans le 
cas considéré 6 + 0 et, par suite, pour chaque valeur de k le rayon rt 
est tangent a la courbe J, au point z,. Donc, F,(w) étant une fonction 
linéaire de uw et v, pour chaque valeur de k, le point 2 = F, (w) 
décrit le rayon t,, lorsque le point w décrit le rayon T,. Par suite, 
d’aprés (6), F,(w) est une fonction linéaire de l’argument w, c’est-a- 
dire F,(w) =a-+-fBw, ot a et B sont des constantes. On voit donc 
d’aprés (3) et (5), que la fonction F(w) est monogéne au point w,, c.q. f.d. 

Nous établirons maintenant une condition suffisante pour que la 
dérivée F’(w) existe et soit sommable presque partout dans un ensemble 
mesurable. A cet effet nous allons établir un lemme qui nous sera utile 
plusieurs fois. 

Lemme 2. Lorsque la fonction F (w) posséde une dérivée finie F’ (w) 
presque partout dans un ensemble mesurable EZ, le module de cette dérivée 
est une fonction a carré sommable dans E. (Ce lemme n’est vrai que dans 
le cas ot la fonction F(w) = z effectue une correspondance biunivoque 
et bicontinue entre les points des domaines 2 et D.) 

Sans restreindre la généralité de la démonstration on peut supposer 
que F’(w) + 0 presque partout dans Z. Dans ce cas on peut considérer 
ce lemme comme une conséquence du lemme 3 du §7 de mon mémoire 
publié aux Mathematische Annalen [t. 95 (1926), p. 665]; il suffit de 
remplacer la condition de conservation des angles par la condition 
plus restrictive d’existence de la dérivée finie F’(w), différente de zéro, 
et de prendre la quantité |F’(w)| au lieu de 
F(w+ Aw) —F(w) 


L(w) = lim sup 7 


4w>od 
Dans le lemme cité j’ai supposé que l'ensemble E coincide avec l’intérieur 
d’un domaine, mais cette restriction n'est pas essentielle; la démonstration 
reste la méme, si l’on remplace un domaine par un ensemble mesurable E 
quelconque. Le lemme 2 de ce paragraphe peut étre déduit aussi des 
considérations de M.H. Bohr. D’aprés ces considérations on obtient, de 


on, qe J |F’ (w) ?dudo 





est égale & la mesure de l’image de E dans le plan z**). 


16) H. Bohr, Uber streckentreue und konforme Abbildung, Math. Zeitschrift 1 
(1918), p. 416 (Hilfssatz 7). — La démonstration directe du lemme 2 est publiée 
dans le Bulletin de la Société Mathématique de France; D. Menchoff, Sur les 
fonctions monogénes, 59 (1931), p. 146. 
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En tenant compte du théoréme du § 4 et des lemmes 1 et 2 de ce 
paragraphe, on obtient immédiatement un lemme qui joue un réle fon- 
damental dans la démonstration du théoréme énoncé 4 la fin du § 1. 

Lemme 3. L’ensemble E et la fonction F(w) ayant la méme signi- 
fication que plus haut, swpposons que mes E > 0 et que la propriété K' 
est remplie en chaque point z de l'ensemble E qui est Vimage de E dans 
le plan z. 

Dans ces conditions la fonction F(w) posséde presque partout dans E 
une dérivée finie dont le module |F’(w)| est une fonction 4 carré sommable 
dans E. 


§ 6. 

Dans la démonstration du théoréme fondamental, énoncé 4a la fin 
du §1, nous nous servirons de la remarque suivante. Nous supposons 
que les conditions du théoréme sont vérifiées. Soit J’ un cercle quel- 
conque situé 4 l’intérieur du domaine 2. Désignons par Q |’ensemble 
des points, contenus dans J’, au voisinage desquels la fonction F(w) n’est 
pas partout holomorphe. Q est un ensemble fermé qui ne contient de 
points isolés que sur la circonférence du cercle [. Pour démontrer le 
théoréme il suffit de démontrer que l'ensemble Q ne contient pas de 
points & l’intérieur de J” quelle que soit la position de ce cercle a 
Vintérieur du domaine Q. 

Pour cela nous allons considérer les propriétés de l’ensemble Q. 
Soit P l'image de Q dans le plan z. Par hypothése, chaque point de 
lensemble P, sauf peut-étre les points d’un ensemble dénombrable, 
posséde la propriété K’. Il en résulte, d’aprés le lemme du § 2, qu'il 
existe un nombre positif o et une portion /J de l’ensemble P dans la- 
quelle la propriété K’ est remplie uniformément 4 ¢ prés. 

Nous supposerons, dans la suite, que le cercle I’ a une position 
fixe. Considérons les divers segments rectilignes situés dans le cercle I’. 
La correspondance entre les points des domaines 2 et D étant biuni- 
voque et bicontinue, les images dans le plan z de ces segments sont des 
courbes de Jordan simples. Dans la suite il nous sera nécessaire de con- 
sidérer les propriétés de ces courbes. Nous démontrerons le lemme 
suivant. 

Lemme. Supposons que la fonction F(w) est monogéne partout dans 
un cercle I’, intérieur au domaine 2, sauf aux points appartenant a un 
ensemble parfait Q,, situé dans I. En désignant par IT Vimage dans le 
plan z de l'ensemble Q,, nous supposerons, de plus, que dans l'ensemble IT 
la propriété K' est remplie wniformément 4 o prés, oi o est un nombre 
positif fixe inférieur a 7/1600. 
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Dans ces conditions il existe dans le plan w deux droites A, & A,, 
perpendiculaires Vune a Vautre, telles que la partie commune avec I de 
chaque droite paralléle 4 A, ou a A,, posséde dans le plan z une image de 
longueur finie, exception faite des droites dont les points d’intersection avec A, 
(pour les droites paralléles & 4,) ou avec A, (pour les droites paralléles 
& A,) forment des ensembles de mesure linéaire nulle. 

Démonstration. D’aprés la condition du lemme, la propriété K’ 


est remplie uniformément 4 o prés dans |’ensemble J7, ob 6 < 1a" Par 


suite, on peut trouver, d’une part, des rayons 1;(z), 1 = 1, 2, 3, dépendant 
des points z de l’ensemble J7 et, d’autre part, des rayons 7;(w), i = 1, 2,3, 
dépendant des points w de l’ensemble Q,, qui vérifient les conditions 
a), 8), a), b) et c) de la définition 1 du § 2. 

En numérotant convenablement les rayons T;(w), on peut trouver, 
en vertu des conditions a), c) et #), deux droites A, et A,, perpendicu- 
laires l’une & l'autre et situées dans le plan w, telles que pour chaque 
point w de l’ensemble Q, subsistent les trois conditions: 

1° Les rayons 7,(w) et 7,(w) sont situés du méme cété de la 
droite, passant par w et paralléle a A,. 

2° Les rayons T7,(w) et T;(w) sont situés du méme cété de la 
‘roite, passant par w et paralléle & A,. 

3° Les angles formés par les rayons 7;(w), « = 1, 2,3, avec chacune 
des deux directions de chaque droite 4, et A, sont supérieurs & 20¢. 

z étant un point quelconque de l’ensemble J7, désignons par 2, 
i = 1,2, 3, les points situés respectivement sur les rayons 1; (z), ¢ = 1, 2,3, 
& la distance o’ du point z, ot o’ est le nombre qui figure dans la 
définition 1 du § 2, [condition b)]. On a donc 


(1) 7%, = 0 (i = 1, 2, 3). 


Soient J;(w), 1 = 1, 2, 3, les images dans le plan w des segments 7%;. 
En comparant les propriétés 1°, 2° et 3° des droites 4,, 4, avec la con- 
dition b)*’), on obtient une quatriéme propriété des droites A, et Ay. 

4° Pour chaque point w de l’ensemble Q,, les courbes J,(w) et J,(w) 
sont situées du méme cété de la droite passant par w et paralléle 4 A,, 
tandis que les courbes J,(w), J,(w) sont situées du méme cété de la 
droite passant par w et paralléle a A,. 

Posons w = u+iv et considérons u et v comme des coordonnées 
cartésiennes rectangulaires du point w. On peut toujours supposer que 
dans le plan w les axes de coordonnées u et v coincident respectivement 
avec les droites 4, et A,. 


17) Définition 1 du § 2. 
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Désignons par 4, (v) et 6,(u) les cordes du cercle J’ paralléles respec- 
tivement a l’axe des u et a l’axe des v et situées respectivement a la 
distance v et u de ces axes"). 

Désignons par /’(v) et 2” (u) les images des cordes 6,(v) et 6, (u) 
dans le plan z. Pour démontrer le lemme, il suffit de démontrer que 
les courbes 2 (v) et 2” (u) sont rectifiables pour toutes les valeurs de v 
et u, sauf peut-étre les valeurs appartenant 4 des ensembles de mesure 
nulle. La démonstration étant la méme pour les courbes 7’ (v) et 2” (u), 
il suffit de démontrer la proposition pour les courbes 7’ (v). 

eustne F (w) = z(u,v) + ty (u, v). 

Puisque tous les points de l’ensemble [’]—Q, sont des points intérieurs 
& un ensemble ot la fonction F(w) est monogéne, les quatre dérivées 


partielles 
@) az dz ay ay 

Ou’ dv’ du’ dv 
existent et sont continues en chaque point de [7]—Q,. En vertu du 
lemme 2 du §5, on voit, de plus, que la fonction |F’ (w)| et, par suite, 
les fonctions (2) sont sommables dans l'ensemble 7 —Q,. Posons 


7, (u,v) = + Py (u,v) = oy 
aux points de l'ensemble [’—Q, et 9, (u,v) = (u,v) = 0 en dehors 
de cet ensemble. Les fonctions gy, (u,v) et g, (u,v) sont sommables dans 
le cercle [. Done, en vertu d’un théoréme de M. Fubini"’), les fonc- 
tions g, (u,v) et @,(u,v), considérées comme des fonctions d’une seule 
variable u sont sommables pour toutes les valeurs constantes de v, sauf 


oY 


des valeurs appartenant & un ensemble e de mesure nulle, 
(3) mes e = 0*). 

Désignons par q(v) l'ensemble des points situés sur la corde 6, (v) et 
appartenant a l'ensemble Q,. q(v) est un ensemble fermé. Désignons 
par u,(v) et us (v), u,(v) < u, (v), s = 1, 2,3,..., les coordonnées u des 
extrémités des segments contigus de l’ensemble q(v) et soient U’(v) et 
U” (v), U' (v) < U” (wv), les coordonnées u des extrémités de la corde 4, (v). 
Il résulte de ce qui précéde que 

U"@) U" (v) 
j |p, (u,v)|du < + o, f |p,(u,v)|\du< + @ 
u'@) a) 
pour toutes les valeurs de v qui n’appartiennent pas 4 l’ensemble e. 


. 


Puisque les fonctions g,(u,v) et g,(u,v) sont égales & zéro dans |’en- 


18) Nous prenons les valeurs algébriques de ces distances, 
19) Voir, par exemple, Carathéodory, Reelle Funktionen, Leipzig (1918), p. 632. 
20) Nous désignons, bien entendu, par mese la mesure linéaire de l'ensemble e. 
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. 


semble g(v) et coincident avec les dérivées 0z/du, Oy/Ou a lintérieur 
des segments contigus de cet ensemble, on obtient les inégalités 





u, (v) uy (w) 
~~ Ox “y y 
HM DS | |ilau<+e, >) \ 28 | du < + @. 
ors us!) u, (v) 


(Lorsque l’ensemble g(v) ne posséde qu'un nombre fini de segments con- 
tigus, les sommes dans les inégalités (4) ne contiennent qu’un nombre 
fini de termes.) 

Désignons par 2(v) l'image de l'ensemble g(v) dans le plan z. 
a(v) est un ensemble fermé, situé sur la courbe 7’ (v). 

Les points u,(v) + iv et u,(v)+iv, s = 1,2,3,..., sont les ex- 
trémités des segments contigus de l’ensemble qg(v). Nous désignerons 
par z,(v) et z,;(v) leurs images dans le plan z, et soit J,(v) l’are de la 
courbe 4’(v) dont les extrémités sont les points z,(v) et z,(v). Les 
courbes /,(v) sont des arcs contigus de l'ensemble 2(v) et les points de 
ces courbes, extrémités exclues, appartiennent a |’ensemble D’ — JJ, od 
D’ est l'image, dans le plan z, du cercle J. Puisque les dérivées 02/du 
et 0y/@u sont continues aux points de l'ensemble J’ — Q,, elles le sont en 
tous les points w = u-}-iv dont les images sont a l’intérieur des ares I, (v). 

Considérons une corde quelconque 6, (v) qui correspond & une valeur 
de v qui n’appartient pas 4 l’ensemble e. On trouve, en vertu des in- 
égalités (4) et de l’inégalité évidente 





(5) + (38) S|3e| + [asl 
que chacune des intégrales 
‘3 (5a) + (58) au 
posséde une valeur tain de plus, 
© 3 | 1G Ban<+e 
ome 8 iw 


En résumant les considérations précédentes on voit que chacune des 
courbes /,(v), s = 1, 2, 3, ..., est rectifiable et sa longueur s’obtient de la 
formule 


u, (wv) 


longueur de 1,(v) = { (52) + (52) dw. 


u, (v) 
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On obtient donc, en vertu de (5), 


(6) s longueurs de 1,(v) << + o, 


*=1 
lorsque v n’appartient pas 4 l’ensemble e. 


Partageons chacune des courbes 4’(v) en un nombre fini d’arcs 
A,(v), & = 1, 2,3,..., », tels que le diamétre de chacun de ces arcs 
soit inférieur & a’, oi o est le nombre défini précédemment™). On peut 
toujours supposer que chacun des arcs A,(v) ou bien fait partie d’une 
des courbes 1,(v), ou bien posséde des extrémités qui appartiennent a 
lensemble 2(v) et, par suite, & l’ensemble /7. 

Désignons par 2,(v) la partie de l’ensemble 2(v) située sur |’arc 
A,(v) et soit q,(v) Pimage de l'ensemble 2,(v) dans le plan w. Nous 
allons démontrer que pour chaque valeur de v qui n’appartient pas & 
ensemble e chacun des arcs A,(v) est rectifiable. Lorsque A,(v) est 
une partie d’une des courbes /,(v), cet arc posséde une longueur finie, 
puisque 1,(v) est rectifiable. Dans le cas contraire les extrémités de 
Yarc A,(v) appartiennent 4 l'ensemble 2 (v) et, par suite, a |’en- 
semble 2, (v). 

En vertu des conditions «) et £)**), on voit qu’il existe dans le 
plan z une direction rt possédant la propriété suivante: 

Si z est un point quelconque de l’ensemble /7 et si t(z) est un 
rayon issu du point z et ayant la méme direction que t, ce rayon t(z) 


se trouve & l’intérieur de |’angle [r, (2), T, (z)] et l’on a les inégalités 
(7) 2000 < [r (2), %, (2)] <F, 2000 < [r(2), t(2)] < F- 


Il résulte, d’aprés la propriété 4° des droites A,, A, et de la dé- 
finition des segments 6,(v), que les courbes J,(w) et J,(w) sont situées 
du méme cété du segment 6,(v), lorsque le point w appartient 4 |’en- 
semble 4, (v). 

Soit z un point quelconque de l’ensemble 2,(v). D’aprés la dé- 
finition des points z,,% — 1, 2,3, les segments 72; sont situés dans le 
plan z et l’on a 


(8) z, = 0’ (i = 1, 2, 3). 


Les courbes J,(w) sont les images dans le plan w des segments 72,. 
Donc, pour un point z quelconque de |’ensemble 2,(v), les segments 72, 
et zz, sont situés du méme cété de la courbe A,(v). Puisque les 


21) Le nombre » dépend en général de v. 
%2) Définition 1 du § 2. 
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points z,, + = 1, 2,3, se trouvent respectivement sur les rayons 1;,(z), il 
résulte donc des inégalités (7) que tous les points de la courbe A, (v), 
suffisamment rapprochés du point z, sont 
extérieurs & un angle w(z) (fig. 2) d’ouver- t(2) 
ture 2000 et de bissectrice r(z). Le 
diamétre de la courbe A,(v) étant inférieur 
ao’, on tire des relations (8) que cette 
courbe A,(v) est entiérement extérieure a 
langle w(z). 

Par définition, l’ensemble 2,(v) est 
la partie commune de |’ensemble 2(v) 
et de la courbe A,(v). Nous allons démontrer que sur chaque droite, 
paralléle & la direction rt, il y a au plus un point de cet ensemble 2, (v). 





En effet, lorsque les deux points z et 2” appartiennent 4 |’en- 
semble 2,(v), le point z’ est extérieur 4 l’angle w(z”) et le point 2” est 
extérieur 4 l’angle w(z’). Les cétés de ces deux angles étant paralléles 
et leurs bissectrices t(z’”) et t(z’) ayant la méme direction que t, il en 
résulte que les points z’ et z” ne se trou- 
vent pas sur une méme droite paralléle a (2? (2? 
la direction rt (fig. 3). 

Fixons dans le plan z les axes des 
coordonnées rectangulaires (X,Y) de telle 
fagon que la direction positive de l’axe Y a, 
coincide avec la direction t. Désignons 
par @ la projection sur l’axe des X de 
l’ensemble 2, (v) et définissons la fonction 
Y = ¢(X) de la maniére suivante: 





Fig. 3. 


I. Lorsque X appartient 4 l'ensemble @, y(X) est égale & la coor- 
donnée Y du point de l'ensemble 2,(v) dont la premiére coordonnée 
est X. 

II. @ (X) varie linéairement dans chaque intervalle contigu de |’en- 
semble @, en restant continue aux extrémités de cet intervalle. 

En désignant par X, et X, les extrémités de l’ensemble @, on voit 
que la fonction g(X) est continue dans |’intervalle (X,, X,) et ne prend 
qu’une seule valeur pour chaque valeur de X dans cet intervalle. 

Puisque pour chaque point z de |’ensemble 2,(v) la courbe A, (v) 
est extérieure 4 l’angle w(z), on obtient de la condition I et de la 
définition de l’angle w (z): 


~ 6} — 102) < 229= $29 < og (5 — 100) 
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pour des valeurs X’ et X” quelconques de l'ensemble @. En tenant 
compte de la condition II, on voit ensuite que cette inégalité subsiste 
pour toutes les valeurs X’ et X” de lintervalle (X,, X,). 

La fonction g(X) posséde donc des nombres dérivés bornés dans 
lintervalle (X,, X,). Par suite, il existe presque partout dans |’inter- 
valle (X,, X,) une dérivée g’(X) qui est sommable dans cet intervalle 
et l’on a, de plus, en vertu d’un théoréme connu de M. Lebesgue, 


x 
p(X) — p(X) = | gy (X)dX 
Xo 
pour toutes les valeurs de X dans |’intervalle (X,, X,). Il en résulte 
que la courbe définie par l’équation Y = p(X) est rectifiable. 

L’ensemble fermé 2,(v) étant situé sur cette courbe et les 1, (v) 
étant les arcs contigus de l’ensemble 2(v) sur la courbe 4’ (v), il résulte 
de l’inégalité (6) que la courbe A,(v) est rectifiable. 

Nous avons considéré jusqu’é présent le cas ov il existe sur la 
courbe A, (v) des points intérieurs appartenant 4 l’ensemble a(v). Dans 
le cas contraire la courbe A,(v) est une partie d’un des ares |,(v) et, 
par suite, posséde une longueur finie, puisque les /,(v) sont rectifiables. 

Comme les considérations précédentes sont valables pour toutes les 
valeurs de v qui n’appartiennent pas 4 l’ensemble e, on voit, en vertu 
de la définition des courbes A,(v) et de la relation (3), que les courbes 
2’ (v) sont rectifiables pour toutes les valeurs de v, sauf peut-étre les 
valeurs appartenant & un ensembie de mesure nulle. 

On démontre de la méme maniére que les courbes 4” (u) sont rectifiables 
pour toutes les valeurs de u, sauf peut-étre les valeurs appartenant 4 un 
ensemble de mesure nulle. La démonstration du lemme est done achevée. 

Complément au lemme. Dans |’énoncé du lemme on peut 
prendre pour les droites A, et A, deux droites perpendiculaires quel- 
conques qui vérifient les conditions~-1°, 2° et 3°. 


§ 7. 


Pour achever la démonstration du théoréme énoncé 4 la fin du §1 
nous devon’ nous servir du lemme 3 du §5 et d’un autre lemme fon- 
damental qui sera démontré dans le §9. Mais tout d’abord il nous faut 
considérer les propriétés de certaines figures planes que nous définirons 
dans ce paragraphe. 

Définition 1. Nous dirons qu’une courbe 4, située dans un plan, 
est un segment a a prés, lorsqu’elle est rectifiable et, de plus, 

(1 —o) longueur de 2 < M,M, 
ou M, et M, sont les extrémités de la courbe A. 
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Définition 2. Nous dirons qu’un domaine plan est un presque- 
parallélogramme du type (1,c), lorsque les conditions suivantes sont 
vérifiées : 


a) La frontiére de ce domaine est une courbe de Jordan fermée simple. 

B) Il existe sur la frontiére de ce domaine deux segments recti- 
lignes w, i, et ,,, paralléles l'un 4 l’autre**). 

y) Si l'on désigne respectivement par _w,w, et _w,w, les arcs situés 
sur la frontiére du domaine considéré et compris entre les points w,, w, 
et w,,w, et si w’ et w” sont des points quelconques, situés respective- 
ment sur les courbes _w,w, et _w,w,, on a les inégalités 


8 8 
[w, ,, 0,0] <3 Vo, [w, @,, Dy wjl< 3 Vo. 
8 
6) [wy w,, D, D,] < 3a. 


Wy w” %, 











Fig. 4. 


Pour un presque-parallélogramme du type (1,0) on peut démontrer 
le lemme suivant. 

Lemme 1. En conservant les notations précédentes, supposons qu’on 
puisse trouver sur les segments w,w, et Ow, deux points w,, et w,, tels que 


(1) x- BYe> (are, D,, 7B) > Ye, n- 25 Vo > [iirw, W,, 0, 5-5) > 6. 


Dans ces anaes la distance entre les droites sur lesquelles se trou- 


vent les segments w,, et w,w, est inférieure a chacune des quantités 


1 
(2) W, W, W, Ww, 


a R , 5 . 
sin25Va sin 25Vo 





Démonstration. Supposons, pour fixer les idées, que ,,, 
<= #,,%,. On a alors, en vertu de 46) et (1), #,%,, = ,4,,. Tragons 
par les points w,, et w,, deux droites paralléles respectivement aux segments 
“@,w, et w,w,. On voit immédiatement que ces deux droites possédent 
respectivement des points communs w’ et w” avec les segments w,w, et 
,,, d’or il résulte 


v.09" SW, WO Svy,. 








28) Nous choisissons les notations de telle fagon que les points w,, wa, wz et w, 
soient situés dans un ordre cyclique. 
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En tenant compte des inégalités (1), on voit par la considération 
des triangles w,,w,,w” et w,,w,,@’ que la distance entre les droites sur 
lesquelles se trouvent les segments w,w, et w,w, est inférieure 4 la plus 
petite des quantités 





W,,0" w,,' 
~ , 8 
sin 25Vo sin 25Va 
et, par suite, inférieure & chacune des quantités (2), c. q. f. d. 
Nous avons encore besoin d’une troisiéme définition. 





Définition 3. Nous dirons qu’un domaine plan est un presque- 
parallélogramme du type (2, c), lorsque les conditions suivantes sont 
vérifiées : 

a) La frontiére de ce domaine est une courbe de Jordan fermée simple. 

b) Il existe sur la frontiére de ce domaine deux segments rectilignes 
z,2, et #2, sans points communs et tels que 


lan am) < Vo"). 


c) Les ares _z,z, et _z,z, de la frontiére, compris respectivement 
entre les points z,,z, et z,,2z, sont des segments a o prés. 


n~ 


d) anna < Vo. 


Z Z Le Zz / Z 





4 


4% 


Fig. 5. 


Désignons par z,2,z,z, le presque-parallélogramme en question. On 
peut démontrer les lemmes suivants. 


Lemme 2. Lorsque 2,2,2,2, est un presque-parallélogramme du 
type (2,0), les inégalités 
a4,< Vo longueur de ~z,z,, \o < ia 
entratnent Vinégalité 
longueur de _z,z, > (1 — 10 Vo) longueur de  z, z, 
> 4 longueur de 2, z,. 


24) Nous choisissons les notations de telle fagon que les points z,, 2), Zs, 2, 
soient situés dans un ordre cyclique. 








roa 
F, 
2 
> 


Vee rr a 









eee ae 


i 
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Lemme 3. Swpposons qu’un presque-parallélogramme 2,2,2,2, du 
type (2,0) vérifie les conditions 


- 8 
Vo< ie00’ 2,4, < Vo.longueur de -z, z,. 


8 

Désignons par 2,2; Vare de longueur égale 4 Yo.longueur de _z,2, qui 
est situé sur la courbe _z,z, et posséde le méme centre z,, que cette 
courbe*) ; de la méme maniére, désignons par _2,2, Vare de longueur 
égale 4 Va.longueur de _2,2, qui est situé sur la courbe _2,z, et posséde 
le méme centre z,, que cette courbe. Supposons, de plus, qu’il existe dans 
le plan du presque -parallélogramme z,2,2,2, un rayon rectiligne A,, (ou 
un rayon A,,) qui posséde les propriétés suivantes: 

a) L’extrémité du rayon A,, (ou bien de A,,) se trowve sur la courbe 
_2; 2% (ou bien sur _2,2;). 

b) Le rayon A,, (ow A;,) se trouve du méme céte de la courbe 
_2,% (ou _2,2,) que le presque -parallélogramme z, *s 2, 2,. 


c) Ve < [dem] <= —25Ve 


(ou 25 Vo <([4,,%4]<2- 95 Vo). 
Dans ces conditions le rayon A,, (ou A,,) posséede des points communs 
avec la courbe _z,z, (ou _z,2,)**). 
Nous omettons les démonstrations de ces deux lemmes qui sont 
tout & fait élémentaires. 
Lemme 4. En conservant les notations précédentes, swpposons que 


& 
Vo< ap ah ee 


laa< nee 


< longueur de _z, 2, << 2 5, 4,- 
o o 
Dans ces conditions Vaire du presque - parallélogramme 2,2,2,%, est 
supérieure a 


H 


4 
1Vo (longueur de 2, z,)’. 
On obtient immédiatement la démonstration de ce lemme en tenant 
compte des inégalités 


Yaire du triangle z, z,z, > $%,4,° 2, 4%, x sin 25 Vo 


> 5-2 za, Vo, 
$longueur de z,z, < 4, 4,, 
}longueur de _z,z, < £7, < 22,%,, 
25) Nous dirons qu’un point 2’, situé sur une courbe, est le centre de cette 
courbe, lorsque z’ partage la courbe en deux parties de longueurs égales. 
26) Voir la fig. 5. 
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et en remarquant que, d’une part, les distances des points de la courbe 
_Z,% au segment 7,2, sont inférieures A 7,2, - Vo et que, d’autre part, les 
distances des points de la courbe _z,z, au segment 7,7, sont inférieures 
& £,2,° Vo. 

Nous signalerons encore un lemme qui est tout a fait évident. 

> 5 Se YT? . 7 Se a a > “a y - 

Lemme 5. Etant donnés trois segments 2,2, 2,2, et 2,2,, suppo 

sons que 


= eS x 
2,24,< 2Vo-% Za, [2, 24s %y 43) < Vo, 


Ve <[F%, Aa] <a —BYVo. 


Dans ces conditions les segments 2,2, et 7%, n'ont pas de points com- 
muns et, de plus, 


R 
£,2, > Vo-Z,2,. 
Nous ajouterons encore la définition suivante: 


Nous dirons que les courbes _z,z, et _z,z, sont des bases du presque- 
parallélogramme 2z, 2, 2; Z,. 


§ 8. 

Nous considérerons dans ce paragraphe certaines propriétés des courbes 
rectifiables et des ensembles parfaits qui nous seront nécessaires pour la 
démonstration du lemme fondamental du §9. Nous rappellerons tout 
d’abord certaines définitions. Considérons. un ensemble parfait partout 
discontinu, situé dans un plan. On définit avec M. Painlevé la lonqueur 
d’un tel ensemble de la maniére suivante: 


Définition 1. On commence par enfermer tous les points de 
ensemble dans des contours fermés simples et rectifiables, en nombre 
fini, extérieurs l'un a l'autre. La longueur de l'ensemble sera alors la 
plus petite des limites de la somme des longueurs de ces contours, 
lorsque leurs dimensions tendent simultanément vers zéro. 

En méme temps, nous définirons la mesure linéaire d’un ensemble E, 
situé sur une courbe rectifiable simple. A cet effet, on établit une corres- 
pondance biunivoque et bicontinue entre les points de cette courbe et 
d’un certain segment rectiligne de telle fagon que la longueur d’un are 
compris entre deux points quelconques de la courbe soit égale a la dis- 
tance entre Jes points correspondants sur le segment considéré. En 
désignant par E l'ensemble qui est formé des points du segment corres- 
pondant aux points de l’ensemble E, on suppose, par définition, que la 
mesure linéaire de l’ensemble E est égale & la mesure linéaire de |’en- 
semble £. 












SE ee 


Se ee ee SE 
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On peut définir directement la mesure linéaire d’un ensemble situé 
sur une courbe rectifiable, en procédant de la méme maniére que sur 
une droite 4 condition de se servir des arcs de la courbe au lieu des 
segments rectilignes. 

On voit sans peine qu’un ensemble parfait de mesure linéaire nulle 
posséde une longueur nulle au sens de M. Painlevé. 

Récipioquement, tout ensemble parfait partout discontinu, situé sur une 
courbe rectifiable et possédant une longueur nulle au sens de M. Painlevé, 
est un ensemble de mesure linéaire nulle. 

Nous nous servirons dans la suite de la définition suivante: 

Définition 2. Nous dirons qu’un segment rectiligne, situé & 
l’intérieur du domaine 2, posséde la propriété N, lorsque tout ensemble 
parfait, situé sur ce segment et ayant une mesure linéaire nulle, posséde 
dans le plan z une image de longueur nulle au sens de M. Painlevé*’). 

Supposons que la fonction F (w), définie comme précédemment, soit 
holomorphe a |’intérieur d’un certain domaine 2’, situé dans le domaine Q. 
Soit Q un ensemble parfait partout discontinu, situé 4 l’intérieur du 
domaine 22’ et possédant une longueur nulle au sens de M. Painlevé. Il 
est facile de vérifier que, dans ces conditions, l’image de |’ensemble Q 
dans le plan z posséde aussi une longueur nulle. Cette affirmation 
est valable méme dans le cas oi l'ensemble posséde un nombre fini de 
points communs avec la frontiére du domaine 2’. Il en résulte le lemme 
suivant: 


Lemme 1. Supposons que la fonction F(w) est holomorphe a Vin- 
térieur d’un domaine Q', situé dans le domaine Q. Soit i, w, un segment 
rectiligne dont tous les points, sauf peut-étre les extrémités, se trowvent a 
Vintérieur du domaine Q. 

Dans ces conditions le segment i,w, posséde la propriété N. 

Nous introduirons encore une définition: 

Définition 3. Nous dirons qu’une courbe de Jordan simple ~z, z, 
est unie do prés, lorsqu’elle est rectifiable et que, de plus, il existe sur cette 
courbe un ensemble parfait @ qui posséde les propriétés suivantes: 

a) mes lin @ > (1 —) longueur de  z, z,; 

B) les extrémités de la courbe _z,z, appartiennent 4 l'ensemble @; 

y) quels que soient les points z’ et 2” de la courbe _z,z, dont |’un 
au moins appartient 4 l’ensemble @, la partie de la courbe _z,z,, com- 


27) Voir aussi D. Menchoff, Sur la représentation conforme des domaines plans, 
Math. Annalen 95 (1926), p. 657. 
Mathematische Annalen. 109. 9 
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prise entre les points 2’ et 2”, est un segment 4 o prés (définition 1 
du §7); 

6) <’ et 2” étant deux points quelconques de l’ensemble @ et 2”, 2’ 
étant deux points arbitraires de la courbe _z;z,, on a l'une des inégalités 


[FP FA] <a ou [FF", WF] <a, 


mt AV 
Zz 


suivant que le sens de parcours des arcs ~2z'2” et _z est le méme 


ou opposé. 
L’ensemble @ sera dit le noyau de la courbe  z, z 
On peut démontrer le lemme suivant: 


Lemme 2. Soit L une courbe rectifiable plane quelconque sur la- 
quelle se trouve un ensemble parfait x, de mesure linéaire positive et soit o 
un nombre positif arbitraire. Il existe toujours sur la courbe L une courbe 


s 


_2) 2 qui est unie a o prés et dont le noyau se trouve sur l'ensemble x,. 


On peut d’ailleurs supposer que les extrémités de la courbe 2 z® 
soient des points de seconde espéce de l'ensemble x,**). 


Démonstration. Soitz=2-+iy, x et y étant les coordonnées 
rectangulaires du point z. Supposons que la courbe L posséde, en un 
point z, une tangente déterminée et désignons par (z) la valeur non 
négative et inférieure & 2 de l’angle qui est formé par la direction posi- 
tive de l’axe des xz et par la direction positive choisie sur la tangente. 
Pour fixer les idées, nous supposerons que la direction positive sur la 
tangente correspond au parcours de la courbe L dans le sens de 2z; 
vers z,, ou 2, et 2, sont les extrémités de la courbe L. 


En supposant toujours qu’il existe une tangente déterminée au point 
z de la courbe L, prenons un autre point quelconque z’ de cette courbe. 
Nous désignerons alors par 7 (z,z’) la direction de la tangente au point z 
qui coincide avec le sens de parcours de la courbe _zz’ de z a 2’. 

Il est bien connu que la tangente et, par suite, la quantité « (z) 
est définie en tous les points de la courbe L, sauf peut-étre aux points 
d’un ensemble e de mesure linéaire nulle. Il en résulte qu’en tous les 
points z de la courbe L, qui n’appartiennent pas a l'ensemble e¢, la 
valeur de l’angle (T (z,2’), 7) tend vers zéro, lorsque le point z’ tend 
vers z, en restant toujours sur la courbe L. D’autre part, le rapport 


longueur de _zz’ 





zz 


28) Un point d’un ensemble parfait, situé sur une courbe de Jordan simple, 
est dit wn point de seconde espéce, lorsque ce point n’est pas extrémité d’un arc 
contigu & cet ensemble. 












df 











Représentations qui conservent les angles. 131 


tend vers l’unité presque partout sur la courbe L, lorsque le point 7 
tend vers z de la méme fagon que précédemment**). 


En se servant d’un théoréme d’Egoroff®), on peut définir sur la 
courbe Z un ensemble parfait 2’ de mesure linéaire supérieure & 


longueur de ZL — mes lin x, 
sur lequel les quantités 


(T (2, 2’), 27] et longueur de _ zz 





22! 

tendent uniformément respectivement vers zéro et vers |’unité, lorsque 2’ 
tend vers z en restant toujours sur la courbe LZ. II en résulte qu’on peut 
définir un nombre positif 6 tel que 


(1) [T (2,2'), 22] <§, 





longueur de _ zz’ 


—l<e 


pour tous les points z de l’ensemble 2’ et pour tous les points z’ qui se 
trouvent sur la courbe L et vérifient l’inégalité 


(2) longueur de _z2’ << 4. 


On peut d’ailleurs choisir le nombre 6 aussi petit que l’on veut. 


**) Voir: Lebesgue, Lecons sur l’intégration, 2-iéme édition, p. 201. 

L’énoncé du théoréme de M. Lehesgue est le suivant: 

z= x+iy dant un point quelconque de la courbe rectifiable _z, z,, on désigne 
par s la longueur de lV'are _z,z de cette courbe. Alors la courbe _z, 2, posséde une 
tangente déterminée et, de plus, on a la relation 


dz\? jdy\? __ 
() (aa) + (3) =2 
pour toutes les valeurs de s, sauf peut-étre les valeurs d’un ensemble de mesure nulle. 


On obtient immédiatement de ce théoréme |’affirmation énoncée dans le texte, 
si lon remarque que pour s = longueur de _2z,z la relation 


longueur de _zz' _ 1 





lim = 
s’-?>3 zz 
est une conséquence de la relation (a). 

80) Egoroff, Sur les suites de fonctions mesurables, Compt. Rend. de l’Académie 
des Sciences Paris 152 (1912), p. 244. 

L’énoncé du théoréme d’Egoroff est le suivant: 

Lorsque une suite de fonctions mesurables f, (x), n = 1, 2,3,..., définie dans 
un ensemble E de mesure positive, possede presque partout dans E une limite finie f(x) 
pour n—» «, on peut définir um ensemble parfait P, appartenant a E et de mesure 
aussi voisine que l’on veut de la mesure de E, dans lequel {, (x) tend uniformément 
vers f(x) pour n+ @. 

Le théoréme reste valable, lorsque E est un ensemble de points situé dans 
espace 4 plusieurs dimensions et lorsqu’on remplace l’indice entier n par un para- 
métre continu. 

g* 
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Il est aisé de voir que la fonction w(z) est mesurable. Donc, en 
vertu d’un théoréme de M. Lusin®'), on peut définir sur la courbe Z un 
ensemble parfait x” qui posséde les propriétés suivantes: 

a) mes lin x” > longueur de L — mes lin z,; 

b) la fonction w(z) est uniformément continue dans l’ensemble 2”. 

On pent d’ailleurs supposer que |’ensemble 2” appartient 4 2’. En 
diminuant convenablement le nombre 6, défini précédemment, on peut 
supposer, de plus, que pour deux points arbitraires z et z’ de l’ensemble 2” 
Vinégalité (2) entraine |’inégalité 


(3) | w (z) — w(2')| < $- 


Désignons par x” la partie commune des ensembles 2” et 2,. 
x” est un ensemble fermé et il résulte de l’inégalité a) que cet ensemble 
n’est pas vide et posséde une mesure linéaire positive, 

(4) mes lin 2’” > 0. 

Soit z un point d’épaisseur linéaire de l'ensemble x” et soit z® un 
point quelconque de la courbe L. En désignant par 2(z,z®) la partie 
de l'ensemble x” comprise entre les points z“ et z®, on obtient, en 
vertu de la définition d’un point d’épaisseur linéaire, 


ne 


lim mes lin x (z", z™) “ae 
#2)» <») longueur de _ 2" 2“ 





Par suite, pour tous les points z® de la courbe LZ, suffisamment voisins 
de z™, on a l’inégalité 
(5) 1 


mes lin (2, 2) 
longueur de _ 2‘? -®) 





<= ¢. 


Choisissons un point déterminé z pour lequel subsistent simultané- 
ment l’inégalité (5) et l’inégalité 
(6) longueur de _ zz) < 6, 
Soit @ le noyau parfait de l'ensemble x (z, z®)**). Le point z“ est 
évidemment un point de seconde espéce de l’ensemble @ et l’on peut 
aussi supposer que le point z®) posséde la méme propriété. 





51) Lusin, L’intégrale et la série trigonométrique, 1915 (en russe). 

L’énoncé du théoréme de M. Lusin est le suivant: 

Lorsqu’une fonction f(x) est mesurable et finie presque partout dans un ensemble 
mesurable E, on peut définir un ensemble parfait P,, appartenant & E et de mesure 
aussi voisine que l’on veut de la mesure de E, dans lequel la fonction f(x) est uni- 
formément continue. 

5?) Lorsqu’an ensemble fermé E est décomposé en devx parties @ et N sans 
points communs dont l'une est parfaite et l’autre finie ou dénombrable (ou bien 
vide), l'ensemble @ sera dit le noyau parfait de l'ensemble E. 





— 








Représentations qui conservent les angles. 


I] résulte de l’inégalité (5) 


mes lin@ > (1 —o) longueur de _ 2 z®), 


Nous avons donc les propriétés «) et #8) de la courbe unie a a prés, 
lorsqu’on considére @ comme un noyau de la courbe _ zz. Puisque 
ensemble @ est une partie de l’ensemble 2” et, par suite, de l’ensemble 2’, 
on obtient aussi les propriétés y) et 6), si l’on tient compte des in- 
égalités (1), (2) et des inégalités (3), (6). La courbe _zz® est donc 
unie & o prés et son noyau coincide avec l’ensemble @. Ce dernier 
ensemble étant une partie de 2, et les points z“) et 2 étant des points 
de seconde espéce de 2z,, le lemme 2 se trouve complétement démontré. 

Dans la suite, nous aurons encore besoin du lemme suivant: 

Lemme 3. e éant un ensemble de mesure linéaire positive, situé sur 
une courbe rectifiable L, on peut faire correspondre a4 chaque nombre positif a 
un ensemble parfait x’ appartenant a e, et un nombre positif x = x(a) 
qui vérifient les conditions suivantes: 

1° mes lin 2’ > (1 — co) mes line. 

2° La distance de chaque point de l'ensemble x’ aux extrémités de la 
courbe L est supérieure a x. 

3° _ 2,2, dant un are quelconque de longueur inférieure ad x, situé sur 
la courbe L et contenant des points de Vensemble x’, on a 

mes lin e(z,, z,) > (1 —o) longueur de _ z, 2g, 

ot e(z,,2,) est la partie de Vensemble e située sur Vare _ z,2,. 

Démonstration. z étant un point quelconque d’épaisseur linéaire 
de l’ensemble e, on a 


mes lin e (z,, 9) 


lim i q 
:, >; longueur de ~ 2, 2, 
z9—> 2 





= j, 


ou _2,2, est un are arbitraire, contenant le point z et situé sur la 
courbe ZL. Donc, en vertu du théoréme déja cité d’Egoroff, on peut 
définir, pour chaque nombre positif ¢, un ensemble parfait 2’, appartenant 
ae, et un nombre positif x tels que les conditions 1° et 3° soient 
vérifiées. I] est d’ailleurs évident qu’on peut définir l’ensemble 2’ et 
le nombre x de telle fagon que la condition 2° soit aussi vérifiée. Le 
lemme est donc démontré. 


§ 9. 
Lemme fondamental. Les domaines D, Q et la fonction F (w) ayant 


la méme signification que plus haut, supposons que F(w) est monogéne en 
chaque point du domaine 2, sauf peut-étre aux points d’un ensemble par- 











134 D. Menchoff. 


fait Q qui se trowve dans Q et contient des poinis intérieurs a ce domaine. 
En désignant par IT Vimage dans le plan z de Vensemble Q, supposons, de 
plus, que la condition K’ est remplie partout dans I], sauf peut-étre aux 
points d’un ensemble, appartenant 4 [] et partout de deuxiéme catégorie 
sur IT. 

Dans ces conditions on peut trouver a Vintérieur de Q un cercle Q’ 
qui contient 4 son intérieur des points de Vensemble Q et qui posséde deux 
diamétres d, et d,, perpendiculaires l'un a Vautre et tels que chaque corde de QQ’, 
paralléle 4 d, ou a d,, a la propriété N, exception faite des cordes dont les 
points d’intersection avec d, (pour les cordes paralléles & d,) ou avec d, 
(pour les cordes paralléles 4 d,) constituent des ensembles de mesure liné- 
aire nulle. 

Démonstration. Sans restreindre la généralité de la démonstration 
on peut supposer que la correspondance entre les points des domaines D 
et Q soit continue méme sur les frontiéres de ces domaines. Donc il 
existe deux fonctions ¢(h) et h(A) d’arguments positifs qui ne prennent 
que des valeurs positives et, de plus, vérifient les conditions suivantes: 

I. Lorsque les points z’, w’ et 2”, w” se correspondent mutuellement, 
linégalité 

Ze <h 
entraine |’inégalité 
ww’ < e(h) 
pour tous les points 2’ et 2” du domaine D et, de méme, |’inégalité 
ww ch 
entraine l’inégalité 
Zz” < h(A) 
pour tous les points w’, w’ du domaine 2. 
IT. lim e(h) = 0, lim A(A).= 0. 
h—>o io 

D’aprés les conditions de ce lemme, on peut trouver, en vertu 

du lemme du §2, une portion /7’ de |’ensemble /7 dans laquelle la pro- 
8 


priété K’ est remplie uniformément 4 Yo prés, ot o est un nombre positif 
vérifiant l’inégalité 


8 
(1) Vo < sas- 
Soit 4, un nombre positif pour lequel subsiste l’inégalité 


(2) h(a) <o’, 
ou o’ est le nombre positif qui figure dans la définition 1 du § 2. 
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En désignant par Q’ l’image dans le plan w de l'ensemble /7’, on 
voit que l’ensemble Q’ est une portion de Q. On peut toujours supposer, 
en choisissant convenablement /7’, que |’ensemble Q’ soit une telle portion 
qui est définie par un cercle 2’, intérieur 4 Q et de diamétre inférieur 
a A,. D’aprés la définition d’une portion d’un ensemble parfait, |’en- 
semble Q’ contient des points intérieurs au cercle Q’. En tenant compte 
de la définition 1 du §2, on peut affirmer qu'il existe, d’une part, des 
rayons t,(z), ¢ = 1, 2,3, dépendant des points z de l’ensemble //’ et, 
d’autre part, des rayons 7;(w), i = 1, 2,3, qui possédent toutes les 
propriétés figurant dans cette définition™). En numérotant convenable- 
ment les rayons 7,(w), on peut trouver, en vertu des propriétés a), £) 
et c) (définition 1 du § 2), deux droites A, et A,, perpendiculaires |’une 
& l'autre et situées dans le plan w, telles que pour chaque point w de 
l’ensemble Q’ subsistent les trois conditions suivantes: 


1° Les rayons 7,(w) et T,(w) sont situés du méme cété de la droite, 
passant par w et paralléle a A,. 


| 2° Les rayons 7,(w) et T,(w) sont situés du méme cété de la droite, 
passant par w et paralléle a A,. 


eee 


3° Les angles formés par les rayons 7’; (w),i = 1, 2, 3, avec chacune 
des deux directions opposées de chaque droite 4, et A, sont supérieurs 


8 
& 20 Vo*). 

On peut toujours supposer que les droites 4, et A, passent par le 
centre du cercle 2’. 

En vertu des conditions de notre lemme, la fonction F(w) est 


monogéne partout 4 |’intérieur du cercle 2’, sauf peut-étre aux points 
de l’ensemble Q’. Dailleurs dans l’ensemble /7’ la propriété K’ est rem- 


8 

plie uniformément & Yo prés. En tenant compte du lemme du §6 et 
surtout du complément & ce lemme (fin du §6), on voit, d’aprés les 
conditions 1°, 2°, 3°, et l’inégalité (1), que chaque corde du cercle 2, 
paralléle & A, ou & A,, posséde dans le plan z une image de longueur 
finie, exception faite des cordes dont les points d’intersection avec A, 
(pour les cordes paralléles & 4,) ou avec A, (pour les cordes paralléles 
& A,) constituent respectivement des ensembles e, et e, de mesure 
linéaire nulle, © 


3 (3) mes line, = 0, mes line, = 0. 


x 
85) Tl faut naturellement remplacer o par Vo et les ensembles /7, Q par JT et Q’. 
34) Nous raisonnons ici comme dans la démonstration du lemme du § 6. 
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Désignons par G, (ou bien par G,) l’ensemble de points d’inter- 
section de la droite A, (ou bien 4,) avec les cordes du cercle QQ, 
paralléles & A, (ou bien A,) et ne possédant pas la propriété N. 
Pour la démonstration du lemme il suffit de démontrer que chacun des 
ensembles G, et G, posséde une mesure linéaire nulle. La démonstration 
étant la méme pour les deux ensembles G, et G,, nous démontrerons 
seulement que 

mes linG, = 0. 


Supposons au contraire que 
(4) mes lin ext G, > 0"). 


Désignons par G’ l'ensemble des points de G, qui n’appartiennent 
pas 4 l'ensemble e,. On a, en vertu de (3) et (4), 


(5) mes lin ext G’ > 0. 


Soit # un point quelconque de |’ensemble G’ et soit A(#) une corde 
du cercle 2’, paralléle & la droite A, et passant par le point #. On 
voit, en vertu de la définition des ensembles G’ et e,, que l’image dans 
le plan z de la corde A(w#) est une courbe rectifiable. 

Puisque la corde A(#) ne posséde pas la propriété N, il existe sur 
cette corde un ensemble parfait g,(#) de mesure linéaire nulle dont 
l'image dans le plan z, que nous désignerons par 2,(#), posséde une 
longueur positive au sens de M. Painlevé et, par suite, une mesure 
linéaire positive). On a donc 


(6) mes lin q,(#) = 0, 
(7) mes lin x, (#) > 0. 


On peut supposer, de plus, en remplagant l'ensemble g,(#) par 
une de ses parties, que chaque portion de cet ensemble posséde dans 
le plan z une image de longueur positive*’). La fonction F(w) étant 
monogéne partout 4 |’int4rieur du cercle 2’, sauf peut-étre aux points de 


55) Nous désignons par mes lin ext G, la mesure linéaire extérieure de cet 
ensemble. 

36) On peut d’ailleurs supposer qu’aucun point de |l’ensemble g)(#) ne coincide 
avec les extrémités de J (#). 

57) Nous nous servons ici de la proposition suivante: 

Lorsqu’un ensemble parfait discontinu P &@ deux dimensions posséde une lon- 
gueur positive (finie ou non), il existe un autre ensemble, appartenant @ P, dont 
chaque portion posséde une longueur positive (non nulle). 

Menchoff, Sur la représentation conforme des domaines plans. Math. Annalen, 
95, 650 (lemme 3 du § 3). 
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ensemble Q’, il résulte du lemme 1 du §8, que l'ensemble 2,(#) appar- 
tient a JT’, 


(8) 7, (i) ¢ IT’. 

En diminuant convenablement |’ensemble 2,(#@) on peut supposer, 
en vertu du lemme 2 du §8, que cet ensemble soit le noyau d’une 
certaine courbe rectifiable L,(#) qui est unie a a prés. La courbe 
L,(#) constitue naturellement une partie de la courbe qui est |’image 
dans le plan z de la corde A(#). Il est clair qu’on peut déter- 
miner 4 l’intérieur de la courbe L,(#)**) une autre courbe L(#) qui est 


aussi unie A 3 prés et dont le noyau 2(#) est la partie de l’en- 


semble 2,(#) sur la courbe L(#). Il suffit de prendre les extrémités de 
la courbe L (#) assez voisines des extrémités de la courbe L,(#). On peut 
d’ailleurs supposer que les extrémités de la courbe L (7) soient des points 
de seconde espéce de l’ensemble 2,(%#). Nous pouvons, de plus, sup- 
poser que 

(9) longueur de L (#) > } longueur de L, (#). 


Soit q(%) l'image dans le plan w de l’ensemble 2(7#). II résulte de (6) 
et (8): 
(10) mes lin g(#) = 0, 
(11) q(#) C q("), ql") c Oe. 
Désignons respectivement par 2’ = 2z'(#), 2” =z" (#) et par z = 2 (7), 
2 = 2 (#) les extrémités des courbes L (#) et L,(#) et soient w' = w' (7), 
" = w" (®), w, = wy (#), wy = wi (i) les images dans le plan w des 
points z’, 2”, 2, et 2. En désignant par 4(#) et 6,(#) les segments 
rectilignes dont les extrémités sont respectivement w’, w” et w,, wy), on 
voit que 6(w#) et 6,(#@) sont des images des courbes L(w) et L,(#). 
Donec le segment 6(#) se trouve 4 |’intérieur du segment 6, (i), d’ou il 
résulte 
(12) w+, w+ wy. 
Il est clair que les segments w,w, w’w, sont paralléles 4 la droite A, 
et que l’ensemble q(#) se trouve sur le segment 6(#) = ww” Dans 
toutes ces considérations le point # est un point arbitraire de ]’ensemble G’. 
p, m étant des nombres entiers positifs et n’,n”, » étant des nom- 
bres entiers positifs, négatifs ou nuls, désignons par G(p, m,n’, n”, v) 


38) Nous dirons qu’une courbe L(w) est 4 l’intérieur d’une autre courbe Ly (ww), 
lorsque L (#) est une partie de Ly(w) et, de plus, les extrémités de la courbe L(w) 
ne coincident pas avec les extrémités de la courbe L,(w). 
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Vensemble des points #* qui appartiennent 4 l’ensemble G@’ et vérifient les 
conditions 


—7 1 = 1 73 1 

A " U _, 7 —, w w’ ane 

) ww > ; ww, > - > - 
B) =n < longueur de L(7) = = 


n'+1 n” 


. = " ” 1 
C) B<*" S55 2p a 


2p 





<¥w" Ss ’ 
ot lon désigne par #w’ et #w” des valeurs algébriques des segments, 
c’est-a-dire on choisit une direction positive sur la droite 4, et l'on 
prend les longueurs des segments 7 w' et #w” avec le signe (+) ou (—) 
conformément 4 leur direction. 
D) mo < (02,72) < (m+1)e, 
ou l’on désigne par Oz ia direction positive de l’axe des x dans le plan z 
et ot {0 z, 22’) est la valeur de langle, définie comme dans le §2**). 
En tenant compte des inégalités (12), on obtient 
G’ = LG(p,m,n',n", v), 
ot la sommation est étendue 4 toutes les valeurs entiéres et positives 
de p et m et & toutes les valeurs entiéres de n’,n” et v, positives, 
négatives ou nulles. I] résulte de l’inégalité (5) qu’il existe des valeurs 
de p,m, n’,n” et » pour lesquelles 
(13) mes lin ext G(p,m,n’,n”, v) > 0. 
Nous supposerons, dans la suite, que les nombres p, m,n’, n” et v possé- 
dent des valeurs bien déterminées pour lesquelles |’inégalité (13) est 
vérifiée. Désignons par G, l’ensemble correspondant G (p, m,n’, n”, ¥). 
Nous aurons 
(14) mes lin ext G, > 0. 





gatos 


Soit # un point quelconque appartenant 4 l’ensemble G,. Puisque dans 
8 


TR Nee 


l’ensemble /7’ la propriété K’ est remplie uniformément a Yo pres, il résulte, 
en comparant la condition D) avec la relation (8) et avec les propriétés «) 
et #) figurant dans la définition 1 du §2, que # étant un point quel- 
conque de l’ensemble G, et z étant un point arbitraire de l'ensemble 
correspondant 2, (w), linégalité ' 


il tin Rg 
50 Vo < [2 2",7,(z)] < x—50Vo 
%%) Puisque l’angle (Oz, 22") est compris entre zéro et 22, la valeur 22 ex- 
clue, l'ensemble G (p, m, n',n", v) est vide pour m = 2x/o. Cet ensemble est aussi ’ 
vide pour n’ et n"” suffisamment grands en valeur absolue. 





subsiste pour deux valeurs au moins de |’indice 7*). 





Tt" 
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Nous supposerons, 
pour fixer les idées, que cette inégalité est vérifiée pour 1 = 2 et 
pour + = 3, c’est-a-dire 


50 Vo <[72"-%,(2)] < x — 50a, 
50 Vo < [72 2, (2)] < 2 —50Ve 


(15) 


pour z C 2,(#) et, par suite, pour zc 2(#), o1 WCG,. (Si l’on rem- 
placait une des inégalités (15) par l’inégalité 


50 Va < [72 °2,(2)] \<s-e 


les raisonnements qui vont suivre resteraient les mémes.) D’aprés la 
définition des points 2’ et 2” ces points dépendent du point ¥ de 
lensemble G,. 

Nous avons vu que l’ensemble q,(w) se trouve sur le segment 
6,(#) = w,w,. Done on voit, en vertu de la propriété 1° des rayons T’, (w) 
et de la définition des cordes 4(#), que tous les rayons T,(w) sont 
situés du méme cété de la corde 4(#) quel que soit le point w de 
Vensemble q, (7), @ étant un point arbitraire de l'ensemble G,. 

Désignons par G”’ l’ensemble de tous les points # qui appartiennent 
& l’ensemble G, et possédent la propriété suivante: des deux cétés 
de la corde A(#) il existe des points de l’ensemble G, aussi voisins 
que l’on veut du point #. II est facile de voir que l’ensemble G,— G@” 
est au plus dénombrable. Donc, en vertu de (14), 


(16) mes lin ext G” > 0. 
Soit # un point quelconque de l'ensemble G”. En vertu de la 


propriété 3° des rayons 7,(w), pour tous les points de l’ensemble gq, (#*), 
les angles formés par les rayons 7,(w), i = 1, 2,3, avec chacune des 


& 
directions de la corde A (7), possédent des valeurs comprises entre 20 Vo 


et a — 20 Yo, 
(17) 20 Ve <[A@)CT, (w)] <x — 20 Ya, i =1,2,3, wo g(m)"), 


Désignons, comme précédemment, par J,(w), i = 1,2,3, l'image dans 
le plan w du rayon 1,(z). Puisque l'ensemble q,(%#) se trouve sur le 


49) Ces valeurs d’indice i ne dépendent pas du point w de l’ensemble G, et 
du point z de l’ensemble 2, (#). 

#1) Dans l’inégalité (17) on peut prendre n’importe quelle direction de la 
corde A (w). 
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segment 6,(7) = w,w, et, par suite, a l’intérieur du cercle Q’ dont le 
diamétre est inférieur & A,, on a 





(18) wo <A 


~ » 


oi w est un point quelconque de l’ensemble qg,(#) et w’ est un point 
arbitraire qui se trouve a la fois a l’intérieur du cercle Q’ et sur une 
des courbes J,(w) correspondant au point w. 

En comparant les inégalités (18) et (2) et en tenant compte de la 
définition de la fonction h(A), on obtient 


(19) 20 <o’, 


ou z est un point quelconque de l'ensemble 2, (7) et ¢’ est un point 
quelconque du rayon correspondant r,(z) dont l'image m’ se trouve 4 
lYintérieur du cercle 2’. 


Nous savons que, pour les rayons 7,(w), sont vérifiées toutes les 
propriétés figurant dans la définition 1 du § 2**), lorsque w est un point 
quelconque de l'ensemble Q’. Puisque g, (7) est l'image dans Je plan w 
de l’ensemble 2, (#), on voit donc, en comparant la seconde relation (11) 
avec l’inégalité (19) et avec la propriété b), figurant dans la définition 1 
du §2, que les inégalités 


(20) (war, (w)] < Yo, (i = 1,2, 3), 


subsistent pour chaque point w de l’ensemble qg,(#) et pour chaque 
point w’ qui se trouve 4 la fois 4 l’intérieur du cercle 2’ et sur la courbe 
correspondante J; (w). 

En vertu de la condition C) figurant dans la définition de |l’en- 
semble G, = G(p, m,n’, n”, v), pour les points # de cet ensemble les 
projections des points w’ = w’(#) sur la droite A, se trouvent- sur 
un segment de longueur 1/2. De méme, les projections des points 
w” = w"(#) sur A, se trouvent sur un autre segment de longueur 1/2>p. 
En comparant cette derniére remarque avec les inégalités (17), (20), avec 
la relation q (7) C q,(#) et avec la condition A), on arrive 4 la conclusion 
suivante : 

Pour chaque point w de l'ensemble q(%#), # CG”, et pour chaque 
point # de l’ensemble G,, suffisamment voisin du point #% et situé du 
méme cété de la corde 4(#) que les rayons T,(w), la courbe J,(w) posséde 
des points communs avec le segment 6,(#) qui correspond au point # et dont 
les extrémités sont w, = w,(#¢), wy = wi (®). 


& 
*2) Bien entendu, il faut remplacer o par \c. 
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D’ailleurs, pour w C q,(#), tous les points de chaque courbe J,(w), 
i = 1, 2,3, différents de w et suffisamment rapprochés de ce point, ne 
sont pas situés sur la corde 4(#) et, par suite, sur le segment 6, (7). 

Rappelons que # est un point arbitraire de l’ensemble G”’, de sorte 
qu'il existe des points # de l’ensemble G, aussi voisins que l’on veut du 
point @ et situés du méme cété de la corde 4(#) que les rayons T,(w), 
wcq,(#). Par suite, .on peut trouver des points * qui vérifient les 
conditions indiquées plus haut. 

Soit w le premier point commun de la courbe J,(w) avec le seg- 
ment 6,(#) qu’on rencontre en parcourant la courbe J,(w) 4 partir du 
point w, de sorte que tous les points w’ de la courbe J,(w) situés entre 
les points w et w ne se trouvent pas sur le segment 6,(7). Désignons 
par _ww la partie de la courbe J,(w) comprise entre les points w 
et w et soit ¢ image dans le plan z du point m. En vertu de la 
définition de la courbe J,(w), l'image dans le plan z de chaque 
courbe _ ww est un segment rectiligne zf situé sur le rayon 1,(z), ot z 
est un point arbitraire de l'ensemble (7). Chacun des points € se 
trouve sur la courbe L,(#) qui est l'image dans le plan z du segment 4,(7), 
tandis que tous les autres points du segment zf ne sont pas situés sur 
cette courbe. 

Soit «, un nombre positif arbitrairement petit, qui est indépendant 
de o et de l’ensemble G,, mais auquel nous donnons une valeur fixe. 
L’ensemble parfait q(#) étant de mesure linéaire nulle [l’égalité (10)], on 
peut trouver un nombre positif «, = ¢,(7) tel que la mesure linéaire de 
chaque ensemble mesurable q qui se trouve sur le segment 6, (7) et dont 
tous les points sont situés 4 une distance inférieure 4 ¢, de |’ensemble q(7), 
est inférieure a ¢,, 

(21) mes ling < &,. 


En tenant compte des relations II figurant dans la définition des fonc- 
tions ¢(h) et h(A), on obtient 


lim [F wa) = 0. 
Vo 


io 


Par suite, on peut trouver un nombre positif 4, = A,(#) pour lequel 
subsiste |’inégalité 


(22) t [- h (| <*%. 
Vo 
Considérons maintenant l’ensemble 2(7) situé sur la courbe L (7). 


Puisque la longueur et, par suite, la mesure linéaire de cet ensemble est 
positive, nous pouvons nous servir du lemme 3 du §8. Par suite, il 
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existe un ensemble parfait 2'(#), appartenant a 2(7#), et un nombre 
positif x pour lesquels subsistent toutes les propriétés indiquées dans ce 
lemme, o étant le nombre défini dans ce paragraphe. En vertu des 
propriétés 1° et 3° de l’ensemble 2’(#), nous avons les inégalités 


(23) mes lin 2’ (#) > (1 — o) mes lin 2(#), 
(24) mes lin 2 (z,,2,) > (1 — co) longueur de  2z, z,, 


ou _ 2,2, est un arc quelconque de la courbe L(#) contenant des points 
de l'ensemble 2’(@) et possédant une longueur inférieure & x; 2(z,,2,) 
est la partie de l’ensemble 2(#) située sur l’arc _z,z,**). En nous ser- 
vant de la propriété 2° de l’ensemble 2’ (#) et en tenant compte de ce que 
les points z’ et 2” sont des extrémités de la courbe L(#), nous pouvons 
trouver sur cette courbe deux points z* et z** tels que tous les points 
de l’ensemble 2’ (#) sont situés sur l’arc _z*z** de la courbe L (7) et, 
de plus, 

; { longueur de _ 2’ 2* > x, 

(25) | longueur de _ z**z” > x), 


Considérons les courbes _ wm définies plus haut. Lorsque le point # 
tend vers @ les diamétres de ces courbes tendent uniformément vers 
zéro pour les points w de l’ensemble q(#) et, de méme, les longueurs 
des segments z¢ tendent uniformément vers zéro pour les points z de 
l'ensemble 2(i). Par suite, pour chaque point # de l’ensemble G” on 
peut déterminer sur la droite 4, un point #%, appartenant 4 l’ensemble G,, 
situé du méme cété de la corde 4(#) que les rayons 7,(w) et tel que 
les diamétres des courbes _ww soient inférieurs 4 A,, tandis que les 

8 


longueurs des segments zé soient inférieures & } x Vo, w et z étant re- 
spectivement des points arbitraires des ensembles g(#) et 2(w). Nous 
pouvons donc écrire 


(26) wo <A, 
pour les points w de |l’ensemble qg(#) et pour les points ’ situés sur les 
courbes correspondantes _wq@ et, de méme, 


8 
(27) 26<}xYVo 
pour les points z de l’ensemble 2 (7). 
Nous avons déja vu que, pour w C q,(#) et, par suite, pour wc q(7), 
tous les points de chaque courbe J,(w), i = 1, 2,3, différents de w et 


#3) Lorsque deux points quelconques z, et z, sont situés sur la courbe L (@) 
ou sur la cuurbe L,(%), nous conviendrons de désigner par ~ z,2, l’are de cette 
courbe compris entre z, et 2g. 

44) Nous supposons, en outre, que le point z* est situé entre les points z’ et z**. 
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suffisamment voisins de ce point, ne sont pas situés sur le segment 4, (7). 
On peut done choisir le point # assez voisin de # pour que tous les 
points de chaque courbe _w@, sauf w, ne se trouvent pas sur 6, (7). 
Puisque ce segment est l’image dans le plan w de la courbe J, (7), on 
voit done que tous les points du segment z¢, sauf le point z, ne sont 
pas situés sur la courbe L,(#). Nous pouvons supposer qu’éa chaque 
point # de l'ensemble @” il correspond un point bien déterminé #7 de 
ensemble G, qui vérifie toutes les conditions indiquées, y comprises les 
inégalités (26) et (27). On peut supposer, de plus, que pour les points appar- 
tenant a l’ensemble q(#) les courbes _w@ soient 4 l’intérieur du cercle Q’. 

Rappelons que z, et z) sont les extrémités de la courbe L,(#), tandis 
que 2’ et 2” sont les extrémités de la courbe L(#); d’ailleurs le point 2’ 
est situé sur la courbe L,(#) entre les points z et 2”. En supposant 
toujours que # est un point arbitraire de l'ensemble G”, soit z un point 
quelconque de l’ensemble 2’ (#) et soit ¢ le point, défini plus haut, qui 
est situé & la fois sur le rayon 1,(z) et sur la courbe L,(#). En vertu 
des inégalités (25) et (27), il existe sur la courbe LZ (7) un arc de lon- 
gueur =. z¢ <x dont le centre se trouve au point z. En tenant compte de 

o 
linégalité (24), on peut donc déterminer sur la courbe L(#) un are I’ (z) 
de centre z pour lequel subsiste |’inégalité 
| td —8 zt < longueur de I’ (z) < pS zt 
Vo Vo 

et dont l’une des extrémités, & savoir celle qui est située du méme cété 
de z que le point 2’, appartient a l’ensemble 2 (i). 

Nous voyons que chaque point z de |’ensemble 2’ (7) est & l’intérieur 
d’un arc /’(z) situé sur la courbe L(#). Donc, en vertu d’un lemme“), 

45) D. Menchoff, Sur la représentation conforme des domaines plans. Math. 
Annalen 95, §3, lemmel, p. 648. L’énoncé du lemme est le suivant: 

Soit G un ensemble linéaire de points, c’est-d-dire situé sur une droite A, dont la 
mesure linéaire extérieure est positive, 

mes lin ext G > 0. 

Supposons qu’il correspond @ chaque point x de G un segment 6, situé sur la droite A 
et contenant x & son intérieur. 

On peut alors déterminer un nombre fini de segments 6, n’empiétant pas l'un 
sur Vautre et tels que la somme de leurs longueurs soit supérieure & 


(28) 





; mes lin ext G. 


Nous prenons ici la courbe L(w#) au lieu d’une droite, ce qui ne change 
nullement la démonstration du lemme. Dans le cas considéré l’ensemble 2'(7), qu’on 
prend au lieu de G, est mesurable. 
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il existe un nombre fini d’arcs /’(z), n’empiétant pas |’un sur |’autre et 
tels que la somme de leurs longueurs est supérieure 4 

+ mes lin 2’ (w). 
Désignons par r le nombre de ces arcs et soient z,, k = 1, 2,3, ..,, 1, 
leurs centres. Désignons par /(z) la moitié de l’arc I’(z) qui se trouve 
entre les points z et 2, 
(29) longueur de /(z) = 4 longueur de I’ (z). 
Il résulte de ce qui précéde que les arcs /(z,), k = 1, 2,..., 7, sont 
extérieurs l’un & l'autre et, de plus, 
(30)  longueurs de 1(z,) > +, mes lin 2’ (#). 


k=1 
Puisque la courbe L(w) est unie a 5 prés et que l’ensemble 2(W) est 
son noyau, nous avons 
mes lin 2(w) > (1 = +) longueur de L (w). 
Donc, en tenant compte des inégalités (30), (23) et (1), on a 
(31) 5 longueurs de /(z,) > 4 longueur de L(@). 
k=1 


Nous supposerons, dans la suite, que les points z, soient numérotés dans 
le sens du parcours de la courbe L(w) de 2 a 2”. 

En désignant par z% |’extrémité de la courbe /(z,), différente de z,, 

nous avons /(z,) = 2,2. On a, en vertu de (29), (28) et (27) 
longueur de I (z,) < x; 

par suite, en vertu de (24), 

(32) mes lin 2(2z,, 2%) > (1 — a) longueur de /(z,), 

ou 2 (z,, 2%) est la partie de l’ensemble 2(@) située sur la courbe / (z,). 

D’aprés ce qui précéde les points z, et 2, appartiennent a |’ensemble 

x (w) et, de plus, le sens de parcours des courbes _z, 2; et -z'z” = L(w) 

est le méme. 

Soient ¢, et ¢, des points qui sont définis par rapport aux 
points z, et z, de la méme maniére que le point ¢ est défini par 
rapport au point z. Il en résulte que tous les points des segments z,¢, 
et 2,7}, sauf les éxtrémités, ne se trouvent pas sur les courbes L,(#) et 
L, (@), tandis que les points ¢, et ¢, sont situés sur la courbe L,(w#). En 
comparant (28) et (29) et en tenant compte de la relation /(z,) = -z,2;, 
on obtient 
(33) 2 2, ¢, < longueur de _z, 2 < = Znlne 
ed o 
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Nous savons que les courbes L(w) et L,(w) sont unies a 3 prés 
et que les ensembles 2(w) et 2,(W) sont leurs noyaux. De plus, 
l'ensemble 2(w) appartient & 2,(w). En vertu de la condition ), 
figurant dans la définition d’une courbe unie (définition 3 du § 8), les 
extrémités z’ et z” de la courbe L(w) appartiennent 4 son noyau 2 (W). 
En comparant la condition 6), figurant dans la méme définition, avec 
ce que nous venons de dire, nous obtenons les inégalités 

(Ae, 21< 5, ae 221< 5, 
k<j, k,j = 1, 2,3, ..., 7, d’ot il resulte, d’aprés (15), 
& nail & 
2 Vo < [mej 1 (2,)] < * — 25 Vo, 


25 Vo < [2n2t, Ty (x)] < 2 — 25 Vo. 


Puisque les segments z,¢, et 250; se trouvent respectivement sur les 
rayons T,(z,) et t,(z;), on obtient de ces derniéres inégalités 


8 —— 8 
[25 Vo < [2,20] <2—2Yo, 


8 anaes 7 88 8 
| Vo < (a2, mel<a— Yo. 
Nous savons que z; est le centre de la courbe I’(z;) et que, pour 
k <j, les points z, et z, ne sont pas intérieurs 4 cette courbe. On 
a donc 


(34) 


longueur de .z,z; > longueur de .z;z}, 
d’ou, en vertu de (33), 


(35) longueur de _z; 2; = 250; (k < 9). 
Vo 

Les points z,, %, z; et z; appartiennent au noyau 2 (i) de la courbe 

L(w), qui est unie a $ prés. Donc, en vertu de la condition y) qui 

figure dans la définition d’une telle courbe, les courbes _z;,2z; et —z, 2; sont 


des segments a z pres, c’est-a-dire 


| are; > (1 —_ 3! longueur de _z;z;, 
(36) ag 
lz, 23> (2 _ 4) longueur de _z, 2;, 
d’ot il résulte, en vertu de (35) et (33), 
weil eS cat wadaiien 
(37) 250; <2Vo 2; ale <2 Vo mm (k<j; kj =1,2,...,7. 
Nous savons que les rayons 1;(z), définis pour les points z de l’en- 


semble /7’, possédent toutes les propriétés figurant dans la définition 1 
Mathematische Annalen. 109. 10 
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du § 2, ot l’on remplace o par Vo. Puisque l’ensemble 2(w) est une 
partie de l’ensemble /7’, on tire de la propriété «) de cette définition 


= ons .— 
[5 (#1), t2 (2)] < Vo, [rs (2x), ts (4)] < Vo. 
Puisque les segments 2, ¢,, aCe et 2; 0; se trouvent respectivement sur 
les rayons T, (z,), T, (24) et t,(z;), on voit done que 


(38) [ze Cis 250) < Vo, [en lns 240i] < Vo. 

En tenant compte des inégalités (37), (34) et (38), on voit, en vertu 
du lemme 5 du §7, que d’une part, les segments Zp Cby 2505, k<j, et 
d’autre part, les segments z,¢,, 2 ¢; ne possédent pas de points communs 
et, de plus, 

Cn lk > Vo. Ze Zits 
d’ou 
(39) longueur de .f, 0; > }- Va-longueur de 1 (z,), 


puisque /(z,) = _z,2 est un segment a 5 prés. 

Désignons par w,, w;, @, et wm, les images dans le plan w des points 
Ze, Ze Cy et Cy et soient _w, @,,_w, a, les images des segments z,¢, et 
z, Cy. Les courbes .w,w, et .w;,@, sont des arcs des courbes J,(w,) et 
J,(w;), compris respectivement entre les points w,, @, et w,, @. Ce 
sont les courbes ww, définies plus haut, qui correspondent aux points 
w = w, et w = w;,. Nous avons déja vu que tous les points des seg- 
ments z,f, et %f;, sauf les extrémités, ne se trouvent pas sur les cour- 
bes L(w) et L,(#). Les segments w’ w” = 6(w) et 6,(#) étant les images 
dans le plan w de ces deux courbes, il en résulte que tous les points 
des courbes _w, w, et _w;,@,, sauf les extrémités, ne sont pas situés sur 
les segments ww" et 5, (#). Dvailleurs les points z,, 2% et ¢,, ¢, sont 
situés respectivement sur les courbes L(w) et L,(@#) et, de méme, les 
points w,, w, et w,, @ sont situés respectivement sur les segments w’ w” 
et 6, (w). 

Puisque les segments z,¢, et 2, ¢; n’ont pas de points communs, les 
courbes _w, @, et _w;«@, sont extérieures |’une a |’autre et, par suite, ces 
deux courbes constituent avec les segments w,w, et w,@, une courbe 
de Jordan fermée simple. Nous désignerons par w,w;,;,@, le domaine 
ouvert limité par cette courbe. 

Puisque les points w, et w;, appartiennent & |’ensemble q(#) et, par 
suite, & l'ensemble Q’, on obtient de la propriété a), figurant dans la 
définition 1 du § 2: 

















[T, (wx), T, (we)] < Vo. 
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Nous avons déj& vu que, pour les points w de |’ensemble ¢(@), les 
courbes ww sont a l’intérieur du cercle 2’. Donc il résulte de I’in- 
égalité (20) 
wreseeetiade ~ ape ’ : 
(wey, T,(w)] << Vo, [weei, T,(wi)] < Vo, 
ps - = a ie ’ : 
[wp oo’, T,(wx)] < Vo, [wea”, T,(wi)] < Vo 
pour tous les points w’ de Ja courbe _w,@, et pour tous les points w” 
de la courbe _w,@,. On obtient de toutes ces inégalités les inégalités 
suivantes : 
—S$ A 8 
[w,@,, wea] <3 Yo, 
———————— 8 —a—_—_—_ a 
[w, @, Wz] < 2 Vo, [wpw”, wp orn] < 2 Vo, 
les points w’ et w” ayant la méme signification que plus haut. On peut 
affirmer, de plus, que les segments w,w, et w,@, sont paralléles, puis- 








qu’ils sont situés respectivement sur les segments w’ w’ = 5(@) et 4,(w). 

En comparant toutes ces propriétés du domaine w, w,a,@, avec la 
définition 2 du §7, on voit que ce domaine est un presque-parallélo- 
gramme du type (1, a). 

Nous avons déji vu que, pour k <j, les segments %¢, et 2;C; 
n’ont pas de points communs. Par suite, les courbes w,a@, et -w;w; 
n’ont pas non plus de points communs, d’oi il résulte facilement que les 
deux domaines w,w;,@;, 0, et w;w;wjw; sont extérieurs l’un a l’autre, 
c’est-a-dire les presque-parallélogrammes w, w;,@,@, sont extérieurs l’un & 
l'autre pour les valeurs différentes de l’indice k. 

Soit z,2%¢,¢, Vimage dans le plan z du domaine w,w,@,@,. La 
frontiére de ce domaine est formée de deux segments rectilignes z,f,, 2: C; 
et de deux courbes rectifiables _z,2z,,_¢,¢;, situées respectivement sur 
les courbes L(#) et L,(w). Pour des valeurs différentes de l’indice k les 
domaines z,z,¢;¢, sont extérieurs l’un a l’antre. Par suite, les courbes 
fy Ck, situées sur la courbe L, (#%), sont extérieures |’une 4 |’autre. 

Puisque le point # appartient 4 l’ensemble G, et, par suite, a 
l’ensemble G’, la courbe L,(w#) est unie a 5 prés et l’ensemble 2, (#) est 
son noyau. On a donc, en vertu de la condition «) figurant dans la 
définition d’une telle courbe, 


(40) mes lin 2, (#) > (1 _ 3) longueur de L, (#). 


Désignons par g, la partie de l’ensemble 2, (#) située sur la courbe 
wee a et soit 


2" longueurs de _¢, fe 
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la somme étendue a toutes les valeurs de k, 1 k <r. qui vérifient 
linégalité 

(41) mes lin g, > (1 — Vc) - longueur de 2, fi. 

On obtient de l’inégalité (39) 





r 8 r 
XY longueurs de _¢,¢; > 4 Vo- J longueurs de 1(z,) 
=1 


k=1 k 
et, par suite, en vertu de (31), 
r 8 
>» longueurs de -¢, 0; > 4 Vo- longueur de L(#). 
k=1 


Puisque les points W et # appartiennent a l’ensemble G, qui coincide 
avec un des ensembles G(p,m,n’,n”,v), il résulte de la condition B), 
figurant dans la définition d’un tel ensemble, 


longueur de L(w) > 3 longueur de L(w#). 


En comparant les deux derniéres inégalités avec |’inégalité (9), on obtient 
finalement 


r 5 
» longueurs de 0,0; > i; Vo longueur de L, (w). 


k=1 


Nous pouvons affirmer que 
a 
(42) 2” longueurs de 0,0; > <5 Vo longueur de L, (#). 


En effet, dans le cas contraire il résulterait de linégalité (41) que la 
mesure linéaire de l’ensemble des points, situés sur la courbe L, (#), mais 
n’appartenant pas a l’ensemble x, (#), serait supérieure ou égale a 


4 
2” (longueurs de _¢, ¢, — mes lin g,) ait Vo longueur de _L, (#), 


ot la sommation 2” est étendue a tous les indices k pour lesquels 
linégalité (41) n’est pas vraie. Cela est en contradiction avec l’inégalité 
(40), puisque o < iso (inégalité (1)) et, par suite 3 < — Vo. Nous 
avons donc |’inégalité (42). 

Puisque le point # appartient 4 l’ensemble G, = G(p,m,n’,n”, v), 
ot p,m,n',n” et » possédent des valeurs fixes, nous obtenons de (42) 


et de la condition B), figurant dans la définition des ensembles 
G (p, m,n’, n”, v): 


8 
(43) Z’ longueurs de _¢, ¢; > —— Yo") 


@” +10 


#*) Rappelons que la courbe L(iz) est une partie de la courbe Ly(w), de 
sorte que longueur de L,(w) > longueur de L(iv). 








eee 
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Vo longueur de _¢,¢; 
qui est situé sur la courbe _¢,¢; et posséde le méme centre que cette 
courbe. On a donc 


(44) longueur de 2; ¢," = Vo- longueur de _¢, 2. 

En vertu de l’inégalité (41), pour chaque valeur de l’indice k figurant 

dans la somme 2’, on peut trouver a4 l’intérieur de l’are _¢; 0° un 

point Cf qui appartient 4 l’ensemble g, et, par suite, 4 l'ensemble 2, (#). 
Puisque 2, (#) est le noyau de la courbe L,(#), qui est unie a 

> prés, nous pouvons écrire, en vertu des conditions y) et 6) figurant 

dans la définition d’une telle courbe et de la définition d’un segment 

& o prés (définition 1 du § 7), 

“ | ott > (1 _ 3) longueur de _, Cf, 

” | te > (1 — a) longueur de _2f ¢;, 


GG eta < %. 
I] résulte de la derniére inégalité 


Eg a5, TERT a 
Cees > (2. cr + tre) cos > 
et, par suite, en vertu de (45), 
oo; > (1 — 3) cos + - longueur de 22, ¢;. 


On obtient donc finalement 

¢,.0; > (1 —o) longueur de _¢,¢;, 
c’est-a-dire la courbe _f,¢, est un segment 4 o prés, lorsque k est un 
indice figurant dans la somme 2’. De plus, nous avons déja vu (seconde 
inégalité (36)) que, pour 1 <k<,r, la courbe _z, 2, est un segment & 
5 prés et, par suite, un segment a o prés. 

En comparant ces propriétés des courbes _% 2; et —¢,¢; avec la 
définition du domaine 2, 2,0; 0, et avec la seconde inégalité (38), on voit 
que, pour l’indice k appartenant & la somme 2’, le domaine x 2; 2; Cx 
posséde les propriétés a), b) et c) qui figurent dans la définition du 
presque -paraliélogramme du type (2, ¢) (définition 3 du §7). Nous allons 
démontrer que la propriété d) est aussi remplie. 

Puisque les points @ et # appartiennent a _ |’ensemble 
G, = G(p,m,n',n”, v), on a, en vertu de la condition D), figurant dans 
a définition d’un tel ensemble, 


(46) [72", Cl] <a, 
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ot z’, 2” sont, comme précédemment, les extrémités de la courbe L (#) 
et ¢’,¢” sont les extrémités de la courbe L(w). Puisque les courbes 


L (w) et L(w) sont unies & s prés et que les ensembles 2(w) et 2(#) 
sont respectivement leurs noyaux, il résulte de la condition f), figurant 
dans la définition de telles courbes, que les points 2z’,2” et ¢',¢” ap- 
partiennent respectivement aux ensembles 1(#) et 2(@) et, par suite, 
les points ¢’,¢” appartiennent & l’ensemble 2,(#). De plus, les points 
2, Z appartiennent A l’ensemble 2(#) et le point Cf appartient a 
Yensemble 2,(#) qui est le noyau de la courbe L,(w), unie & > prés. 


Donc il résulte de la condition 6), figurant dans la définition des courbes 
unies, que 








(47) em, 221 < 5, 

(tt, CO1< 4, ln OC < = 
et, par suite, 
(48) (Hoi, PO < >. 


En comparant les inégalités (47) et (48) avec |’inégalité (46) on 
obtient finalement 
ee 8 
(zz, Ceti] << 20 < Yo. 
La condition d) est donc vérifiée et, par suite, pour les indices k apparte- 
nant & la somme <2’, le domaine 22 ¢;,¢, est un presque - parallélo- 
gramme du type (2,0). De plus, les courbes _%z, et 0,0; sont des 
bases de ce presque-parallélogramme. 
En tenant compte de l’inégalité (1), de la seconde inégalité (34) et 
de l’inégalité (33) et en appliquant le lemme 4 du §7, on obtient 


4 
(49) Vaire de % 2040, > 4 Vo (longueur de _z 2)* 


ou & est un indice quelconque qui figure dans la somme Z’. De plus, 
en tenant compte des inégalités (1), [(33) et en appliquant le lemme 2 
du §7, on obtient 


longueur de _z, 2, > }$ longueur de  £;, ¢;. 


En comparant cette derniére inégalité avec linégalité (43), on trouve 
finalement 

& 
(50) Z’ longueurs de _% 2; > st Vo. 


Désignons par _z; z;' l’arc de longueur égale & 
4 , 
Vo longueur de 1 (2) 
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qui est situé sur la courbe /(z,) = 2, 2 et posséde le méme centre que 
cette courbe. On a donc 


(51) longueur de 2; z;" = Yo longueur de 1 (2). 


On voit de l’inégalité (32) que, pour 1= kr, on peut trouver a 
lintérieur de Tare _z;z;' un point zf qui appartient a l'ensemble 
2 (2,, 2) et, par suite, & l'ensemble 2(7). Nous savons que le point Cf, 
défini plus haut, appartient 4 l'ensemble 2, (7). Puisque les ensembles 
a(#) et 2,(#) sont des parties de l'ensemble //’, il résulte que les deux 
points zf et ¢f appartiennent 4/7’. Considérons les deux rayons rT, (zf) 
et 1, (2%) qui sont respectivement des images des courbes J, (wf) et 
J (wz), ou wt et w= sont les images des points 2f et CF *’). 

Puisque les points 2f et Cf appartiennent aux ensembles 2, (7) et 
a,(*), il résulte de la seconde inégalité (15) et des inégalités (47), (48): 


Dt ‘iis R 
[25 Vo < (may, 7, (2f)] < x—25 Vo, 


25 Vo < (Ceti, 4, (C8)] < 2-25 Vo. 

D’autre part, il est évident que tous les points de chaque courbe 
J,(w), i = 1, 2,3, différents de w et suffisamment rapprochés de ce 
point, ne se trouvent pas sur le segment 6,(7), lorsque w est un point de 
l'ensemble q, (#), # c G,**). Les courbes | (z,) = _z, 2 et ~C,0, sont des 
arcs des courbes L, (7) et L,(#) qui sont des images des segments 4, (77) et 
6, (#*), tandis que les rayons rt, (2) et t,(¢f) sont des images des courbes 
J (wz) et J,(wf). Done tous les points des rayons 1, (z{) et rt, (Cf), 
différents des points zf,¢{ et suffisamment rapprochés de ces points, ne 
se trouvent pas respectivement sur les courbes _z, 2; et ¢, Cy. 

Puisque les points zf et ¢f appartiennent aux ensembles 2(7) et 
2, (*) et, par suite, & l’ensemble /7’, et que la propriété K’ est remplie uni- 
iormément 4 o prés sur /7’, il résulte de la condition «) (définition 1 du § 2): 


[z, (28), t, (C2)] < Vo, 
ot Vo < Te00 [inégalité (1)]. On voit done qu’une des deux circon- 


(52) 


stances suivantes doit nécessairement avoir lieu: 

Ou bien le presque-parallélogramme z,2;0,¢, est situé du méme 
cété de la courbe ~z,2 que le rayon r, (zf); 

ou bien ce presque-parallélogramme est situé du méme cété de la 
courbe _¢, 2; que le rayon rf, (¢7). 

*7) Rappelons que les rayons 1,(z), i = 1, 2, 3, sont définis pour les points z 
de Vensembie J7’. 


**) Cela résulte de la propriété 3° des rayons 7',(w) et de la condition 
b) figurant dans la définition 1 du § 2. 
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En comparant cette derniére remarque avec les inégalités (1), (33) et 
(52) et en tenant compte de ce que les points zf et Cf se trouvent respec- 
tivement sur les courbes _% %' et _¢; ¢;° pour lesquelles subsistent les 
relations (44) et (51), on voit du lemme 3 du §7 que, ou bien le rayon rt, (2?) 
posséde un point commun avec la courbe _{,¢;, ou bien le rayon rt, (C7) 
posséde un point commun avec la courbe _z,2;. Dans le premier cas 
la courbe J, (wf) posséde un point commun avec le segment w, a; et 
dans le second cas la courbe J,(mf) posséde un point commun avec le 
segment w, W;. 

Nous désignerons par w;’ celui des deux points wf ou wf pour 
lequel la courbe correspondante J,(wf) (ou bien J,(wf)) posséde un 


point commun @;” avec le segment @,@, (ou bien w,,). Les extrémi- 
tés du _du segment w;’ w;’ se trouvent donc sur les deux segments w, w; 
et @,@, et, de plus, le point w;’ appartient a l’ensemble Q’, tandis que 
le point w;’ se trouve sur la seiiiiie J, (wy). 

Nous pouvons toujours supposer, en prenant le point # assez voisin 
de #, que tous les presque-parallélogrammes w, w;,@,@, se trouvent & 
l'intérieur du cercle Q’. Dans ce cas le point w;’ est situé a l’intérieur 


du cercle 2’ et, par suite, on a de l’inégalité (20) 
a oe. 
(53) [ wi” wo, 4 (we? ] < Vo. 


Puisque les points w, et , se trouvent respectivement sur les courbes 
J, (w,) et J,(w;), on a par la méme raison 


oe OD 7 8 - 8 a 
(54) [we on, Ty(w2)] < Vo, [wi oj, T,(wi)] < Vo. 
Les trois points w,, w; et w,” appartiennent a l’ensemble Q’ qui est l’image 
dans le plan w de l’ensemble /7’. Puisque dans ce dernier ensemble la 


8 
propriété K’ est remplie uniformément a Vo prés, nous avons, d’aprés les 
conditions 8) et c) qui figurent dans la définition 1 du § 2, 


800 Vo <[T,(w,),7, (w”)] < 2 — 800 Va, 


800 Vo <[Z, (wi), T, (w! ”)] < »—800 Yo. 


En comparant ces derniéres inégalités avec les inégalités (53) et (54), on 
obtient finalement 


(55) 


-25Ve> [w, o,, we vw? wo | > 25Va, n-25Vo> [wet a, we a] > 95 Vo. 
Puisque le domaine w,w;,@;@, est un presque-parallélogramme du 


type (1,c) et que les extrémités du segment w; {” se trouvent sur les 





deux segments w, w;, et w,@;, nous voyons, d’aprés le lemme 1 du § 7, 








OR Eg SEP 8" 


Pe SOE then Se eR! TEI « 
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que la distance entre les droites sur lesquelles se trouvent les segments 
w, Ww, et w, @, est inférieure & chacun des deux nombres 











w, w;, oO, Op 





® hd 

sin 25 Vo sin 25 Vo 
Les segments w,w, et w,@, étant situés respectivement sur les cordes 
A(w) et A(®@) du cercle 2’ et les points w et # étant des points d’inter- 
section de ces cordes avec la droite A,, perpendiculaire & ces cordes, nous 
avons donc: 





orn w, w, 
(56) 00 << — 

sin 25 Vo 
Cette inégalité est vraie pour tous les indices k& figurant dans la 
somme 2”. 

Rappelons que # est un point arbitraire de l'ensemble G” qui 
appartient 4 l’ensemble G, et que # est un point, dépendant de w et 
appartenant & G,. Désignons par 4(w) l’ensemble de tous les points w 
situés sur les segments w, w;, ou k est un indice arbitraire qui appartient 
& la somme 2”. 

Nous savons que les points w,, 1 < k < r, appartiennent a |’ensembile 
q(#) et que les courbes _w,@, sont des courbes _ww, définies plus 
haut, qui correspondent aux points w = w, “*). Donec, en vertu de (26), 


Wy Wy A, 
et, par suite, en vertu de la condition I, définissant les fonctions h (A) 
et «(h), 





ele << h(a), lsksr. 
En comparant cette derniére inégalité avec Jl inégalité (33) on 


obtient 


longueur de _z, 2 << at h(A,) 


G 
et, par suite, 
(57) me <= h(A,) 
o 
pour tous les points z de la courbe _z,2;. En comparant l’inégalité (57) 
avec la condition I, déja citée, on trouve 


—_— 2 
wwe F-*} 
Vo 
4°) Rappelons que w est le premier point commun de la courbe J, (w) avec 


le segment 6, (@) qu’on rencontre en parcourant la courbe J, (w) 4 partir du point w, 
ot wc q(B). 
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w étant un point quelconque du segment w,w,. II résulte done de (22) 
me <e 
pour les mémes points w. Tous les points de l'ensemble 4 (7) sont donc 


situés & une distance inférieure 4 ¢, des points de l'ensemble q(7) et, 
par suite, en vertu de (21), 


(58) mes lin 4(#) < ¢,, 


ot ¢, est un nombre positif arbitrairement petit dont la valeur est prise 
indépendamment du nombre o et de l'ensemble G, 
On obtient, en vertu de la définition de l'ensemble 4 (7) 


mes lin 9 (7) = 3’ w, uv; 


— 


et, par suite, en vertu de (58), 
(59) a wy, Wy < &;. 


Nous avons deji vu que, pour les indices k appartenant a la 
somme 2”, les presque-parallélogrammes z,¢,¢;2; sont extérieurs l’un a 
l'autre. Calculons la somme des aires de ces presque-parallélogrammes. 
Partageons la somme 2” en deux parties. A cet effet, désignons par 2, 
la somme étendue aux indices k qui appartiennent 4 la somme 2” 
et pour lesquels subsiste l’inégalité 


s 


(60) longueur de _z, 2, > = Wy Wr. 
ei" 
Nous aurons 
2 =2,+ 2, 
ou 2, est la somme étendue a tous les indices k de la somme <2” pour 
lesquels subsiste |’inégalité 


R 


(61) longueur de _z, 2; <= es Wy W}. 
&) ° 


On a, en vertu de (59) et (61), 


~ 


2, longueurs de _z,2; < : 2 
et, par suite, en vertu de (50), 
a 
(62) 2, longueurs de _2, 2 > a 


Il résulte donc, en vertu de (49), (60), (62) et (56) 
(63) 





, radi C== 
=" aires de 2,.2,0,0, > > iw W, 











Représentations qui conservent les angles. 


ou 


o — Wa sin 25 Va 

gey+27 * 
On voit, en résumant, qu’il correspond & chaque point # de |’ensemble G” 
un point @ de l’ensemble G, et des presque-parallélogrammes 2, 2; ¢;¢, 
du type (2,¢) pour lesquels subsiste l’inégalité (63). 

Désignons par J (w@) un segment de centi: # et de longueur 2¢# 
situé sur la droite A, sur laquelle se trouve l'ensemble G”. On a donc 
(64) longueur de J (#) = Qi i. 

Chaque point # de l'ensemble G” est a Jl’intérieur du segment corres- 
pondant J(w). En remarquant que la mesure linéaire extérieure de 
l'ensemble G” est positive et en tenant compte du lemme déja cité **), 
on voit qu’on peut trouver parmi les segments /(?) un nombre fini de 
segments J (v;), 1 =| t1 <= N, qui n’empiétent pas |’un sur |’autre et pour 
lesquels subsiste ]’inégalité 

(65) z longueurs de J (#,) >i yw, 

ai i=1 

= mes lin ext de G” > 0. 

Les points #; sont les centres des segments I (7). 

En supposant que l’indice ¢ posséde une valeur fixe et en posant dans 
linégalité (63) # = %;, considérons tous les presque - parallélogrammes 
2, 2% C.-C, qui figurent dans le premier membre de cette inégalité. Désignons 
par D, ;,, 1<s<71;, tous ces presque-parallélogrammes ™). D’aprés ce 
que nous avons déja vu, les domaines D, , sont extérieurs l'un a |’autre 
pour une valeur fixe de i et pour des valeurs différentes de s. En vertu 
de (63) et (64), nous pouvons écrire 


i 
E aires de D,,; > 3~ longueur de I (7) 
el 1 
et, par suite, en vertu de (65), 
N i 4 Cc 
(66) = & aires de D,;>—* 


i=1 ¢=1 16 £1 X 
Désignons par 2,,; l’image dans le plan w du presque - parallélo- 
gramme D, ; et soit #,; le point # qui correspond au point «= i;. Les 
domaines 2, ,; sont des presque-parallélogrammes du type (1,0) qui, pour 
une valeur fixe de l’indice i, se trouvent entre les deux cordes A (i,) 
et A(w,) du cercle Q. 
5) D. Menchoff. Sur la représentation conforme des domaines plans, 1. c. 


lemme 1 du §3, p. 648. 
51) Nous numérotons ces presque-parallélogrammes dans un ordre quelconque. 
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Puisque les segments J (#,) n’empiétent pas l'un sur |’autre, les seg- 
ments correspondants 1; /; sont extérieurs l’un a autre; par suite, les 
domaines 2, ; et Qy,, sont extérieurs l'un a l'autre, lorsque i+7’. Il 
en résulte que les domaines D,; et Dy,» sont aussi extérieurs l'un a 
autre pour i+ 7’. Nous avons vu auparavant que ces domaines sont 
extérieurs ]’un 4 l'autre pour’ = 7’ et s +s’. Donec tous les domaines D, ; 
qui figurent dans l’inégalité (66) sont extérieurs l'un a l’autre. 

Puisque tous ces domaines se trouvent a l’intérieur du domaine D, 
il résulte de l’inégalité (66) . 

+ ft 


%oi > ~ EE od 
laire de D > 16,’ 


ou e, est un nombre positif qui peut étre pris arbitrairement petit in- 
dépendamment du domaine D et des nombres positifs C et uw. Le 
domaine D étant borné, nous arrivons donc A une contradiction en 
supposant que l’inégalité (4) soit vérifiée. Il en résulte 

mes linG, = 0 
et l’on obtient, de la méme maniére, 

mes linG, = 0, 
ce qui achéve la démonstration du lemme. 


§ 10. 


Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme énoncé 4a la fin 
du § 1, c’est-a-dire le théoréme: 

Théoréme. Les domaines D,Q et la fonction {(z) ayant la méme 
signification que plus haut, si la propriété K’ est remplie en tous les points 
du domaine D, sauf peut-étre aux points d’un ensemble fini ou dénom- 
brable, la fonction {(z) est holomorphe a Vintérieur de D. 

Démonstration. Soit F(w) la fonction définie plus haut, c’est- 
a-dire la fonction inverse 4 la fonction w = /(z). Pour démontrer notre 
théoréme il suffit de démontrer que F(w) est holomorphe 4 |’intérieur 
du domaine 2. Sans restreindre la généralité de la démonstration on 
peut supposer que la propriété K’ est remplie en tous les points de la 
frontiére du domaine D, sauf peut-étre aux points d’un ensemble fini ou 
dénombrable. 

Désignons par H |’ensemble des points, situés 4 l’intérieur ou sur la 
frontiére du domaine D, dans lesquels la propriété K’ n’est pas remplie. 
Soit H’ Vimage dans le domaine Q de l'ensemble H. Par hypothése, 
les ensembles H et H’ sont au plus dénombrables. Puisque la propriété K’ 
est remplie partout dans le domaine D, sauf aux points de l’ensemble H, 
il résulte, d’aprés le lemme 3 du § 5, que Ja fonction F(w) posséde une 
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dérivée F’(w) presque partout dans le domaine Q. De plus, le module 
de cette dérivée est une fonction & carré sommable dans 2. 
Posons, comme précédemment, 


w=u+iv, 
(1) whe = X (u,v) +7 Y (u,v), 
ot X(u,v) et Y(u,v) sont des fonctions réelles. On voit que les déri- 
vées partielles 
@) aX aX a¥ oY 

Ou’ dv’ Ou’ dv 
existent presque partout dans 2 et sont des fonctions sommables dans 
ce domaine. ; 

Désignons par Q l’ensemble des points, situés dans le domaine Q, au 
voisinage desquels la fonction F(w) n’est pas partout holomorphe. II est 
clair que l’ensemble Q est un ensemble parfait et que la fonction F (w) est 
holomorphe en dehors de Q. Pour démontrer le théoréme il suffit de dé- 
montrer que l’ensemble Q ne contient pas de points intérieurs au domaine Q. 

Nous allons démontrer qu’on arrive 4 une contradiction en supposant 
que l’ensemble Q contient des points intérieurs au domaine 2. Désignons 
par /7 Vimage dans le domaine D de l'ensemble Q. Puisque la pro- 
priété K’ est remplie partout dans /7, sauf peut-étre aux points d’un 
ensemble fini ou dénombrable, on peut trouver, d’aprés le lemme fonda- 
mental du §9, un cercle 2’ qui est situé 4 l’intérieur de Q, contient 4 
son intérieur des points de l’ensemble Q et, de plus, posséde deux dia- 
métres d, et d, perpendiculaires l’un & l'autre et tels que chaque corde, 
paralléle & d, ou & d,, a la propriété N, exception faite des cordes dont 
les points d’intersection avec d, (pour les cordes paralléles & d,) ou 
avec d, (pour les cordes paralléles 4 d,) constituent des ensembles de 
mesure linéaire nulle. 

Nous allons démontrer que la fonction F(w) est holomorphe & 
l’intérieur du cercle Q’. A cet effet, nous choisirons les diamétres d, 
et d, pour les axes de coordonnées u et v et nous prendrons, 4 |’intérieur 
de 2’, un rectangle quelconque R dont les cétés sont paralléles aux axes 
de coordonnées. Pour démontrer que la fonction F(w) est holomorphe 
& lintérieur de 2’ il suffit: de démontrer que 


(3) [Feu = 0, 


ou C est le contour du rectangle R. 


Désignons par (t,,0,), (t,,%,), (Mg, %), (U,,%_), U, << Uy, 0, <0, les 
coordonnées des quatre sommets du rectangle R. On a, d’aprés (1), 


(4) | F(w)dw = | (Xdu— Ydv)+if (Ydu+ Xdv), 
c c c 
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les intégrales étant prises dans le sens positif le long de C. Les quatre 
dérivées partielles (2) étant sommables dans R, il résulte, d’aprés un 
théoréme de M. Fubini ™), que l’intégrale 


ox 
| 5,7" 


considérée comme une fonction de la variable v, existe au sens de 
M. Lebesgue pour toutes les valeurs de v dans l’intervalle (v,,v,) sauf peut- 
étre les valeurs d’un ensemble e de mesure nulle. D’ailleurs cette intégrale 
est une fonction sommable par rapport 4 v et |’on a la relation 
2 2 
(5) \| aX dud = [dv | Sau. 
R “1 uy 

Nous allons démontrer que X (u,v), considérée comme fonction de 
la variable u, posséde la propriété N **) pour toutes les valeurs de v 
dans |’intervalle (v,,v,), sauf peut-étre les valeurs d’un certain ensemble 
de mesure nulle. Considérons les segments rectilignes S(v) joignant les 
deux points u, + iv et u,+iv, ot v est une valeur quelconque dans |’inter- 
valle (v,,v,). Nous avons déja vu que chaque corde du cercle QQ’, 
paralléle au diamétre d,, posséde la propriété N, exception faite des cordes 
dont les points d’intersection avec le diamétre d, constituent un ensemble 
de mesure linéaire nulle. Puisque le diamétre d, coincide avec |’axe 
des u, il en résulte que tous les segments S(v) possédent la propriété N, 
sauf peut-étre ceux qui correspondent aux valeurs de v formant un cer- 
tain ensemble e’ de mesure nulle. Pour chaque valeur de v, n’apparte- 
nant pas a e’, le segment S(v) jouit de la propriété: 

A tout ensemble parfait, situé sur S(v) et possédant une mesure 
linéaire nulle, il correspond dans le domaine D une image de longueur 
nulle au sens de M. Painlevé. 

Mais la projection sur l’axe des X (dans le plan du domaine D) 
d’un ensemble de longueur nulle est toujours un ensemble de mesure 
linéaire nulle. Donc, i] résulte du théoréme déja cité de M. Lusin que, 
pour les valeurs de v n’appartenant pas a |’ensemble e’, la fonction X (u, v), 
considérée comme fonction d’une seule variable u, posséde la propriété N. 

52) Voir, par exemple, Carathéodory, Reelle Funktionen, Leipzig 1918, S. 632. 

58) Nous dirons avec M. Lusin qu’une fonction g(x) posséde la propriété N 
dans l’intervalle (a,5), si l'ensemble de ses valeurs pour les points x appartenant 
& un ensemble quelconque de mesure nulle a aussi une mesure nulle. 

Lusin, L’intégrale et la série trigonométrique (1915), p. 109 (en russe). 

D’aprés un théoréme de M. Lusin, une fonction continue g(x) possede la pro- 


priété N, lorsque ensemble de ses valeurs pour les points appartenant & un ensemble 
parjait quelconque de mesure nulle a aussi une mesure nulle. 








—— 

















Représentations qui conservent les angles. 159 


Lorsque v n’appartient & aucun des ensembles e et e’ la fonction 
X (u,v), considérée comme fonction de u, posséde la propriété N et, 
de plus, posséde une dérivée sommable Ge finie presque partout 
dans (u,,u,). Il en résulte, d’aprés un théoréme ™), que X (u,v) est ab- 
solument continue dans (u,,u,), d’ow il résulte 


"2 
ax , 
| oxau = X (u,,v)— X (u,, v). 


La mesure de l’ensemble e+ e’ étant nulle, il vient de la relation (5) 
* rg 
(| OX dudv = [ (Xm, —X(u,,v)]dv = | X (u,v) dv, 
"R v) c 
la derniére intégrale étant prise dans le sens positif du contour C. 
En répétant les mémes raisonnements pour les dérivées 


OX @aY @aY 
Ov’ Ou’ Ov 
et en tenant compte de la relation (4), on obtient finalement 
r Wo a .{f( sax ay 
| F(w)dw = — | (S245) dudv+i \| (Fe -- S~)du dv. 
c "R “R 


Puisque la dérivée F’ (w) existe presque partout dans 2, on a presque 
partout dans ce domaine 


oo) ae ee 
“Ou Ov’ Ov Ow’ 
d’ot il résulte 
| F(w)dw = 0. 
é 


La fonction F(w) est donc holomorphe 4 Il intérieur du cercle 2. 
Puisqu’il existe, & l’intérieur de ce cercle, des points de l'ensemble Q au 
voisinage desquels la fonction F (w) n’est pas partout holomorphe, on arrive 
done & une contradiction ce qui achéve la démonstration du théoréme. 

Remarquons que le théoréme cesse d’étre vrai, lorsqu’on remplace 
dans la propriété K’ les trois rayons rectilignes ¢;(z), t = 1, 2,3 par deux 
rayons différents. On le voit sur l’exemple suivant: 

f(z) =z+tay, z=2+1y, 

ou « est un nombre positif, différent de un. 

54) D. Menchoff, Sur la représentation conforme des domaines plans, |.c. p. 645. 

L’énoncé du théoréme est le suivant: 

Toute fonction continue g(x) ayant la propriété N dans un intervalle (a,b) et 
possédant une dérivée sommable, finie presque pariout dans (a,b), est une fonction ab- 
solument continue. 


(Eingegangen am 21. 11. 1932.) 











Zusatz 


zu der Arbeit von Robert Sauer: ,,Wackelige Kurvennetze bei einer 
infinitesimalen Flachenverbiegung, Math. Annalen 108, 8. 673—693. 


Wie ich wahrend der Drucklegung bemerkte, l4Bt sich die in Gleichung (27) 
bzw. (25) eingefihrte Funktion » sogar ohne Quadraturen angeben: Aus den 
die infinitesimale Verbiegung der vorgegebenen Flache ® bestimmenden Glei- 
chungen (7) folgt die Integrabilitatsbedingung 

Az, 2nd, — vB, + A,B, + wy ty + Hy 8, — %%, = 0 
Die skalare Multiplikation dieser Vektorgleichung mit x, x x, bzw. x, x x,,,, bzw. 
x, x £,,, liefert, bei Einfiihrung homogener Koordinaten &, yn, £, # nach (20), drei 
lineare partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir 4, , v: 
Alé,» Eu» §.4.Fl+2ul sys,» €2t|— 7 a oe €_ ot] = 0, 
2 | §.. € oe ta g | + 2 od | Eu» eee a £| 


6, 6, 
(29) 7 (4,- 2A t+ mu 2m Zl bur Sor Fans $l = 0 
— 1 Es Eons Fue E172 wl Eye Spy Ener Fl 
(, 2% P aus) le é,é ,€)=0. 
“ 6 ot % 1 Sy? Su? Sun? 


Schreibt man in (29) 1, j:,* statt A, w, v und ersetzt £, y, ¢, @ durch die projektiv 
transformierten Koordinaten é, j; thy Ss & (= Linearkombinationen von £, n, ¢, ® mit 
konstanten Koeffizienten), so ergeben sich die entsprechenden Gleichungen fir die 
infinitesimale Verbiegung der zu @ projektiven Flache . Dabei kann man jedoch 
in den Determinanten £, », ¢, @ anstelle von &, #j, =, 6 stehenlassen; denn hierdurch 
andert sich der Wert der Determinanten nur um einen gemeinsamen nicht ver- 
schwindenden Faktor. Sind nun /, », v Lésungen der Gleichungen (29), so befriedigen 


die Funktionen 7 = w /, A=op, t+—or mit wo = (8) (c = beliebige Kon- 


stante + 0) die entsprechenden Gleichungen fir die infinitesimale Verbiegung der 
Flache @. 


R. Sauer. 








Die Kreisklassenkérper von Primzahlpotenzgrad 
und die Konstruktion von Kérpern mit vorgegebener 
zweistufiger Gruppe. I. 


Von 


Arnold Scholz in Freiburg i. Br. 


Zusammenfassung. 


Nach friheren Ergebnissen'),*) existieren Kérper mit beliebiger zweistufiger 
Gruppe, wenn dies fiir Gruppen von Primzahlpotenzordnung richtig ist. In der 
vorliegenden Note wird nun fiir die Gruppen, die sich aus zwei Elementen von 
Primzahlordnung erzeugen lassen — fiir den allgemeinsten Fall vgl. die Be- 
merxungen am SchluB der Arbeit —, die Konstruktion von zugehérigen Kérpern 
durchgefiihrt. Die Konstruktion ist so allgemein gehalten, daB man daraus einen 
Uberblick iiber die wichtigsten Typen absoluter zweistufiger Kérper (Klassenkérper 
der Kreiskérper, kurz Kreisklassenkérper) von Primzahlpotenzgrad erhalt. Und 
zwar werden die Fragen behandelt: Wie fallt die Mannigfaltigkeit der Kreisklassen- 
kérper mit demselben maximalen Kreiskérper aus, wenn man dessen Zahlentheorie 
kennt, und wie dessen Zahlentheorie, wenn man die seiner zyklischen Unterkérper 
kennt? — AuBer mit den Saétzen der Klassenkérpertheorie und dem Reziprozitats- 
gesetz, den naturgeméBen Hilfsmitteln, wird hier wie in '), *) in weitgehendem 
MaBe mit symbolischen Potenzen und Ordnungen operiert und mit einem Faktor- 
gruppenkalkil, der es erméglicht, im Bereich der Normalkérper ohne Schwierigkeit 
zu andern Kérpern und deren Galoisgruppe iiberzugehen. Wesentlich erleichtert 
werden diese Ubergiange durch den Tschebotarjowschen Monodromiesatz®), der es 
gestattet, jedesmal die Galoisgruppe wieder aus Tragheitssubstituti zu erzeugen. 

Inhaltsangabe: 0. Einleitung und vorbereitende Definitionen. 

. Eine notwendige Konstruktionsbedingung. 
Eine hinreichende Konstruktionsbedingung. 
Erfallung der hinreichenden Bedingung. 
Der Fall | = 2. 








_ 


-~ wo Ww 


0. 

Die Frage, ob jede endliche zweistufige metabelsche Gruppe als 
Galoisgruppe eines Zahlkérpers K/K, auftreten kann, wenn K, als end- 
licher Grundkérper gegeben ist, kann durch Betrachtung der absolut zwei- 
stufigen Korper (,,Kreisklassenkérper“, als Klassenkérper der Kreiskérper) 
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von Primzahlpotenzgrad in erheblich weiterem Umfange als bisher — 
vielleicht auch endgiiltig — entschieden werden. In einer ersten Ab- 
handlung') tiber dieses Problem zeigte ich, daB sich zu einem besonders 
durchsichtigen zweistufigen Typus, den ich Dispositionsgruppe nannte, 
stets zugehérige Zahlkérper K/K, aufweisen lassen. Mit der Konstruktion 
von ,,Dispositionskérpern“ war zugleich die Konstruktion fiir solche 
Gruppen © > 4% (G/M und A kommutativ) ausfiibrbar, wo die Ordnung 
von ©/Y zu der von & teilerfremd ist oder die Bestandteile gemeinsamer 
Ordnung in © nur zyklisch auftreten. Insbesondere war damit fiir 
alle Gruppen quadratfreier Ordnung die K6érperkonstruktion ausfiihrbar. 
In einer weiteren Abhandlung*) nahm ich eine Zerspaltung der all- 
gemeinen zweistufigen Gruppe in zwei charakteristische Bestandteile vor, 
die es erméglichte, die Konstruktion beliebiger zweistufiger K6érper auf die 
Konstruktion von Dispositionskérpern und ,,Zweigkérpern“, einem zwei- 
stufigen Typus vom Primzahlpotenzgrad, zuriickzufiihren, und zwar so, 
daB jedesma! in einem passenden Produkt von Dispositions- und Zweig- 
kérpern ein Kérper mit der vorgeschriebenen zweistufigen Gruppe ent- 
halten wire. Die zum Zweigkérper gehérige Zweiggruppe © hat folgende 
Haupteigenschaften: 

1. Sie hingt auBer von den Invarianten der Abelschen Gruppe ©/% 
(der Gruppe des Abelschen Kérpers, tiber dem dann der zweite Abelsche 
Kérper gebildet werden soll) nur von der in der Abelschen Gruppe U 
vorkommenden Maximalordnung ab, genau so wie die Dispositionsgruppe. 

2. Im Gegensatz zur Dispositionsgruppe ist bei ihr & die Kom- 
mutatorgruppe; der erste Abelsche Schritt in der Konstruktion soll also 
maximal genommen werden. 

3. Jede zweistufige Gruppe von Primzahlpotenzordnung ist Faktor- 
gruppe einer Zweiggruppe. 

Genauer hat die Zweiggruppe vom Typus (I, I, ... 1’; I) folgende 
Gestalt: 

1. Die Erzeugenden S,,S,,...S, haben die Ordnungen I, I, ... I'" 
(l Primzahl), und dies sind zugleich die Ordnungen der Basiselemente 
S,U, SU, ...8,U des ,.Kommutanden“ 6/%. Die zyklischen Gruppen 
{S,},=1,..., sind also zum Kommutator & teilerfremd. 

2. Die Kommutatoren A,, = Sj' S;' 8,8, je zweier Erzeugender S,, 8, 
haben alle die Ordnung I. 








1) Uber die Bildung algebraischer Zahlkérper mit auflésbarer Galoisscher 
Gruppe, Math. Zeitschr. 30, S. 332—356. Diese Note sei im folgenden mit D. 
abgekirzt. 

*) Reduktion der Konstruktion von Kérpern mit zweistufiger Gruppe. Sitzber. 
d. Heidelb. Akad. 1929, Nr. 14. 














Konstruktion von Kérpern mit zweistufiger Gruppe. 


3. Es gelten auBer den zwangsliufigen Relationen *) 


(1) Ay ACAG = E (4, = 8,—1) 
hy 7 

und, wegen S!* = s = E, 

(2) Ag=AR=E (f,= 58; 1=0,1,...0°—1) 


keine weiteren davon unabhiangigen, d.h. es laBt sich jedes Element 
von W eindeutig in der Form darstellen: 


Py a (1, 82, ... 32) 
(3) A = [J Argh MHD, 


*< 


yy 


wobei F,; mod(l*, 8S; —1,... st —1, f,, f,) zu werten und dieser Modul 
die symbolische Ordnung (vgl. D., 8.336) von A,, ist. 

Nach dem bisher Gesagten bleibt uns die Aufgabe zu lésen, zu jeder 
Zweiggruppe einen zugehérigen Zweigkérper zu finden. Dabei diirfen wir 
als Grundkérper K, den rationalen Zahlkérper wihlen, wenn sich die 
Konstruktion so ausfiihren laBt, dab der Zweigkérper K zu einem ge- 
gebenen Korper K, teilerfremd ist. Denn dann ist KK,/K, ein Zweig- 
kérper mit derselben Gruppe iiber K,, und damit ist die Aufgabe zu- 
gleich fiir einen beliebigen Grundkérper K, gelést. Diese Nebenbedingung 
fiir die Wah] von K ist nun sicher erfiillbar, wenn man die Diskriminante 
von K zu einer gegebenen Zahl, z. B. der Diskriminante von K,, teiler- 
fremd wahlen darf; denn wenn die Diskriminanten von K und K, teiler- 
fremd sind, sind es auch K und K, selbst. Wir werden es nun iiber- 
haupt so einrichten, da8 die zum Aufbau des Zweigkérpers K nétigen 
zyklischen Bestandteile (absolut oder relativ zyklischen Ké6rper) eine 
Primzahlpotenz-(Relativ)-Diskriminante besitzen, und jedesmal hierfiir eine 
unendliche Schar von Primzahlen bereithalten, womit dann die Teiler- 
fremdheitsbedingung erfiillbar ist. Die Beschriankung auf Primzahlpotenzen 
hat dabei den groBen Vorteil der Ubersichtlichkeit in der Konstruktion 
und diirfte anderseits die Konstruktionsméglichkeiten kaum einengen, wie 
sich bald zeigen wird. 

Bevor wir an die Konstruktion des Zweigkérpers gehen, bemerken 
wir noch folgendes: An sich liegt in der Hervorhebung der Zweiggruppe 
unter den zweistufigen Primpotenzgruppen eine gewisse Willkiir, indem 
nimlich gerade von den nm Erzeugenden verlangt wird, da8 sich ihre 
Ordnung nicht vergréBert, wenn man vom Kommutanden 6/H zu © 


’) Vgl. Ph. Furtwangler: Beweis des Hauptidealsatzes fir die Klassenkérper 
algebraischer Zahlkérper. Hamb. Math. Sem. Abh. 7 (1929), S. 14—36; dort: 
Forme! (4), (7), (11). Die linke Seite von (7) ist hier — 2. 


11* 
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iibergeht*), ohne daB das gleichzeitig etwa fiir S,S, der Fall zu sein 
braucht. Da aber die Wahl der Basis von ©/W selbst ziemlich will- 
kiirlich ist, ist die Bildung der Zweiggruppe gegeniiber Automorphismen 
der Gruppe ©/W im allgemeinen gar nicht invariant. Die gemachte Aus- 
zeichnung bekommt jedoch sofort eine konkrete Bedeutung, sobald man 
Galois-Gruppen von absoluten Normalkérpern K betrachtet und als Er- 
zeugende Trigheitssubstitutionen wahlt. Nach dem Tschebotarjowschen 
Monodromiesatz*) erzeugen ja die Trigheitsgruppen der einzelnen Prim- 
ideale in K die ganze Gruppe von K. Bei unseren ,,Primkonstruktionen“ 
werden nun die {S,} ganz von selbst als die Trigheitsgruppen innerhalb 
©/M herauskommen, und da die S, als Trdgheitssubstitutionen beim 
Ubergang von ©/M auf © ihre Ordnung behalten, wird sicher dadurch 
erreicht, daB man die Relativdiskriminante oder den Fiihrer von K/K° 
zur Diskriminante von K° teilerfremd wiahlt, wenn K° der maximale 
Abelsche Unterkérper (der Kreiskérperbestandteil) von K ist*). 

Wir haben hier eben schon eine Bezeichnungsweise angewandt, die 
sich tiberhaupt in der Theorie der absoluten Normalkérper K als zweck- 
miBig erweist, und die wir darum genau formulieren wollen: 

Als Erzeugende der Galoisgruppe © von A wihlen wir immer Triig- 


A. Scholz. 


heitssubstitutionen 7,, ... T7,. Verwenden wir ferner der Anm. ‘*) ent- 
sprechend in einer Faktorgruppe ©/ ebenfalls 7,,... 7, fiir die Rest- 
kiassen T,$,... 7, §, die sie repriisentieren, und war etwa 7, in K 


Triagheitssibstitution fiir das Primideal p, so ist es jetzt im zu § ge- 
hérigen Unterkérper K’ Tragheitssubstitution des durch p teilbaren Prim- 
ideals p’ in K’. Umgekehrt wollen wir aber auch beim Ubergang zu 
einem Oberkérper eine Trigheitssubstitution des Unterkérpers immer 
wieder nur mit einer Tragheitssubstitution des Oberkérpers identifizieren. — 


4) Uber diese Ausdrucksweise vgl. A. Scholz, Uber das Verhaltnis von Ideal- 
klassen- und Einheitengruppe in Abelschen Kérpern von Primzahlpotenzgrad. Sitzber. 
d. Heidelbg. Akad. 1930, Nr. 3; Anm. 4. Diese Note sei im folgenden mit V. be- 
zeichnet. 

5) N. Tschebotarjow: Zur Gruppentheorie des Klassenkérpers. J. f. M. 161 
(1929), S. 179—193; Satz 1 (1924). 

*) Genau wird erreicht, daB die Tragheitsgruppen der Diskriminantenteiler 
von K°® beim Ubergang zu K ihre Ordnung behalten. Das ist fiir zyklische Gruppen 
gleichbedeutend fnit Beibehaltung der Eleménteordnung. Da aber die Tragheits- 
gruppen der einzelnen Primideale zyklisch sind, auBer wenn sie im Kérpergrad auf- 
gehen, dirfen demnach die Diskriminanten von K® und K/K°® nur eine Potenz von I 
gemein haben. Diese singuléare Méglichkeit fir die Konstruktion eines Zweig- 
kérpers wollen wir jedoch wegen ihrer Kompliziertheit — auBer in der Formulierung 
des Satzes 2 — nicht beriicksichtigen, und tiberhaupt wollen wir ausfihrlich nur 
den Fall betrachten, daB die Diskriminante von K/K°® zu | prim ist, und fir den 
andern Fall nur die nétigen zusitzlichen Angaben machen. 
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Betont sei, da8 wir bier nur mit den 7,,... 7, so verfahren. Da8 auf 
diese Weise keine Widerspriiche entstehen kénnen, macht man sich am 
besten so klar: Man denkt sich erst die 7,,... 7, als unabhangige Er- 
zeugende einer freien Gruppe §. © entsteht aus § durch Anbringen 
definierender Relationen. Beim Ubergang zu einer Faktorgruppe von © 
kommen neue Relationen hinzu, dagegen fallen bei einer Aufspaltung 
von ©, zu deren Erzeugung die 7 noch ausreichen, Relationen fort. 
Insbesondere hangt die Ordnung eines 7 immer von der Gruppe © mit 
ihren Relationen ab, in der wir 7 gerade betrachten. 


1. 


Wir wenden uns jetzt der Zweiggruppe © zu und wollen den ersten 
Abelschen Schritt in der Konstruktion des Zweigkérpers, die Bildung des 
Kreiskérpers K® zum Kommutanden 6/% = G° vom Typus (I, Mz, ... ['») 
betrachten. Die Wahl von K° darf hier nicht wie bei der Konstruktion 
des Dispositionskérpers unabhingig vom zweiten Abelschen Schritt erfolgen. 
Wir wollten K° aus zyklischen Kérpern von Primzahlpotenzdiskriminante 


aufbauen; also mu8 K° ein Produkt K™ Kes iat Kt werden, wo fiir 


l>2 die p, verschiedene Primzahlen = 1 mod J” (oder auch ein 
p, = U'«*") sind und dann K" den Unterkérper /’-ten Grades des p-ten 
Kreisteilungskérpers bedeute’). Die Gruppe 6° von K® besitzt dann 
wirklich m Basiselemente S,,...S, von den Ordnungen J", ... I’, 


wobei S, erzeugende Substitution in Kt ng in den anderen syklischen Ki . 


aber die Identitat ist, und zugleich die. Tragheitsgruppe (der Primateiler) 
von p, in K° erzeugt. 

Bilden wir den absoluten Klassenkérper K° von K° (wir meinen hier 
immer den /-Klassenkérper, d. h. den Bestandteil von /-Potenzgrad des 
vollstindigen Klassenkérpers*), obwohl wir im Augenblick auch den voll- 
ik Klassenkérper selbst betrachten kénnten), so werden wir mit 
S,, ... S, jetzt erzeugende Tragheitssubstitutionen je eines Primteilers von 
P,, --» Pn in K° bezeichnen. Wegen der Unverzweigtheit von K*/K® be- 


7) Far 1 = 2 sind iiberall mehr oder weniger starke Ab&nderungen in der 
Auswahl der zyklischen Kérp:r nétig, weswegen wir den an sich viel einfacher zu 
behandelnden Fall / — 2 ganz abtrennen und am Ende der Note anbringen wollen. 

8) Ebenso ist dann die zugehérige Klassengruppe von |-Potenzordnung zu 
nehmen, d. h. Hauptideal ist jedes § mit h? — (y) und (g,1) = 1. Als Reprasen- 
tanten fiir die Idealklassen kann man immer solche j wahlen, fir die eine 
Potenz i Zahlideal (o) ist, womit man sich auf eine Untergruppe (statt Faktor- 
gruppe) der urspriinglichen Idealklassengruppe von /-Potenzordnung in der Be- 
trachtung beschrankt. — Entsprechend verfahre man mit Strahlklassengruppen. 
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halten die S, in der Gruppe § von K° ihre Ordnung J”, und es erzeugen 
nach dem Tschebotarjowschen Monodromiesatz die S, mit ihren Kon- 
jugierten schon §. Daraus folgt, daB der Kommutand von §, der 6° 
sicher als Faktorgruppe enthalt, auch schon aus den (hier selbstkonjugierten) 
S,, ... S, mit den Ordnungen 1", ... I'* erzeugt wird. Also ist G° selbst 
der Kommutand von §, d.h.: K° ist der maximale Abelsche Unterkérper 
von K®. Wir nennen dann K° Wechselkérper von K°. — DaB K° Wechsel- 
kérper ist, kann man auch durch Betrachtung der Differente von K° 
beweisen, die bei Kreiskérpererweiterungen wachsen miiBte. 

(Hatte man dagegen irgendeinen Abelschen Kérper K° mit der 
Gruppe 6° genommen, so wire // K* der Kreiskérperteil von K°, wenn 
alle Diskriminantenteiler von K° durchliuft und /* jedesmal gerade so 
groB gewahlt ist, daB K° noch in // kK" liegt.) 

Der absolute Klassenkérper K°/K° oder die absolute Klassengruppe 
von K° spielt schon deswegen eine wesentliche Rolle fiir die Konstruktion 
des Zweigkérpers, weil die Konstruktion bei zu schmaler Klassengruppe 
von vornherein versagt, wie in Satz 1 und 2 zum Ausdruck gebracht ist. 
Sei nimlich, um auf Satz 1 zu kommen, K irgendein zweistufiger Kérper 
mit dem Kreisteil K° =/7K‘", K/K° Klassenkérper mit dem Fibrer f, 
und f zu allen p, teilerfremd. Da K Normalkérper ist, mu f ein in- 
variantes Ideal sein, also wegen seiner Unverzweigtheit in K° auch 
rational: f = 9,4, ---Gm, Wo wieder alle g, Primzahlen = 1 mod! sind 
oder auch ein g, eine héhere Potenz von /*). Ist nun R° der vollstandige 
l-Klassenkérper (Strahlklassenkérper) mod f, so enthilt er sicher den 
K6rper 

K’ = K,,- Ky, ... Ka, 
Ferner gilt 
K° R° Ke 
<<. 
Dabei ist K’ zu K° teilerfremd, und darum auch noch zu K; denn der 
Durchschnitt [K,K’] mu8 als Kreiskérper noch im Kreisteil K® von K 
liegen, also auch in [K°, K’] = (1). Ebenso ist K’ fremd zu K°. 
Sei nun etwa 7’, erzeugende Substitution des Kérpers a ebenso @ 


wie zuvor in s. so sind S, und 7, als Tragheitssubstitutionen in K 
deutbar, so daB in K° die T, und in K' die S, und mit ihnen ihre 
Kommutatoren A,, die Identitét ergeben. Wihrend im direkten Produkt 
K°RK’ die Galoisgruppe noch direkt {S,,...8,} x{T7,,...7,,} in die 


*) Vgl. den Anfang von V. 
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Gruppen von K° und K’ zerfillt, sieht die Gruppe G von RK so aus: 
Tragheitsgruppen sind wieder nur die {S,} und {7,} mit ihren Konju- 
gierten"*). Daher erzeugen auch hier S,,...S,; 7,,... T, schon © (als 
Kommutandenbasis einer Primpotenzgruppe auch ohne ihre Konjugierten). 
Aber die 7, kénnen beim Ubergang von K° K’ auf KR ihre Ordnung 
erhéht und Kommutatoren mit den S, erhalten haben. Dagegen kann 
sich bei {S,,...S,} nur die Kommutatorgruppe ausgeweitet haben. Galt 
indessen in K°® und K°K’ noch J] A”x*“ = E, so muB jetzt 


(4) 1 A¥si — 7 Ti; L, <2 = (0, A,,... An) 


ausfallen (d. h. in der zu K° K’ gehérigen Untergruppe von & liegen). 

Gehen wir nun von K°® auf K zuriick und beachten, daB K°® der 
Kreisteil von K ist, so muB ©&° wieder der Kommutand werden; also 
miissen in der Gruppe © von K die T, mit Elementen der Kommutator- 
gruppe zusammenfallen, die sich hier aber wieder allein durch die A,; 
darstellt. LieSen sich nun in der Gruppe von K° die A,, durch r sym- 
bolisch unabhingige"'), etwa A,,...A,, ausdriicken, so lassen sich in © 
die T, gleichzeitig mit den A,, wegen (4) auch schon durch A,,... A, 
in Verbindung mit den T” ausdriicken, also etwa 


(5) T, = [] Ate. J] T's Ly, <2. 

e=1 r= 
Wendet man (5) wieder auf den rechten Faktor JJ Ti’ an, so erhilt 
man nach k-maliger Anwendung des Verfahrens eine Darstellung 


(k) 


T, = I APe- II Tn, wo LY, < 2, 


=I] AFue fiir geniigend hohes k™). 


(6) 


10) Fir ein g = /" reicht auch ein 7 mit Konjugierten. 

11) Wir nennen Elemente A,, Ay, ... Ar einer Gruppe symbolisch unabhiangig, 
wenn sich keines der Elemente durch die tibrigen und deren Konjugierte aus- 
dricken 14Bt, also sich keines als symbolisches Potenzprodukt der tibrigen darstellen 
148t. Und zwar verwenden wir hier diese Bezeichnungsweise zugleich innerhalb 
der vollen Galoisgruppe G als in der Idealklassengruppe von K° bei Transforma- 
tionen mit Elementen, d. h. Anwendung der Substitutionen, aus G°, indem wir ein 
fir allemal die Idealklassen eines Kérpers mit den Relativ-Substitutionen seines 
Klassenkérpers dem Artinschen Reziprozititsgesstz entsprechend identifizieren. — 
Aus der Unabhangigkeit folgt noch keine direkte Zerlegbarkeit in r Faktoren. 
[Vgl. auch *)}. 

12) A. Scholz: Die Behandlung der zweistufigen Gruppe als Operatorengruppe. 
Heidelb. Ak.-Ber. 1933. Loewy-Festschr. Diese Note sei im folgenden mit O. 
bezeichnet. 
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Hieraus folgt insbesondere, daB die A, auch ohne Hinzunahme der T* 
schon die Kommutatorgruppe von © erzeugen. Wir erhalten daher den 
folgenden 

Satz 1. Ist K eim zweistufiger Kérper von Primzahlpotenzgrad mit 
der Gruppe © = {8,, ...S,}, K° sein mazximaler Kreisunterkérper, und 
sind die Diskriminanten von K° und K/K° relativ prim, so besitz die 
Gruppe U von K/K° héchstens so viel symbolisch unalhangige Erzeugende 
(Kommutatoren der 8,) wie die absolute Klassengruppe von K°. 

Unsymbolisch kann man das Ergebnis auch so ausdriicken: 

Ist K° der absolute 1-Klassenkirper von K°, r, die Anzahl der unab- 
hiingigen relativ zyklischen Unterkérper von K°/K°, die zugleich absolute 
Normalkérper sind, r die entsprechende Anzahl fiir K/K°, so gilt r< 1,. 

(Dieser Satz gilt auch ohne Teilerfremdheit der Diskriminanten, wenn 
man statt des absoluten Klassenkérpers K® den vollstindigen Klassen- 
kérper mod p,...p, nimmt, sogar abziiglich der darin enthaltenen Kreis- 
kérpererweiterungen.) 

Zur Formulierung von Satz 1 ist folgendes zu bemerken: 


a) Die zweite Fassung des Satzes 1 erhilt man, indem man wie in O. 
etatt der Gruppe & nur den Stumpf U/W* betrachtet, dessen zugehériger 
K6érper sich aus diesen r relativ zyklischen Normalkérpern (hier vom 
Grade 1) zusammensetzt, und beachtet, da® die Anzahl der Unabhangigen 
in U/M* mit der Zahl der symbolisch Unabhangigen in MU iibereinstimmt. 

b) Wir waren zwar urspriinglich davon ausgegangen, da8 der maxi- 
male Abelsche Unterkérper K°® von K ein ,Vollkérper‘ K°® = J] Kk" ist. 
Im gegenteiligen Falle kommt aber bei der obigen Uberlegung nur eine 
Verschirfung heraus: Bezeichnen hier S,, ... S, die Trigheitssubstitutionen 
von p,, ... Py, wenn dies die Primteiler dee Diskriminante von K°® sind, 
so sind in K°® nur etwa S,,...S, (mn <¢) unabhangig. Im maximalen 
Abelschen Unterkérper von K°, einem Vollkérper K* = lI Ki" ” sind aber 

t=1 
S,,...S, unabhingig. Haben wir in der Gruppe von K°/K° wieder r, 
symbolisch unabhingige Erzeugende A,,...A,,, 80 schlieBen wir jetzt 
nicht bloB wie oben, daB im zweistufigen Kérper K, Wechselkérper 
von K°, wieder die 7, mit Elementen A?’ . me ro gusammenfallen miissen, 
sondern sich auch noch die t — n eqnegpuden ‘Substitutionen von K/K° 
durch die iibrigen A, ausdriicken lassen, so daB die Gruppe von K/K° 
sogar héchstens 1, —(t —n) symbolisch Unabhangige besitzt. (Man be- 
achte namlich, da8 wir oben nicht die Voraussetzung benutzt haben, 
daB K° Wechselkérper von K° sei; darum folgt die Aussage tiber die T, 
genau so wie oben, und es bleibt dann noch eine Kreiskérpererweiterung 
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von ¢—m Unabhangigen zu beseitigen, um wirklich auf einen Wechsel- 
kérper K von K° zu stoBen.) 


c) Da die Zweiggruppe G (3) symbolisch Unabhingige A,, 
(l= *<4< 4) im Kommutator besitzt, die Maximalzahl fiir zweistufige 
Primgruppen mit » Erzeugenden, muB fiir sie der Vollkérper K° so gewahlt 


4 symbolisch Unab- 
hingige besitzt, ohne daS darum schon die Galoisgruppe des Klassen- 
kérpers K° eine Zweiggruppe zu sein braucht. Das folgt aus Satz 1, 
wenn wir uns an die Bestimmung der Anm. *) halten. 

Diese notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Zweigkérpers mit 
dem Kreisteil K°, daB die Klassengruppe von K° i ) symbolisch Unab- 
hingige besitzen muB, laBt sich, auf Satz 2 hinzielend, noch auf andere 
Weise ausdriicken: Sie ist erst eimmal damit gleichbedeutend, daB jeder 


in K° enthaltene Vollkérper K?, = Kes. Ki eine durch / teilbare Klassen- 


ahi besitzt. Denn beim Ubergang von Ke zum Klassenkérper K?, von 

, hat man in der Gruppe G° von K°* die Faktorgruppe nach allen S, 
we S, und S, zu bilden. Zugleich ergeben dann in RK, alle Kommu- 
tatoren der S, die Identitét, ausgenommen héchstens A,,, und das hangt, 
gruppentheoretisch betrachtet, davon ab, ob A,, in © von den iibrigen 


werden, daB seine absolute Klassengruppe schon ( 


(3) — 1 Kommutatoren A,, unabhingig ist, zahlentheoretisch betrachtet 
aber davon, ob die Klassenzahl von K°, durch / teilbar ist. Also ist die 
Aussage, daB alle (3) Kommutatoren A,, voneinander unabhingig sind, 
wirklich damit gleichbedeutend, daB alle K2, eine durch ! teilbare Klassen- 
zahl haben, und das ist wieder dann und nur dann der Fall, wenn jeder 
»Kérperstumpf' K,, = Ki, eine durch | teilbare Klassenzahl hat. 
Denn beim Ubergang von K°, zu K,, wird nur Si=S'=E; Ay=E 
also nur dann, wenn es durch S! und S! ausdriickbar wire, d. h. 
= S281 A, wo Sz, S{ <M und A im Kommutator % von Si), und S; liegt. 
Da aber S, und S, Tragheitssubstitutionen sind, gilt S; = S{ = 
wahrend w 0 

H = lax 2) <u, 


I=1 
wenn man f\? = 5 S$ setzt und {}¢ das Zeichen fiir symbolische Er- 
e=0 


zeugung ist. Das heiBt aber: A,, = E auch in K2, 

Dafiir aber, daB die Klassenzahl von K,, = Ki Kj, durch | teilbar 
ist, ist notwendig (und hinreichend, wie schon in V. bewiesen, vgl. hier 
Kap. 3), daB p, und p, gegenseitig l-te Potenzreste sind'*). Ist namlich 


18) Vgl. A. Scholz: Zwei Bemerkungen zum Klassenkérperturm. J.f.M.161 S. 205. 
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etwa (=) + 1, so zerfillt p, in K;, nicht; daher gibt es tiber K}, zum 
1 ’ 

Fihrer p, nur einen zyklischen Klassenkérper /-ten Grades, nimlich K,,. 

Ware nun der Klassenkérper K,, + K,,, so nach O. auch der Klassen- 


kérperstumpf; dies ist aber ein relativ Abelscher Kérper iiber K;, und 
daher, wegen seiner Unverzweigtheit iiber K,,, Klassenkérper iiber Kj, mit 
dem Fiihrer p,. Wir haben damit den , 

Satz 2. Damit sich der Vollkérper K° = IT K** zu einem Zweig- 
kérper erweitern laBt, ist notwendig, daB die p, untereinander l-te Potenz- 
reste sind, soweit sie nicht durch | teilbar sind. Kommt jedoch eine Potenz 
von | unter den p, vor, so braucht | kein l-ter Potenzrest der iibrigen p, zu 
sein, sondern nur umgekehrt, d. h. dann p, = 1 (I) fiir die tibrigen p,"). 

Diese Potenzrestbedingung ist aber fiir jedes / erfiillbar; man braucht 
die p, nur etwa aus der Klasse der Primzahlen zu nehmen, die im I/-ten 
Kreisteilungskérper Normen von Primarzahlen x, sind — das ist eine 
Aussonderung positiver Relativdichte —, dann gilt fiir sie das Reziprozi- 
tatsgesetz der /-ten Potenzreste, und man braucht jedes 2, nur noch so 
zu wihlen, da8 es l-ter Potenzrest fiir alle vorangehenden x, ist. Schneller 
kommt man aber zum Ziel, und mit kleineren Zahlen, wenn man die 
Kombinationen {p,, py, ---P,} etwa nach der GréBe ihres Produkts ge- 
ordnet auf ihren gegenseitigen Potenzrestcharakter der Reihe nach durch- 
priift. Man gelangt dann immer zu einer hdéheren Relativdichte der 
giinstigen Fille als bei der obigen Primarauswahl. Z. B. haben fiir n = 2 
unter allen Primzahlpaaren der Form /z+1 die gegenseitigen /-ten 
Potenzreste die Dichte 1:7. Oft findet man allerdings ein anfangliches 
Zuriickbleiben hinter der Dichte — eine auch sonst hjufig auftretende 
Erscheinung, daB sich die kleinen Zahlen ,untereinander schlecht ver- 
tragen’. So miiBte fiir 1 = 3 jedes neunte Paar p,-p,; p, = p, = 1 (3) 
gegenseitiger kubischer Rest sein; tatsichlich sind aber die sechs ersten 
kubischen Restepaare: 








Produkt ... 1267 1339 1561 2869 2947 2977 
PicPar - ce oe 7-181 13 - 103 7-223 19- 151 7-421 13 - 229 
aiberhaupt das . 32. 35. 42. 81. 85. 86. Paar 























14) Im Falle p, — 1" bestand ja noch die friher von uns ausgeschaltete Még- 
lichkeit, | im Fihrer von K/K°® aufzunehmen, ohne die Ordnung der Tragheits- 
substitution S, zu vergréBern. Diese Méglichkeit besteht z.B. bei K,, = K', - K), 


immer, wenn p, = | (l*), aber (=) + 1; nicht aber fir py += 1 (l*), wie man 
2 


aus den Ausfiihrungen des 3. Kap., insbesondere (16), angewandt auf Ki» ent- 
2 
nehmen kann. Absolut einklassig ist K,, in beiden Fallen. 





Sel 
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Vollsténdigkeitsbalber sei noch hinzugefiigt, da8 man bei beliebiger 
Potenzrestverteilung der p, untereinander nur dariiber verfiigt, ob jeder 
Kommutator A,, von den iibrigen unabbingig oder abhingig ist, nicht 
aber iiber die Anzahl der symbolisch Unabhjngigen in der Kommutator- 


gruppe. Es wire selbst bei totalem Nichtrest (2 =) + 1 (fiir jedes u + ») 


méglich, da8 noch je ( 4 — 1 Kommutatoren unabhangig sind, wahrend 
etwa J] A,; = E. 
a<4 
2. 
Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen sich der 


Vollkérper K°® = JT Kt wirklich zu einem Zweigkérper vom Typ 


(Im, ... I" ; l*) erweitern laBt. Der Satz 2 lieferte uns ja nur eine not- 
wendige Bedingung, von der wir nicht wissen, ob sie auch hinreichend 
ist. Als Zweigkérper kommen nach 1. Wechselkérper von K° mit einem 
Fiihrer f = 4, 9, ---%m im Frage, der zu p,...p, teilerfremd ist. Der 
volle Klassenkérper K°® mod { hatte eine Relativgruppe f mit den Kom- 
mutatoren A,, der S, und den Trigheitssubstitutionen 7,,...7,, von 
q,> «+» Qm als symbolischen Erzeugenden. Fiir einen in R° enthaltenen 
Wechselkérper miissen diese Trigheitssubstitutionen 7, mit irgendweichen 
I A’ x44 gusammenfallen. Es fragt sich, wann ein maximaler, d. h. in 
keinem anderen unserer Wechselkérper enthaltener Wechselkérper Zweig- 
kérper ist. 

Wir beginnen hier mit dem Fall » = 2. Es wird K° das Produki 
zweier zyklischer Kérper K, = Km und K, = K". Der absolute 
Klassenkérper K°/K° hat eine byponyhiiecks’ Gruppe “(Ale = WY, wo A 
der Kommutator der Tragheitssubstitutionen S, und S, von p, und p, 
ist. Nach Satz 2 sind wir darauf angewiesen, daB K® + K° ausfallt; im 
allgemeinen liefert uns aber K° noch keinen Zweigkérper, sondern wir 
miissen fiir einen passenden Klassenképer iiber K° einen Fiihrer zu Hilfe 
nehmen Es wird uns hier aber eine Primzahl qg, Tragheitssubstitution 7, 
als Fiihrer reichen, wihrend wir spiter im Falle n Erzeugender be Sub- 
stitutionen 7’ zur ,Belegung‘ der A,, brauchen werden. Der Strahlklassen- 
kérper R° mod q hat daher in seiner Gruppe nur die symbolischen Er- 
zeugenden A und 7, und man erhilt alle in R° enthaltenen maximalen 
Wechselkérper von K°, indem man in der Galoisgruppe 7 mit beliebigem 
AF identifiziert, d. h. zu jeder Gleichung 7 = A” gehért ein bestimmter 
maximaler Wechselkérper K, und jeder la8t sich durch wenigstens eine 
solche Gleichung charakterisieren. Der Wechselkérper K ist wiederum 
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hypozyklisch (vg]. O.), und seine erzeugende Relativsubstitution, die infolge 
der Identifizierung ZT = A’ wieder A lautet, bleibt Kommutator von 4, 
und S,. Ferner ist die Struktur der absoluten Galoisgruppe G von K 
schon durch die symbolische Ordnuny MN von A (bei festem K°) be- 
stimmt, da S!' — S”* = E in G gilt. Wir nennen M auch die sym- 
bolische Ordnung von 6. 

Wie bestimmt man nun MM? Angenommen, A habe in der absoluten 
Klassengruppe von K® die Ordnung §, die sich beim Ubergang zur Strahl- 
klassengruppe Sy mod q vergréBert haben kann, aber dann so, dab Y* 
(= 2A” mit H < §) aus Zahlidealen besteht, die sich auf verschiedene 
Restklassen modg verteilen kénnen. Die symbolische Ordnung ® der 
erzeugenden Hauptidealrestklasse 7°) modg hangt auBer von der in g — 1 
(bzw. q) aufgehenden Potenz von / von der Verteilung der Einheiten auf 
die Restklassen mod gq ab. Ist ferner die symbolische Relativordnung 
von T in bezug auf die Potenzen von A, d. h. besteht R aus allen Poly- 
nomen K, fiir die TX = A in a ausfallt, was AS = T* bedeutet, so 
hat der zur Gleichung T = A’ gehérige Wechselkérper eine zweistufige 
Gruppe mit der symbolischen Ordnung 


(7) M—= (FR, FK,—H,, FK,—H,,...F K,—H)). 


Hierin bedeute K,,... K, eine Basis fiir , und es sei T*e = Ae, (Es 
ist dann R/R isomorph mit H/Q, wenn Q die symbolische Ordnung von A 
in & ist.) 

Nach (2) gilt immer M|/,, /,, und unsere Aufgabe ist es jetzt, fiir 
vorgegebenes k zu erreichen, daB M durch den Zweigmodul N = (I, f,, /,) 
teilbar wird. V6llig frei verfiigen wir iiber F, und bei passender Wahl 
des Fiihrers gq ist auch die Teilbarkeit von R, ebenso R, durch einen 
vorgegebenen Modul erreichbar. Ein hohes & ist aber nicht immer er- 
wiinscht. Ebensowenig darf man F zu hoch wiahlen; denn wenn auch 
in (7) dadurch FR hoch ausfallt, so kénnten die iibrigen Basiselemente 
F K, — H,, wenn eben F K, im Verhiltnis zu H, zu hoch liegt (,Héhe* 
immer an der Teilbarkeit durch 2 gemessen), schon den Modul § er- 
zeugen, d. h. wir kamen nicht weiter als mit dem absoluten Klassen- 


5) Der zu {7'}< gehérige Unterkérper von R° ist der absolute Klassenkérper; 
daher besteht {7'}~ in der Strahlklassengruppe mod q in K° aus den Hauptideal- 
restklassen und ist dquivalent der Fektorgruppe der Zahlrestklassen nach den 
Einheitenklassen mod g. Zerfallt g voll in K°, d.h. in lauter verschiedene Prim- 
ideale 1. Grades, so existiert eine symbolisch erzeugende Zahlrestklasse « der Ordnung 
wv, s™'—1, si? —1), wenn "| q—1 + 0(I" +") oder g = I” +? (vgl. D. 8. 351). 
— Fir g = I’*? geniigte sogar schon, daB / in K® unverzweigt. Wir halten uns 
weiter an g + 0 (i). 
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kérper. Dies wire ganz bestimmt der Fall, wollte man F aus § wihlen; 
denn die K, liegen nach 1. sicher in 2, und fiir F = H wire T = A# 
= T* in G, d. h. T = E wegen K < &. Also kiime hier der absolute 
Klassenkérper selbst mit It = § heraus. 

Vielmehr werden wir F~1, d. hh. F = J < 2"*) und dann ® durch 
® teilbar wahlen, insbesondere q = 1 (/*) und voll zerfallend. Der zur 
Gleichung T = A’ gehérige Wechselkérper ist bei F ~ 1 zum absoluten 
Klassenkérper teilerfremd, nach einer Tschebotarjowschen Bezeichnung 
rein verzweigt’; denn der Klassenkérperstumpf gehért ja zur Untergruppe 
{| A®, T}>, em den Stumpf enthaltender Wechselkérper also zu einer 
Gleichung T = A?. 

Wenn auch bei der Beschrinkung auf rein verzweigte Wechselkérper 
einige Konstruktionsméglichkeiten verlorengehen, so gestaltet sich doch 
fiir F ~ 1 die Aufgabe viel einfacher, und Satz 3 liefert dann als Resultat 
der folgenden Uberlegungen eine iibersichtliche Bedingung fiir die Lés- 
barkeit. Fir F ~1 ist nach (7) stets M|R, und zwar ist M=— R 
erreichbar, wenn sich in G% ein T/A von der Ordnung § finden lat. In 
diesem Falle besteht nimlich die direkte Zerlegung 
(8) W= (T)ex{MA}e = (T}ex{T-' Ac, 
wo sich F durch FJ = —1(RH) bestimmt. Denn in diesem Falle 
kommen nur -te Potenzreste modg als Potenzen von T~1!A¥’ oder TYA 
vor, und es erhalten alle Elemente 4 von % eine eindeutige Darstellung 
T?:(T/ A)*2; F, eindeutig mod R, F, mod §, und dabei ist F, der Ex- 
ponent der absoluten Idealklasse von A, woraus sich dann auch F, ergibt. 
Bildet man nun & {77A}c, so hat man eine hypozyklische, aus T oder A 
erzeugbare Gruppe der Ordnung ®. Gelingt die direkte Zerlegung’ (8) 
noch bei %|R, so haben wir in dem zugehérigen rein verzweigten Wechsel- 
kérper einen Zweigkérper vom Typ (1,12; l*) gefunden. 

Bestimmt bedeutet aber die direkte Zerlegbarkeit eine Einschrinkung 
fiir die Wahl von ®: An sich kénnte man ja ® als vollen Dispositions- 
modul D = (I*, A, f,, 4, f,) = (V, si: —1, sie — 1) wihlen, indem man 
alle Zahlen, die /*-te Idealpotenzen sind, zu /-ten Potenzresten mod q 
macht '’); aber dann darf sich die Zerlegung (8) —icht vornehmen lassen, 


16) Wie in O. bezeichnen wir mit L immer Polynome in 2, mit J solche 
auBerhalb 2; ferner schreiben wir F, ~ F, (M) fir F, = JF, (M), was Fy = J'F, 
mit sich bringt. Also hier F ~ 1. 

17) Vgl. D., 8. 348ff. Bei der. Konstruktion des (auch rein verzweigten) 
Dispositionskérpers gleichen Typs, der aber kein Wechselkérper ist, hat die zu- 
gehdrige Zerlegung die Gestalt {7}~x {T” A}< mit Ord T = 9. 
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da ja alle Wechselkérper von K° Zweigfaktorgruppen besitzen, also eine 
Ordnung M/|/,,/, haben. 

Es fragt sich jetzt also: Kann man in K°® immer einen Modul ¢ 
bestimmen, da8 dort alle Einheiten M-te Potenzreste sind, und daB sich 
die direkte Zerlegung (8) durchfiihren laBt, oder wie muB K°® beschaffen 
sein ? 

Zuniachst bedingt N|R einen voll zerfallenden Modul q = 1 (l*), wie 
schon oben bemerkt, damit die Zahlrestklassengruppe mod q eine durch N 
teilbare Ordnung besitzt. Setzen wir nun im folgenden immer 


8,-1=X; 8,-1=Y, 


so laBt sich die §N-te Potenzrestbedingung fiir alle Einheiten « auch 
durch 

XY). 

()=) 


ausdriicken. Die ®-ten Potenzreste modgq sind nimlich diejenigen, 
deren X Y-te Potenzen l-te Potenzreste sind; denn da die Restklassen- 
gruppe mod qg hypozyklisch: jeder Rest in der Form 7? darstellbar ist, 
so liegt ein y, das die Bedingung 


yi) = a! (9) 
erfiillt, in einer Klasse T*, die die Bedingung 
NXY =0(D) 


erfiillt, d. h. aber N < D:(D, X Y) = M (vgl. O.). 

Rechnen wir weiterhin nur noch mit der Klassengruppe nach den 
N-ten Potenzresten mod q (Strahlklassengruppe mod q; ®) und behalten 
die Bezeichnung Gi fiir sie bei, so bedeutet zweitens die direkte Zerleg- 
barkeit 


U = {T)ex(TPA}e 


fiir wgend ein P, daB es in der absoluten Idealklasse A ein Ideal t geben 
mu8, dessen §-te Potenzen schon M&-te Potenzreste modgq sind. Ist 
dabei T?A die Strahlklasse von r, so gilt die direkte Zerlegung mit P 
als Exponenten von T. 

Also: fiir (0) = t” muB o ein R-ter oder o** ein V-ter Potenzrest 
mod q sein. Darin ist jetzt die obige gleichlautende Forderung fiir die 
Einheiten, die ja unter die 0 fallen, eingeschlossen. 

SchlieBlich ist noch zu beriicksichtigen, daB der Exponent P der 
Abspaltung {7? A}< primitiv sein soll (P = J). Das war ja gerade die 
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Bedingung der Teilerfremdheit 2u Kj, die den Kérper K/K° mit der 
Gruppe &/{7/A}¢ zum Wechselkérper machte. Die Teilerfremdheit zu Ki 
(K; << K) driickt sich aber dadurch aus, da8 nicht alle Ideale aus 
(77 A}e eine absolute Norm haben, die I-ter Potenzrest mod gq ist'*). 
Das ist aber damit gleichbedeutend, daB r = N(r) kein /-ter Potenzrest 
ist; denn die Normen von Idealen einer Klasse aus @ besitzen denselben 
l-ten Potenzrestcharakter mod g, und die Normen der (7/ A)®-Ideale sind 
sicher l-te Potenzreste, weshalb die erzeugende Klasse 7A keine solche 
Norm haben darf. — Wir haben jetzt die beiden Bedingungen 


(), =1; (}),+} 


und diese sind nach der Theorie der Potenzreste dann und nur dann 


vertriglich — d.h. es gibt ein passendes g —, wenn r von allen o** 
l-unabhangig ist; also wenn fiir alle 9 die Ungleichung 
@) r+ oro! 


[(r) = rh; (9) =r, 6) =r") 


erfillt ist. Und zwar kommt dann als Fiihrer jede Primzahl qg in Frage, 
die noch in 
& wk 


(10) K* = K°(En, Vy, -.. Vy), 


t 
aber nicht mehr in K* (Vr) voll zerfallt. Hierbei bedeute y,, ... y, eine 
Basis fiir die X Y-ten Potenzen der Zahlen, die (§-te) Potenzen von t 
sind, also etwa (y,) = riXY,... (w,) = r%*”, wenn § = (H,,... H,); 
Ya+i bis y, = eX’, soweit noch von den vorangehenden py symbolisch 


unabhingige X Y-te Einheitspotenzen vorhanden sind‘*). Es liegt dann Yr 
noch nicht in K*, wenn die Ungleichung (9) erfiillt ist*). 

Uber die Bedeutung der Ungleichung (9) ist folgendes zu be- 
merken: 


1. In Potenzen des Ideals r gilt sicher eine Gleichung 
(11) (r) = rile = rrr; 


8) A. Scholz, Abgrenzungssatz der Kreiskérper, Berliner Akad.- Ber. 1931, 
XXI. Satz I. 

19) Es geniigt eine symbolische Basis; durch Erganzung zu einer natiirlichen 
Basis erhieJte man nur den Normalkérper von K*. Voller Zerfall in einem Kérper 
und dessen Normalkérper fallt aber stets zusammen. 

20) Vgl. etwa H. Hasse, Bericht tiber das Reziprozitétsgesetz §9 11J. Jahresher. 
d. D. M. V. Erganzungsband 6, S. 43. 
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denn wegen 


(12) 14+8,4+8+4+...4+S8—' = (8,—1)-1+1J, 


braucht man nur zu setzen 
(13) tr, = rx'—*y—?. t, = pide t+ Jax! 145, ¥'—1 


fiir den Fall, daB K° vom Typ (l,l), und fiir den allgemeinen Fall 


(!, 7) muB man tr, und r, noch mit 
(14) (14+ St+ S2+...+5"- (14+ 84+...+ S"-)9 


potenzieren. Meistens werden r, und r, sogar Hauptideale sein, so daB 
dann eine Hauptidealgleichung 


(r) = (e)* (0)! 


besteht. Dann besagt unsere Ungleichung r+ *'o', da bei Fortlassen 
der Klammer notwendig eine Einheit hinzutreten mu8. Eine solche 
Zahlungleichung zwischen symbolischen Potenzprodukten, die sich in eine 
Gleichung verwandelt, wenn man Zahlen durch Ideale ersetzt, wollen wir 
eine Irrealitét nennen und die Ungleichung (9) als Hauptirrealitat be- 
zeichnen. 

Auch andere Irrealititen sind bei der Betrachtung der zahlen- 
theoretischen Struktur nichtzyklischer Kérper von Bedeutung: Ist in K° 
z. B. (a) = r*, (8) =r”, ohne daB r durch ein Hauptideal ersetzbar, so 
ist a” = ef* mit e+ 1. 

2. Die Hauptirrealitat hangt nicht wesentlich vom Ideal r ab: Gilt 
sie fiir irgendein Ideal s = rr’, so gilt sie auch fiir r”, weil (11) bei 
Einsetzen von (13) auch fiir rt statt r gilt; dann kann aber nicht 
gleichzeitig r = o*"o' gelten; denn daraus folgte auch r*? = 0? *¥oF!. 
Es geniigt daher fiir unsere Zwecke, da fiir irgendein Ideal s aus K° 
und dessen Norm die Hauptirrealitit besteht*'); dann besteht sie zugleich 
fiir jedes Ideal einer erzeugenden Idealklasse A’. Wir haben jetzt als ab- 
schlieBendes Resultat gewonnen: 

Satz 3. Dann und nur dann lift sich der Vollkérper K® vom Typ 
(Us, 2) zu einem rein verzweigten Zweigkirper K vom Typ (I, I, l*) mit 
einem Primzahlfiihrer q erweitern, wenn in K° die Hauptirrealitat (9) fiir 
irgendein Ideal t besteht. q muB dabei der Schar der Primzahlen an- 
gehéren, die noch in dem unter (10) definierten Kérper K* voll zerfallen, 
aber nicht mehr in K* (Yr). 

21) Unser Reprasentant rt fiir die absolute Idealklasse A ist zwar der An- 


merkung *) entsprechend gew&hit; ist aber ¢ erst in gl™-ter Potenz mit (g, 1) = 1 
Zahlideal, so gilt die Hauptirrealitat, wenn fir 5, auch fir s’. 





omer 1 atreses: sae 
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(Diese Vorschrift gilte auch noch fiir einen Fiihrer /*+',, wenn / 
nicht in p, oder p, aufgeht; jedoch ist fiir / der Zerfall erst von K°(2x) 
aus zu betrachten.) 

Notwendig fiir das Bestehen der Hauptirrealitat ist jedenfalls, daB r 
kein Hauptideal ist; es braucht daher die Bedingung, daB die Klassen- 
zahl von K°® durch / teilbar sein mu8, nicht besonders ausgesprochen zu 
werden. Es wire nun sehr interessant, zu untersuchen, ob die Teil- 
barkeit der Klassenzahl durch / auch schon hinreichend fiir das Bestehen 
der Hauptirrealitaét ist**). Wir wollen dies im folgenden nur fir einen 
leicht verifizierbaren Spezialfall beweisen, nimlich fiir den Fall, da8 der 
Primteiler p, von p, in K° in einer erzeugenden Idealklasse A/ liegt und 
K° auBerdem die einfachste Gestalt K,,.K,, hat. Wir wahlen dann 
t= p,(r = p,). Der Beweis der Hauptirrealitét fir r= p,, mit dem 
dann die Konstruktion eines Zweigkérpers vom Typ (I, 1; /*) erledigt ist, 
wird eine noch eingehendere Untersuchung der Einheitengruppe von K° 
erfordern als in V. 


Bevor wir jetzt die Strahlklassengruppe , die der Hauptgegenstand 
dieses Kapitels war, ganz verlassen, sei noch ein Wort iiber die Kin- 
deutigkeit ihrer Untergruppen {A}¢ und (7'}¢ gesagt: {7}¢ ist villig ein- 
deutig bestimmt als die zum absoluten Klassenkérper von K° gehdrige 
Untergruppe, zugleich damit als die ,,Trigheitsmasse“ der Primteiler von q. 
T selbst ist als erzeugende Substitution der Trigheitsgruppe eines Prim- 
teilers von g durch Elemente T°": (g + 0(1)) seiner Abteilung”) er- 
setzbar, die Abteilung aber eindeutig bestimmt. Ebenso sind aber auch 
in der Gesamtgruppe G des Strahlklassenkérpers die anderen erzeugenden 
Tragheitssubstitutionen S,,S, nur ihrer Abteilung nach bestimmt. Fiir 
ihre Kommutatorgruppe {A}¢ ist das solange belanglos, als man S,, S, 
in ihrer Abteilung innerhalb {S,,S,} bela®t. Transformiert man aber S, 
etwa mit 7: und S, mit 7*2, so geht dabei A = S>1S$: in A Ti?2—FvxXY 
iiber. Die Gruppe {A}¢ ist also nur bis auf Faktoren T’*" eindeutig 
bestimmt. — Zur Charakterisierung von {7*"}¢ betrachte man 6 als 
zweistufige Gruppe mit den drei Erzeugenden S,, 8,; S, = 7. Wegen der 
Vertauschbarkeit von A,, = A mit T lauten hier die drei Faktoren der 
Gleichung (1): T’*, T-*Y, 1. 


3. 
Wie schon hervorgehoben, ist zur weiteren Verfolgung unseres Zieles 
eine nihere Untersuchung der Einheitengruppe des Vollkérpers K® = K, K, 
= Kj, K), erforderlich. Dabei meinen wir immer nur die Einheiten « 


%%) Nach der Bezeichnung von Frobenius. 
Mathematische Annalen. 109. 12 
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mit der Norm +1, d. h. wir betrachten eigentlich nur eine Einheiten- 
untergruppe vom Index 2, wihrend dann alle Einheiten die Gestalt + « 
hitten. Wir kénnten uns auch auf eine Untergruppe von beliebigem 
endlichen, zu | teilerfremden Index einrichten, da es auch bei den 
folgenden Untersuchungen auf eine gemeinsane symbolische Potenzierung 
aller Einheiten mit einem J + 0(2) nicht ankommt. Das gibe fiir die 
1+1 zyklischen Unterkérper von K° die Erleichterung, da8 man dort 
immer nur mit den symbolischen Potenzen einer (relativen) Grundeinheit 
zu rechnen hatte. Immerhin kénnte man dann dafiir gebrochene Ex- 
ponenten mit zu / fremdem Nenner zulassen, um alle Einheiten positiver 
Norm einzufangen, was aus rein formalen Griinden vielleicht am vorteil- 
haftesten ist. Zu den 1+ 1 Unterkérpern gehéren die schon bisher in 
Erscheinung getretenen Stammkérper K, = Kj, und K, = Kj, und noch 
1—1 weitere Kérper K (a = 1,...1—1), in denen sowohl p, als p, 
eine l-te Idealpotenz werden, und die wir die ,,Mittelkérper“ nennen wollen, 
Entsprechend nennen wir die Einheiten dieser Kérper Stamm- und Mittel- 
einheiten, zusammengefaBt: zyklische Einheiten. Wir machen uns folgende 
Tabelle: 








Kérper Ky Ky f 
Invariang.... . SI} 8,=1 8,= 8 
Grundeinheit ... a= nx &= ny = ox 
Ambiges Hauptidea] (=) = pil (2) = pul (Gq) = pil! peslt 




















Was die Substitutionen der Galoisgruppe {S,, S,} von K° betrifft, so 
waren sie so definiert, daB S, in K, und S, in K, die Identitét bewirkt, 
wie in der Tabelle vermerkt. Die Mittelkérper unterscheiden sich dann 
durch die Identifizierung von S, mit den verschiedenen Potenzen von S,. 


Daher fallt insbesondere 


a 
(15) ea Fave" =) 


aus, und daher geniigen als Exponenten von e, Polynome in X, fiir «, 
Polynome in Y und fiir die v, in X oder Y. Trotzdem ist es praktisch, 
allgemein mit Polynomen F(X, Y) zu rechnen, da oft eine gemeinsame 
symbolische Potenzierung der Einbeiten vorgenommen wird. 

Die Grundeinheiten richtet man in den Stammkérpern am besten 
nach den Primhauptidealen (z,) und (z,), wie in der Tabeile angegeben. 
Natiirlich ist 2, nur bis auf Einheiten und daher ¢, bis auf einen 
Faktor e/* bestimmt, d. h. es ist e, durch e/ mit J =1(2) ersetzbar. 
Fiir die Mitteleinheiten la8t sich schlecht eine einheitliche Normierung 








RS a 
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einfiibren. Hervorzuheben ist nur, daB das Verhiltnis z,:z, (mod 1) fiir 
jeden Kérper K einzeln festliegt, niimlich durch die Gleichung v, = y¥ 


bestimmt ist. Waren namlich p} und pj! beides Hauptideale, so hiitte 
man auch zwei symbolich unabhiangige Einheiten v,. — Es gelten noch 
die Relationen 
f= of * = pay, 
(16) a, = ef? = pay 2, 
0. = ox—* = pi pz gy, 
wo J, und J,, beide =1(2), dieselbe Bedeutung wie in (12) haben und 
die iiberstrichenen GréSen immer als Abkiirzung verwandt werden sollen. 
Wir gehen jetzt zu K° iiber und stellen zunichst einige Ergebnisse 
aus V. zusammen: 
1. Die J-te Potenz jeder Kinheit 7 aus K®° ist eine Alteinheit, 


d. h. ein Produkt von Einheiten der zyklischen Unterkérper (bekanntes _ 


Resultat); daber ist 
i 


_ Fy Ay Hi ,F2 
9 = 1 ae 





darstellbar. 

2. Hierbei miissen F,,F, und die H, folgender Bedingung geniigen: 
Sind alle diese Polynome = 0(2") und wenigstens eines von ihnen 
+ 0(2"+1), so miissen mindestens /—y Polynome + 0(2**+?) sein. 
Diese nur notwendige Bedingung dafiir, daB die Alteinheit ef' e?*/7 ve 
eine |-te Potenz ist, heiBe die Breitebedingung. yu heiBe der Grad der 
Alteinheit, ist somit das Minimum der Grade der Komponenten e”, v”. 
Die Anzahl der Komponenten von Minimalgrad heiBe die Breite der 
Alteinheit. — Der Beweis der Breitebedingung (Breite >1— yu) beruhte 
darauf, da8 eine Alteinheit 7 geringerer Breite, bei der etwa F, 4 0(2“ *'), 
als symbolische Potenz (vgl. den Beweis des verschirfenden Satzes 4) eine 
Kinheit ¢,v' besitzt (v selbst Alteinheit; Komponenten: die Faktoren 
héheren Grades von 7’). Mit 7’ wire dann é, eine l-te Potenz. 

3. Betrachtet man alle 


(17) gt = ef ty... uta 19%, 
und sind A,, A,, “4. die vorkommenden Minima der Einzelgrade in ¢,, €,, ¥,, 
so ist 

x’ via  xMa 7, Yee 

1 > »% (%) 


schon Norm einer Einheit von K°, aber noch keine niedrigere Potenz. Es 
sind nimlich 

Hy; F2 

-1? 


Fi, .# 
Ct, y's ooo. & 
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die Relativnormen von 7 in bezug auf die / + 1 Unterkérper, wenn 
(17) gilt. 

4. Idealtheoretisch haben /,, 4,, mu, die Bedeutung, daB die um 1 
vermehrten Zahlen die Anzahl der unabhingigen ambigen Hauptideale 
von K°/K,, K°/K,, K°/K ergeben, oder kiirzer: die Anzahl der un- 
abhingigen ,Amben“, wenn man unter der Ambengruppe eines Relativ- 
kérpers die Restklassengruppe der gegeniiber den Relativsubstitutionen 
invarianten Hauptideale nach den Hauptidealen des Grundkérpers ver- 
steht™). Fiir K°/K sind diese Amben Idealklassen von K, die in K° in 


die Hauptklasse iibergehen; in der Sprache des Reziprozitiitsgesetzes er- 


zeugen sie die Untergruppe von U/{ ASi— 52} 6, deren ,,Verlagerung“ nach Y 
eins wird™). Dabei sei jetzt UM die absolute Idealklassengruppe von K°®, 
M die symbolische Ordnung von A, durch die die ~, bestimmt sind. — 
Die A+ 1 Stammamben sind dagegen unverzweigte Hauptideale; fiir 
R°/K,: 

we see 


wahrend prt kein Hauptideal mehr ist. p, sei dabei Primteiler 
von p, in K®. Allgemein sieht der Zerfall von p, und p, so aus: 


Normenrelationen: Verzweigungen: 


& 
N 7, 7, =>y 
= (p,) = (%,)'s (7%) = PE 
ee gh h® (p.) = (a) (4) = Ph. 


1, My 


&) 
Resultat fiir die symbolische Ordnung M: 
(M, ¥)< (I, X'—'—4, Y), 
(M, X) << (l, Y'—1—42, X). 

5. Ist «X"*, aber noch nicht eX*'~* l-ter Potenzrest mod p, in K,, 
ebenso ¢}”*, aber noch nicht ¢}"*~ * I-ter Rest mod p, in K,, so gilt genau 
(Mm, Y) = (1, X'-1-*, ¥); (M,.X) = (, Y'-1—*, X). 

Also ist x, = 4A,, x, S A. 
33) In H. Hasse’s Bericht Ia (Klassenkérpertheorie) die Gruppe (4)/(x) 
in § 13. 


24) In der Bezeichnung von H. Hasse: Bericht iiber das Reziprozitaétsgesetz, 
L. c. S. 170; vgl. FuBnote *). 





OS A re 
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6. Ist x, > 0. so ist erst 2X"*’ Lter Rest mod p,, wegen 2X = e,. 
(z,) gehért daher in der Strahlklassengruppe mod p, von K, einer 
Klasse der Ordnung (/, X) an, und daher in K° auch p, einer absoluten 
Idealklasse mod A’ der Ordnung (i, X), also p,< A’:, wo P, +0, aber 
P, X = 0 mod (M, Y). — Ist dagegen x, = 0, so kann z, selbst /-ter Rest 
sein oder auch nicht. Je nachdem ist hier P, mod M durch Y teilbar 
oder nicht. 

Die Zusammenhinge 4. bis 6. beruhen auf V.3 und der Anwendung 
des Artinschen Reziprozitatsgesetzes beim Ubergang von den zyklischen 
Kérpern zu K°*), und zwar entsprechen beim Ubergang von den Mittel- 
kérpern wie in *) die absoluten Idealklassen einander, wihrend beim 
Ubergang K,-— K° den Restklassen mod p, in K, die absoluten Ideal- 
klassen in K° entsprechen. 

Wir nennen weiterhin eine Alteinheit ,,Breiteinheit*, wenn sie der 
Breitebedingung geniigt, im gegenteiligen Falle ,,Engeinheit. Besitzt 
eine Breiteinheit vom Grade A gerade nur 1 — 4 Komponenten e”, v4, 
so nennen wir sie eine Pafeinheit. Ihre Komponenten miissen dann alle 
vom Grade / sein. 

Sodann ergiinzen wir die Ergebnisse aus V. durch eine Verschirfung 
der Breitebedingung fiir Vollkérper K°, wihrend die Breitebedingung in 2. 
fiir beliebige Kérper vom Typ (I, 1) gilt; auBerdem durch einen Satz iiber 
PaSeinheiten. 


Satz 4. Fine Alteinheit vom Grade w, die gerade die Breite |—y 
hat, kann nur dann l-te Potenz sein, wenn in allen zu thren Komponenten 
pe-ten Grades gehérigen Mittelkérpern dasselbe Ideal (p% py)" Hauptideal 
ist, und zwar gerade p'!' (pi!"), wenn sie eine Komponente 2] *" (e] ¥") besitzt. 
Von einer der beiden Stammeinheiten muB sie also von héherem Grade 
oder tiberhaupt nicht abhiingig sein. 

Beweis: Der Satz ist nach (16) sicher fiir ~ = 1—2 richtig, da 
dann die Alteinheit durch Potenzierung mit einem J und Multiplikation 
mit der /-ten Potenz einer Alteinheit auf die Gestalt 


Ef Vg, EjV, oder v8 v. 
gebracht werden kann. Fiir «<1—2 erreicht man wie bei 2. durch 
Potenzierung mit einem passenden //7(S% — S%) aus %’-*-" — das 
Produkt besteht aus 1! — 2— yu Faktoren mit untereinander inkongruenten 


Verhiltnissen a,:a, mod! — auf Grund von (15) die Beseitigung aller 
bis auf zwei ausgewahlte Komponenten ~z-ten Grades, die durch diese 


%) E. Artin, Idealklassen in Oberkérpern und allgemeines Reziprozitatsgesetz, 
Abh. Math. Sem. Hamburg 7 (1929), 46—51. 
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Potenzierung den Grad !—2 erhalten. Wabrend die Komponenten von 
héherem als yu-tem Grade einen Grad >/—1 erhalten, also in /-te 
Potenzen iibergehen. Dadurch ist der Beweis auf den Fall u« = 1—2 
reduziert. 


Satz 5. Ist e! =vi'...vi'>* (Grad A) eine Pafeinheit, so ist jede 
Breiteinheit der Gestalt » = v;'...v'>4 (Grad u > A) symbolische Potenz 
von #', wenn sie selbst eine l-te Potenz 7! ist (n = e*); anderenfalls ist 
"i =e!" »' darstellbar, wo 7’ eine Engeinheit ist. 

Die Richtigkeit des Satzes ist unabhingig davon, ob die v, Mittel- 
einheiten sind und K° iiberhaupt Vollkérper ist. Lediglich, um mit den 
symbolischen Exponenten bequemer beim Beweis operieren zu kénnen, 
treffen wir diese Auswahl] der zyklischen Unterkérper; fiir A = 0 setzen 
wir v, = é,. Es reichen dann Exponenten in X, und es bleibt v*:— 5; = 1. 

Um Satz 5 zu beweisen, geniigt es, zu einer Darstellung 7 = e'7’ zu 
gelangen, wo 7’ entweder Engeinheit oder von héherem Grade als 7 ist. 
Im ersten Fall ist 7 keine /-te Potenz und fiir diesen Fall Satz 5 be- 
wiesen; ima zweiten Fall wire der Beweis vom Grad w auf den Grad 
+1 reduziert, und diese Reduktion geniigt fiir einen vollstindigen 
a da man schlieBlich beim Grade 1—1-+A auf Kom- 


ponenten v;*' stéBt, die Relativnormen von ¢! sind. — Wir diirfen 
zum Beweis 


e = (v,...—a)™* 


setzen, indem wir die v, durch Potenzierung mit passendem J normieren, 
und schreiben dann 


- , 0sa<l 

= tee | ;— Ax" ,’. @ 
Wm. thi Grad (n,) >. 
Jetzt laBt sich sukzessive abspalten: 


j= bum *G,, 
wo 


= (v3. E vt ;{* "3 . 


i, = OG, 
wo 


jin = (veh. .0f'5'"n, mit Grad (n,) > x. 
Allgemein lautet unser Algorithmus: 
—i a” x 


(18) = [Iv ne = Fh, 1, 
e>s 
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wo immer Grad (7,) > und 
@ x 
(18) Fo me E51 TT (Sa — 84) X03 (mod !) 
a=1 . 
zu wahlen ist. Dann gelangt man durch Abspaltung von e'* zu einem %, ; ,, 


bei dem v,,...v, wegen v4? —S{ = 1 nicht wieder unter den Komponenten 
y-ten Grades auftreten, wahrend v,,, wegen 


[I (S, —8*) =x! X* mod (S, — S++) 


a=1 
jetzt herausfallt. 
Da in (18) x = u—A bleiben muB, 1a6t sich der ProzeB zum letzten 
Mal auf 7%; anwenden. Es bleibt dann als Restfaktor eine Einheit 
ju—i+., die héchstens noch in vy—,49, --.t:-, vom Grade yw ist; 
d. h. %.—,41 ist entweder Engeinheit oder von héherem Grade. Damit 
ist alles bewiesen. 


Nach diesen Vorbereitungen schreiten wir zur passenden Auswahl 
von K°, Wir kénnen mit Hilfe von 5. und 6. erreichen, da8 p, in eine 
,,Grundklasse“ A/ fallt, indem wir festsetzen, daB eX'~*, aber nicht eX'~* 
l-ter Rest mod p, sein soll, also x, = /—-2. Dann ist (M, Y) = Q, also 
X = 0(M, Y), und nach 6. ist P, = 0(2), d.h. p, liegt in einer Grund- 
klasse. Uber x, verfiigen wir aber frei, wenn p, und damit der Kérper K, 
schon festliegt, dagegen die Wahl von p, noch offensteht. Denn in K, ist 








eX" ql, eX"1—? ap Bl mod p, 
gleichbedeutend mit 
x*1 st x*1—1 sf 
é 1 ‘ 1 
(aa, (er aan 


da p, = N(x) und diese Potenzrestbedingungen dann auch fiir die 
Konjugierten von 2; erfiillt sind. Sind die Restbedingungen links erfiillt, 
so auch die Nichtrestbedingungen rechts, wenn sie nur fiir 4 = 0 erfiillt 
sind, da die linken Zahler als Quotienten der rechten auftreten. Durch 
Basistransformation der linken Zahler driicken sich die Potenzrest- 


bedingungen priagnanter so aus: 
“4-1 
(t)- 1 far ¢ & * (so +}. 

Da aber ¢,, eX,...eX'~* voneinander /-unabhangig sind, sind diese Potenz- 
restbedingungen fiir jedes x, << !—1 erfiillbar. 

Wir wollen also x, = 1—2 wihlen, damit p, in einer Grundklasse 
liegt. Wegen p* = 1 ist dann sogar X = 0(M), d. h. 
M = (M, X) = (I, X, Y'-1-*). 
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Nur die M-ten Potenzen von p, sind Hauptideale, nach 4. und 5. daher 
%_, = A,. Da ferner pX schon Hauptideal, ist 4, = 1— 2 oder = 1—1; 
im letzten Falle ist schon p, ein Hauptideal**). 


Die niedrigsten Einheitsnormen sind daher in den Stammkérpern 


tei gi-t 3 

K,: e ~e! oder eé} = 4, 
Poe 

K,: ef"? = e}'*, 


in den Mittelkérpern 






























a x 
UT, UF, --.0F_, 


oder 


v1, Ug, +++ Ul—1) 
je nachdem A4,>0. Denn in K existieren nur die zwei unabhingigen 
a 


Idealklassen S>*S, und A, da schon AX = Z. Also wu, 1. Nach 2. 
und 3. miissen jetzt fiir A, = 0 alle ~, = 0 sein, fiir 4, >0 aber uw, > 0, 
also = 1. 

Jetzt setzen wir die Havwptirrealitdét fiir t= p, an. Durch Multi- 
plikation mit x; '”: gewinnt sie nach (16) die Gestalt: 
(19) é, + o** 7. 
Da o und 7 dabei Potenzen von p, sein miissen, ist wegen ps = 1 schon 
e* eine Einheit und daher auch 7. Unsere Aufgabe ist es, (19) zu be- 
weisen. Dann 1a8t sich K° zu einem Zweigkérper erweitern. Wir gehen 


pun von der entgegengesetzten Annahme aus, es bestehe in (19) die 
Gleichheit. Durch Normbildung nach K, folgt wegen N (o*”) = o* "2 = 1: 


& =N(m); & = N(n). 


Damit ist der Fall 4, = !—1 schon erledigt: fiir ihn besteht sicher die 
Hauptirrealitét. Es bleibt uns der Fall 4, = 1— 2, daf @, die niedrigste 
Einheitsnorm in K, ist. Ware hier ¢, = o*" 7, so wire o*” mit é, 
und »' eine Alteinheit, und zwar blo8 ein Potenzprodukt der Mittel- 
einheiten, weil die Relativnormen nach K, und K,: o*¥" = pX'h = 1 
ausfallen, also dann 


i- 
(20) nt = & [10% (Grad H, > 0). 
a=1 
Jetzt gilt es also, (20) zu widerlegen. Ist nun A’: die Idealklasse von p,, 
AP: die von p,(P,~1), und ist P, =QP,(M), so bilden wir das 
Hauptideal 
Py *P. = (9). 


26) Was hier gleichbedeutend mit 2, = «a! mod p,, da X = 0(M). 





oe 





Te, 
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y besitzt hierbei die Eigenschaft, daBS weder g* noch p* eine Einheit 
ist, wohl aber g*”. Betrachten wir die Einheit w = *” niher: ihre 
l-te Potenz ist ebenso wie o**' ein Produkt 


, F 
wo! = gX¥! = JT ke. 


Nun 1a8t sich aber noch genauer sagen, daf alle F, vom Grade 1 sind. 
Wir zerlegen 


ert! = JING (9*), 


Diese Faktoren stimmen nach 3. einzeln mit den v** iiberein. Anderseits 
ist aber 
9. = N(p) in K. 


Denn da in allen Mittelkérpern p}" und pj! die Relativnormen von p, 
und p, sind, ist 

N (9) = N (pr? py) = pi py" 
wenn Q = —zmod(X, Y). Das ist aber in K das oben definierte in- 


variante Hauptideal (¢,), wenn man z, = | setzt, und es hat sich beilaufig er- 
geben, daB alle Mittelkérper dasselbe ambige Hauptideal mit z, : z, =z (mod I) 
haben. (Das gilt jedoch nur unter der Voraussetzung, da das eine ver- 
zweigte Primideal p, in einer Grundklasse liegt, oder etwas allgemeiner, wenn 
das eine verzweigte Primideal p, in einer Potenzklasse des anderen p, liegt.) 
Es hat sich hier sogar ergeben, daB in den K bestimmt nicht p! Haupt- 


ideal ist, pi!' dagegen dann, wenn z= 0(l); Q=0(2), wenn also p, 
kein Grundideal ist, und das ist der Fall, wenn M + 2, niimlich 
M = (l, X, Ye) mit o >1. Fir M = L dagegen, im Falle zyklischer 
Klassengruppe, wire Q = —z zu setzen. 
Jetzt hat man in K 
N (9) = a; N(g*) =v; N(p*") = vf, 
also 
a! == gt! = (y,...m—)" ™). 

aw! ist somit eine PaBeinheit. Aus (20) folgte nun, daS JT v{* keine I-te 
Potenz ist, und dann besagt unser Satz 5, daB 

er? = J] vite — w!F y! 
darstellbar, wo 7’ Engeinheit. Aus der Gleichung ergibt sich, dab #, 7’ 
eine I-te Potenz und daher Breiteinheit ist. DaS aber die Engeinheit 7’ 


27) Hatten wir v, = gp! gewahlt, hieBe es w' = (v,...v,—1)*. Bisweilen ist 
diese Schreibweise (s. u.) vorzuziehen. 
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durch Multiplikation mit einer einzigen zyklischen Einheit ¢, zu einer 
Breiteinheit wird, ist nur so méglich, daB sie denselben Grad wie diese 
besitzt, also hier 1— 2; 7’ = o,. Nun ist aber é, 0% nach Satz 4 wegen 
%, = pi pi!" keine l-te Potenz, und damit ist (20) widerlegt. 

Hiermit ist die Hauptirrealitdét in K° fiir t = p, bewiesen, und es 
folgt die Evxistenz von Zweigkdrpern des Typs (l,l; l*) mit K° als 
Kreisteil. 


Durch die Uberlegungen, die zur Giiltigkeit der Hauptirrealitat 
in K° gefiihrt haben, sind wir zugleich in der Lage, fiir diesen Typus K° 
die Einheitengruppe bis auf einige unwesentliche Exponenten J vollstindig 
aus der Alteinheitengruppe zu bestimmen. 

Einheitengruppe € in K*® = Kj, Ky, mit p, = A’: 

M = (I, X, Y'— 1-4). 


A. 4 = 0; p, Hauptideal (A, = 1—1; A, = u, = 0): 


i 
€ = {e,,nle; n= Ve, v,...%-1 


B. 4 = 0; p, Nichthauptideal (A, = 1— 2; A, = uw, = 0): 
t 
€ = {e,,n)e; 9 = Véle,v,...0;—1; 
wobei hier v, = gY zu setzen ist und dann w = g** = n* ausfillt. 
CA>0 (A, = 1—2; A, =A; w= 1). 


@ = gT¥ = Yu, ...%_,)7, 


t 
9 = Ve, (ef v!'... vf=152)"", 


€ = {e,, w, n}e; 





i 

Speziell fir M — L(A = 1—2): ny = Vere, v-'. Hierbei liegen gerade 
die M-ten Potenzen von 7 in {¢e,, w}¢, wahrend w in bezug auf die 
Alteinheitengruppe die Ordnung (I, 2'—*) besitzt. Danach ist die Alt- 
einheitengruppe eine Einheitenuntergruppe vom Index [* mit 


e=('5')+1-1-4=(})-a 


Entsprechend ist ¢ = ( A im Falle A. und B.”). 


%8) Der erhaltene Index der Alteinheitengr»ppe stimmt mit dem Resultat aus 
V. 7 tberein, wenn man beachtet, daB die ,,Idealklassenschrumpfung“ (vgl. V. 7) 
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Erlauterung zum Aufbau der EHinheitengruppe: Was ihre Erzeugung 
{e,,m}e oder {e,,@,}¢ anbelangt, braucht aus der Alteinheitengruppe 
nur ¢, herangezogen zu werden, da «, symbolische Potenz von 7, v, von 
n oder » ist, wenn 7 und » in der obengenannten Form als Einheiten 
auftreten, was zu bestatigen bleibt: 

Im Falle A. kénnen ¢,, v,,...v,-, nur gemeinsam als Komponenten 
einer l-ten Einheitspotenz auftreten, und nach Satz 5 sind dann alle 
von ¢, unabhangigen Einheiten Potenzen von 7. 

Im Falle B. mu8 ¢, als Komponente einer /-ten Potenz auftreten. 
Gabe es auBerdem ein 7', das wie bei A. von ¢, unabhiangig, von «¢, aber 
vom Grade 0 abhingig ist, so erhielte man durch passende Quotienten- 
bildung eine l-te Potenz ¢,/7v{*, was der Hauptirrealitat widerspriche. 
Also mu8 eine Einheit 7! mit der Komponente ¢, die oben angegebene 
Gestalt haben, was die Grade der Komponenten betrifft. Jetzt gibt es 
auch keine Einheit auBerhalb {¢,,7}¢ mehr; denn eine solche Einheit 
kénnte man zuerst durch Abspaltung einer primitiven 7-Potenz von e, 
befreien und dann noch von ¢, durch Abspaltung einer (Y)-ten Potenz. 
Es bliebe in /-ter Potenz ein Produkt von Mitteleinheiten, das aber nach 
Satz 5 eine Potenz 7*'” ist. Insbesondere muB auch p*’ eine Potenz 
von 7* sein, und zwar selbst = 7*, wenn wir 1 als Exponenten von v, 
in 7! festsetzen. Es haben dann alle v, den Exponenten 1, bei passender 
Wahl von z, auch ¢,. 

Im Falle C. mu8 aus demselben Grunde wieder @, mit ¢}” gekoppelt 
sein. o ist hier keine 2-te Kinheitspotenz, da die v, in Minimalgrad 
a = 1 auftreten. Jetzt kann es nur noch eine von {e,,w}¢ symbolisch 


l 

unabhiingige Einheit 1 = Vé, e¥* 7 v#* geben, was wie oben folgt. [7 v,* 
la8t sich nach Satz 5 in w'?y' zerlegen, wo 7 eine Engeinheit ist, die 
nur von v,, ... %:—1—, abhingt, wenn man die Abspaltung (18) bei den 
hinteren v, beginnt*), 


4. 


Wir tragen jetzt die Konstruktion des Zweigkérpers vom Typ 
(1,1; ), in deren Besitz wir fiir 1 > 2 sind, fir 1] = 2 nach. Fir 1 = 2 
ist sie viel einfacher, weil dann die Kommutatorgruppe der Zweiggruppe 
zyklisch ist (Ord A = (2',1+8,, 1+8,), also AS: = AS: = A-}), 


hier 1—1+ A betrigt. Unter Heranziehung von V. 7 brauchte man also oben 
nicht nachzupriifen, daB man in A. bis C. schon die ganze Ejaheitengruppe hat. 
Dann hatte man oben die Hauptirrealitét nicht benutzt, und diese ergabe sich 
dann aus der Gestalt der Einheitengruppe, da ¢, nie ohne ox" auftritt. — Unser 
urspriinglicher Beweis der Hauptirrealitét ist aber einfacher, und schlieBlich ist 
V. 7 auch von analytischen Hilfsmitteln abhangig. 
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Wenn wir einen reellen Zweigkérper K haben wollen, muB K° ein 
Produkt zweier quadratischer Kérper P(Vp,), P(Vp,) werden, wo 
Pp; = Pp, =1 mod 4 (nach Vereinbarung Primzahlen). Damit die Klassen- 
zahl von K* = P(Yp,, Vp,) gerade ausfallt, miissen p, und p, gegen- 
seitige quadratische Reste sein; das ist aber hier nur eine notwendige 
Bedingung; es folgt daraus — im Gegensatz zn ungeradem 1 — noch 
nicht, da8 schon die Fundamentaleinheit «, (Norm —1) von P(Vp,) 
quadratischer Rest mod p, ist, was erst hinreicht. 

Das gewinnt man durch Betrachtung des Klassenkérperstumpfes von 
K°/K°, eines Diederkérpers achten Grades fiir den Fall K°+ K°. Er ist 
ein relativ Abelscher Kérper vom Typ (2, 2) tiber P(Yp,) und P(YV>,)- 
zyklisch vom Grade 4 iiber P (Vp, p,). 

Wir wahlen p, beliebig von der Form 4n-+ 1, und p, ist dann so 
zu wahlen, daB es in P (Vp,, i, Ve,) voll zerfallt. Es kommt die Halfte 
aller Primzahlen der Form 4+ 1 in Betracht, die in P(p,) zerfallen. 
Jetzt liegt K° fest. Den gewiinschten Zweigkérper K vom Typ (2, 2; 2*) 
kann man nun wieder als rein verzweigten Klassenkérper iiber K° mit einem 
Primzahlfiihrer g erhalten, und zwar hier, ohne die Auswahl von p, 
weiter einzuschrinken: Man beachte, daB bei den gruppentheoretischen 
Uberlegungen des zweiten Kapitels nirgends verwandt wurde, daB | > 2. 
Sie gelten alle auch fiir 1 = 2; insbesondere ist das Bestehen der Haupt- 
irrealitét in K® wiederum notwendig und hinreichend fiir die Erweiterung 
von K°® zu einem rein verzweigten Zweigkérper. Die Hauptirrealitat ist 
aber in unserem biquadratischen Kérper K° immer erfiillt, wenn er iiber- 
haupt eine gerade Klassenzahl hat. Denn es ist hier 


ht =1+585,+8,+58,8,; XY =1—S8,—S,+5S,S,, 
also X Y = /,/, mod 2, und daher laBt sich die Hauptirrealitat 
(21) r+ o*¥ Gg = ofile aa = N (o)-?? 


schreiben. Ist nun die Klassenzahl von K° gerade, so ist o eine Y-te 
Potenz von t, wenn r in einer Grundklasse liegt, und dann ist N (v) 
eine Potenz von r*. Die rechte Seite von (21) ist also ein Quadrat, die 
linke Seite aber nicht, wie man am deutlichsten erkennt, wenn man rt 
als Primideal ersten Grades wahlt**). 

Damit ist auch die Existenz von Zweigkérpern vom Typ (2, 2; 2*) be- 
wiesen. 





2°) Nach der Bemerkung 2 zur Hauptirrealitat ist dann auch keine Norm 
eines Ideals aus der Grundklasse A Quadratzahl. 

















Konstruktion von Kérpern mit zweistufiger Gruppe. 189 


Beilaufig sei erwihnt, daB es noch einfacher wire, den einen der 
beiden quadratischen Stammkérper imaginaér zu wahlen, also 


K = P(¥—p, Vp); — 2 =m = 14), 


Da es in P(/— p,) nur die Einheiten + 1 gibt®), hat dort die Klassen- 
gruppe mod p, stets zwei Basisklassen, also K° eine gerade Klassenzahl, 
wenn p, quadratischer Rest mod p, ist. Jedoch ist dieser Ansatz fiir 
héhere Konstruktionen von einem Typ (2":, 2"; 2*) nicht mehr brauchbar. 
Da8 beide Stammkérper imaginar sind, kommt nicht in Frage, da dann 
P (Vp, p,) reell ware: dieser Kérper besitzt dann keinen relativ zyklischen 
Kérper vierten Grades mehr, der den imaginiren Kérper K° enthilt. 
Auch, da8 etwa K° noch reell und erst K imaginir wire, wiirde keine 
fiir jeden Typ (2, 2; 2") brauchbare Konstruktionsméglichkeit liefern. Dies 
sei nur an dem Fall erlautert, daB p, in P(Vp,) zerfillt, aber ¢, kein 
quadratischer Rest fiir q ist. Hier hat K° ungerade Klassenzahl, besitzt 
aber einen unverzweigten imaginar-quadratischen Oberkérper*'). Dieser 
la8t sich darum zyklisch nicht verlingern und ist daher schon in keinem 
Zweigkérper vom Typ (2,2; 2%) mehr enthalten. Aber es gibt auch 
keinen rein verzweigten Wechselkérper von K°, da wegen der Einklassig- 
keit von K° die Hauptirrealitét nicht erfiillbar ist. 


Zur Durchfiihrung der allgemeinen Zweigkérperkonstruktion sind jetzt 
noch zwei Schritte vorzunehmen, die einer weiteren Abhandlung vor- 
behalten bleiben miissen: zuerst der Ubergang vom Typ (l,l; 7‘) zum 
allgemeineren Typ (l, 2; 1*). Das erfordert eine dem Kap. 3 ent- 
sprechende, allerdings kompliziertere Untersuchung der Einheitengruppe 
von Kérpern Ki" . Ki? beziiglich der Hauptirrealitét™). Zweitens ist der 
Ubergang zu m Basisklassen S,, ...S, zu machen. Hier sind die Unter- 
suchungen des Kap. 2 iiber die Strahlklassengruppen entsprechend aus- 
zubauen. 

Wir wollen dabei gleichzeitig immer das Ziel im Auge behalten, 
einen méglichst allgemeinen Uberblick iiber die Gesamtheit der Normal- 
kérper vom Primzahlpotenzgrad zu gewinnen, indem wir von ihrer Galois- 
gruppe ausgehen und diese uns immer aus den Tragheitssubstitutionen 
erzeugt denken. So haben wir uns bisher im allgemeinen an die wich- 
tigsten Kérpertypen gehalten: Wir haben zuerst einmal eine Schar von 
Kérpertypen (Primfiihrer, gegenseitige gute Potenzreste) hervorgeholt, in 


30) Abgesehen von etwaigen dritten Einheitswurzeln, die selbst Quadrate sind. 


81) Hier besitzt die Fundamentaleinheit von P (Vp, p,) positive Norm. 
32) Vgl. jedoch den SchluB der Note. 
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deren beliebiger Zusammensetzung méglichst viele Kérper als Unterkérper 
enthalten sind. Wir haben dann erst einige singulire Faille, in denen 
die Primzahl / besonders hohe Verzweigungen erhilt, zuriickgestellt, 
ebenso die ,,gemischt verzweigten“ Klassenkérper, deren Gruppe sich nach 
Formel (7) schlechter beschreiben laBt als die der rein verzweigten. 
Ein eigentlicher Schénheitsfehler in der Auswahl des Zweigkérpers liegt 
erst im dritten Kapitel, wo wir die absolute Klassengruppe von K® 
durch eine negative Potenzrestbedingung niedrig gehalten haben, um 
verhaltnismaBig einfach zur Hauptirrealitit zu gelangen. An sich miiBte 
man aber annebmen, daB gerade eine hohe Klassengruppe giinstig ist. 
Eben darum wire eine allgemeine Untersuchung iiber die Giiltigkeit der 
Hauptirrealitét von Interesse. 


[Zusatz bei der Korrektur (5. 10. 33)]: Inzwischen bin ich zu 
dem Ergebnis gelangt, da® die Hauptirrealitaét sogar in Km. _ immer 
schon giiltig ist, wenn nur p, und p, gegenseitige I Potenzreste sind, 
ganz unabbiingig von der Gestalt der Einheitengruppe. Das liefert die 
Existenz von Kérpern mit beliebig zweistufiger Gruppe aus zwei Er- 
zeugenden. 


(Eingegangen am 18. 3. 1933.) 














Explizite Konstruktion zyklischer Klassenkérper. 
Von 


Helmut Hasse in Marburg. 


Der Beweis fiir den Existenzsatz der Klassenkérpertheorie gibt keine 
explizite Konstruktion des zu einer bestimmten Idealgruppe H des Grund- 
kérpers k gehérigen Klassenkérpers K. Die Sache liegt vielmehr so '): 

Man beweist zunichst die Existenz von Klassenkérpern K, zu den 
endlich vielen Idealgruppen H, vom Exponenten n, deren Fiihrer f; Teiler 
eines geniigend hoch gewahlten Erklarungsmoduls m sind, unter der Vor- 
aussetzung, daB k die n-ten Einheitswurzeln enthalt; dabei heiBt eine 
Idealgruppe H vom Exponenten n, wenn die Ordnung jeder Klasse nach H 
ein Teiler von nm ist. Dieser Beweis stiitzt sich auf den zuvor bewiesenen 
Umkehrsatz und Isomorphiesatz, wonach jeder abelsche Kérper K iiber k 
vom Exponenten n — d. h. die Gruppe von K/k ist vom Exponenten n — 
Klassenkérper zu einer Idealgruppe H vom Exponenten n ist, und beruht 
dann auf einer Abzihlung der genannten Idealgruppen H, einerseits und 
der abelschen Kérper K, vom Exponenten n, die auf Grund der Fiihrer- 
forderung in Frage kommen, andererseits. Er gibt also keine Information 
iiber die Einzelzuordnung der K, zu den H,. Ferner beweist man dann 
von diesem speziellen Existenzsatz aus leicht die Existenz des Klassen- 
kérpers K zu einer beliebigen Idealgruppe H bei beliebigem Grundkérper k, 
indem man zum Korper k der n-ten Einheitswurzeln iiber k iibergeht 
(n = Exponent von H), dort die Idealgruppe H mit Normen in H be- 
trachtet, ihren Klassenkérper K bildet, und dann durch einen gruppen- 
theoretischen Mechanismus einen bestimmten Teilkérper K von K heraus- 
greift und als Klassenkérper zu H nachweist. Dieser zweite Teil des 


1) Siehe hierzu die hektographierten Vortrige von E. Artin tiber Kias:enkérper- 
theoric (Géttingen 1932) oder die hektographierte Ausarbeitung meiner Vorlesung 
tiber Klassenkérpertbheorie (Marburg 1932/33). Im itbrigen verweise ich fir die 
folgenden Ausfihrungen generell auf meinen Bericht, insbesondere Teil II. 
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Existenzbeweises gibt eine explizite Konstruktion. Ich will mich im 
folgenden daher nur mit dem ersten Teil beschiftigen, und zwar auch 
nur mit dem Spezialfall einer Idealgruppe H mit zyklischer Klassen- 
gruppe, auf den ja der allgemeine Fall in bekannter Weise einfach zuriick- 
fiihrbar ist. 

Es sei also k ein die n-ten Einheitswurzeln enthaltender algebraischer 
Zahlkérper endlichen Grades, und es sei in k eine Idealgruppe H gegeben, 
vom Index n, mit zyklischer Klassengruppe, vom Fiihrer f. 

Es handelt sich dann darum, eine Zahl « in k explizit zu konstruieren, 


fir die K = t (Va) der Klassenkérper zu H ist. Dabei sollen jetzt aber 
die Hauptsitze der Klassenkérpertheorie, insbesondere der Existenzsatz, 
in vollem Umfange als bereits bewiesen vorausgesetzt werden. Die zu 
gebende Konstruktion wird also nicht gleichzeitig ein Existenzbeweis sein, 
sondern den Charakter einer nachtraglichen Erginzung zum Existenzbeweis 
haben. 

Die Zahl « ist durch K nicht eindeutig bestimmt. Vielmehr kénnen 
alle und nur die Zahlen 


a’ =a’, dh. a’ = a’ at mit a, aus k, 


an ihre Stelle treten. Um den Exponenten » zu normieren, also anders 
gesagt die n-Klasse von « (Klasse in bezug auf die n-ten Zahlpotenzen 
aus k) eindeutig festzulegen, wahle ich einen festen Isomorphismus y der 
Klassengruppe nach H auf die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln, also 
einen festen erzeugenden Charakter nach H, und setze fest, daB der n-te 
Potenzcharakter 


(1) (F) =x) 


sein soll, im Bereich der zu f primen Ideale 6 aus k. Dadurch ist die 
n-Klasse von « eindeutig festgelegt. 


Ich erinnere nun an die Definition des Normenrestsymbols ( a2) 
fiir beliebige 6 aus k und beliebige Primstellen p von k: 


(tt) = (5), wo p, = B modf,, B,=1 mod +, 
= (}), 
c B, = pb, b prim zu p. 

Dabei bezeichnet f, den Beitrag von p zu f, und #, ist eine Hilfszahl, 
von deren Wahl innerhalb der in der oberen Zeile angegebenen Bedin- 
gungen der Wert des Symbols nicht abhingt. Dieses Symbol ist fiir 
jedes feste p als Funktion von # ein Zahlcharakter vom Fiihrer fp. 
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Formal analog zu dieser Definition definiere ich ein System von 
Zahlcharakteren y, der Fiihrer f,: 


=f mod fp, = 1 mod a 
ni = 20, wo [PSE am ty 
B, = pb, b prim zu p. 
Genau wie beim Normenrestsymbol aus den Eigenschaften von (=), 80 
beweist man hier aus den Eigenschaften von y, daB diese Definition von 
der Wahl der Hilfszahl 6, unabhingig ist und wirklich ein System von 
Zahlcharakteren y, der Fiihrer f, liefert. 


Aus der formalen Ubereinstimmung der beiden Definitionen ergibt 


sich: Ist K = t (Va) der zu konstruierende Klassenkérper mit der Nor- 
mierung (1) fiir «, so gilt: 


@) ([*) = x(A) fir alle p, 


im Bereich aller 6 aus k. 
Zum tieferen Verstindnis des folgenden bemerke ich, daB auch um- 
gekehrt durch diese Bedingungen (2) die zu konstruierende n-Klasse von «, 


fiir die also K = z (Va) mit der Normierung (1) ist, eindeutig festgelegt 
ist. Bezeichnet namlich fiir den Augenblick «’ einen Reprisentanten der 
letzteren n-Klasse und « eine (2) geniigende Zahl aus k, so hat man 


nach dem zuvor Gesagten (&*) = x» (B), also (= *— id an = 1 fiir alle p 
und #.. Daher ist «a! hyperprimar fiir alle ‘4 somit jedes p in 


k (Yaron) voll zerlegt, also k (Yaron) = k, z (Va) = x (Va) = K, 
a’ an! o a’ : : 
und (~—) =1,d.h. (=) = (5) fiir alle b. Diese Feststellung wird 
aber im folgenden nicht direkt gebraucht. 
Fiir jedes endliche p|f sei nun » eine Basiszahl fiir die Gruppe 
der Primarzahlen in bezug auf die Gruppe der Hyperprimirzahlen*). 


2) Diese Faktorgruppe ist bekanntlich zyklisch von der Ordnung n. Fir ptn 
ist das klar: 7 kann als primitive Wurzel mod p gewdhlt werden, und N p— 1 ist 
durch n teilbar zufolge der Voraussetzung, daB k die n-ten Einheitswurzeln enthilt. 
Fir p|n sieht man die Richtigkeit zunachst leicht direkt fir Primzahlgrad n — p; 
daraus dann sofort fiir Primzahlpotenzgrad n = p’, weil fiir eine p-primare Basis- 


v 


Pp 
zahl 7 im Kérper 1( Va) notwendig p unzerlegt bleibt (es kommt nur k als Zer- 


legungskérper in Frage, weil schon in k (yz) p unzerlegt bleibt), also 7 onch p’- 
primar ist; und daraus schlieBlich ohne weiteres auch fiir zusammeng n. 
Mathematische Annalen. 109. 13 
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Dann ist auf Grund bekannter Tatsachen iiber das Normenrest- 


symbol 

ma\ _ (n\* 

(#5) gi (5) , 
wenn a die Ordnungszahl von « in p ist. Da (2) von der Ordnung n ist, 
ist also nach (2) a mod +m durch die Forderung 


(3) (2) = xo(n) 


festgelegt. Andere Primideale als die p|f gehen auf Grund bekannter 
Tatsachen iiber den Fiihrer eines Kummerschen Kérpers in « nur zu 
Exponenten a = 0 mod*n auf. Da die Existenz eines « mit diesen 
Eigenschaften auf Grund des Existenzsatzes sichersteht, gibt es also 
mindestens eine Normierung aller Exponenten a mod+n (natiirlich nur 
endlich viele + 0), so daB 

(4) IT p? = %& 

ein Hauptideal*), und dann notwendig 

(5) a= %0 

mit einer n-ten Idealpotenzzahl 9 ist. Da die n-ten Idealpotenzzahlen nur 
endlich viele n-Klassen bilden, ist durch (3), (4), (5) die n-Klasse von « 
bereits endlich vieldeutig festgelegt. 

Es sei nun weiter K* der (verallgemeinerte) Kummersche Kérper, 
der durch Adjunktion der n-ten Wurzeln aller n-ten Idealpotenzzahlen 
aus k entsteht, und H* die zugeordnete Idealgruppe. Die Primideale q 
mégen ein volles System von unabhingigen Klassen nach H* reprisen- 


tieren und prim zu m und f gewahlt sein. Ferner sei jeweils x eine 
Zahl von der Ordnungszahl 1 in q. Dann ist, da 9 wegen qfn primar 


fiir q ist, —1 
(8) = (a) 
Nach (2) und (5) ist ferner 
(2) = (Pte) (Ae) — y9(p). 


5) Die Tatsache, daB fiir jede Idealgruppe H der betrachteten Art bei Ein- 
fahrung der zugehdrigen Zahicharaktere zy, und Definition der Exponenten a 
gem&B (3) das Potenzprodukt (4) bei geiegneter Normierung der a mod ‘n ein 
Hauptideal ist, wird hier aus dem Existenzsatz erschlossen. Kénnte man sie 
direkt aus Umkehrsatz, Artinschem Reziprozitétsgesetz und Normenresttheorie her- 
leiten, so hitte man damit einen explizit konstruierenden Existenzbeweis im Sinne 
der obigen Ausfihrungen. 

















Explizite Konstruktion zyklischer Klassenkérper. 
Fiir 8 = x, p = q ergibt sich also: 


(6) (2) = Xa (*) (=) * = Xa (x) (*). 
Durch diese endlich vielen Kongruenzforderungen (6) fiir 9 wird die 
n-Klasse der n-ten Idealpotenzzahl o eindeutig festgelegt. Ist namlich 0’ 
eine weitere, den Forderungen (6) geniigende n-te Idealpotenzzahl, so hat 


man a = 1 fir alle q, es zerfallt also jedes q in dem Teilkérper 





k( Vo = von K voll, und daher ist nach Wahl der q dieser Teilkérper 
mit k identisch, d.h. 9’ = 9. 


Zusammengenommen wird also durch (3) bis (6) die n-Klasse von « 


eindeutig so festgelegt, dab K = t (Va) mit der Normierung (1) ist. Zur 
expliziten Konstruktion von K hat man also nur den Ansatz (5) mit 
(irgendwie) gemaiB (4) bestimmtem a, zu machen, wo die Exponenten 
a mod +n gema8 (3) bestimmt sind, und dann g gemaB (6) zu bestimmen. 


(Eingegangen am 22. 2. 1933.) 








The representation of integers as sums of pyramidal 
numbers. 


By 


R. D. James") in Pasadena (U. S. A.). 


E. Maillet in 1895 proved that every integer > 19272 could be 
represented as the sum of at most twelve pyramidal numbers (z* —z)/6 
(z = 1, 2, 3, ...). In his Chicago dissertation K. C. Yang*) showed that 
every integer is the sum of at most nine pyramidal numbers. In this 
note we use the method developed by Professor Landau*) for cubes to 
prove that all sufficiently large integers require at most eight pyramidal 
numbers. The fact that all integers from 1 to 7000 are sums of at most 
five pyramidal numbers indicates that the result eight is still too large. 

We first prove two Lemmas. 

Lemma 1. Let p be a primé =11 (mod 12) and s an integer prime 
to p. Then there exist solutions t and z of the congruences 


(1) 3 = 1 (mod p); 
0 (mod 5) when s = 1, 2, or 3 (mod 5), 


(2) 1 (mod 5) when s = 0 or 4 (mod 5); 


i 


—z 0 | 5p, 
3) ht madd ee re 
Proof. Since (=) =— (5) = — (3) = — (— 1) = +1 there is 


an integer ¢, which satisfies (1). Also, p is prime to 5 and hence by 
the Chinese remainder theorem there exist integers t, and t, such that 


t, == t, (mod p), t, = 0 (mod 5), Ot, < 5p, 
t, =, (mod p), t, =1 (mod 5), 0 t, < 5p—p. 


1) National Research Fellow. 

2) See also Bulletin Amer. Math. Soc. $4 (1928), page 412. 

5) E. Landau, Uber eine Anwendung der Primzahltheorie auf das Waringsche 
Problem in der elementaren Zahlentheorie, Math. Annalen 66 (1909), pp. 102—105. 
Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, § 146. 
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The congruences (1) and (2) are satisfied if we take ¢ = ¢, when s = 1, 2, 

or 3 (mod 5) and ¢ = t, when s = 0 or 4 (mod 5). Next, if z is prime 

to Ps then re eis oe 21 Ge— 

is divisible by p. Suppose that 

pees. tea *~*1¢ » Spsz<prt+5p, (p) =1, 
+os=@ 3 + #u (mod p"), 5psu<pt+5p, (up) =—1. 


is also prime to p, since 3¢*—1 


23 


Then 
— u® + (3 — 1)(z — u) = 0 (mod p'), 


ea (2? + zu + u®? + 30 — 1) = 0 (mod p’). 
If the second factor is divisible by p we have 
2+2zu+u® =0 (mod p), 
4(2+ zu+u*)=0 (mod p), 


(22+ u)®? = — 3u* (mod p). 
Since (wu, p) = 1 there is an integer 2 such that uz = 1 (mod p). 
Hence 2*(2z+ u)? = —3 (mod p), whereas p=3 (mod 4) and 
3 1\/3 si 
(- =) = (- =) (=) =-—l1. It follows that z=wu (mod p*) and 


thus z—u=mp*. The inequalities 
SpSz<pt+bp, Spou<p+dp 


5p — (p+ 5p) << 2—u < p?+5p—5p, 
—-p<z—-ucp 
and hence z= u. We have thus shown that the p(p*) integers 


(4) Spsze<—prt+5bp, (z,p)=1 


are prime to p and that no two of them are congruent modulo p’. 
Hence every integer s which is prime to p is congruent to one of the 
integers (4), and therefore the congruence (3) has a solution. 

Lemma 2*). When s is sufficiently large there is at least one 
prime p which does not divide s and which satisfies the conditions 


imply that 





(6) (as) <P < (St): 

(6) p> ((P°+5p) + [35 p)* — Up +5p)) — FP. p> 169"; 
(7) = d (mod 60), 

where 


d=11 when s=0,1, 3, or4 (mod 5), 
d=47 when s=2 (mod 5). 


*) E. Landau, loc. cit, 
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Proof. It is known that the number of primes p = d (mod 60), 
(d, 60) = 1 which satisfy the inequality s< px z+ez, ¢ >0O in- 


1 a9 \3 
creases indefinitely with x. Let x= (e)*, e=($*)*—1. Thenifs 


273 
is sufficiently large there are at least ten primes which satisfy (5). Since 
10 
their product is > (x)° > s for all sufficiently large s, at least one 
does not divide s. Hence if s >> C, there is at least one prime p which 
does not divide s and which satisfies (5) and (7). Again if s > C, all 
primes which satisfy (5) also satisfy (6). Therefore for all s > Max (C,, C,) 
there is at least one prime which satisfies the requirements of the Lemma. 
Making use of these Lemmas we can prove the 
Theorem. All large numbers are sums of at most eight pyramidal numbers. 
Proof. We first determine p by means of Lemma 2. By Lemma 1 
there exist integers ¢ and z which satisfy the congruences (1), (2), and (3). 
We have 


2i—z 


:=-5 +z (mod 7’), 








(8) $= * +2+ pM. 
Write 
@) y= 2818, 


6 
From the inequality (5) we obtain 
ee 
oe ; 
ae p — gi ((P+5 pr +13 (5p)? — 1] (p* +5 p)) < s— =S*#- #2 < "Bp, 


since Ot < 5p, 5p 2 < p*®+5p. Then, using (6), (8), and (9), 
we have 





271 1 8 274 8 
oP —sP— sr < Puc P— =p’, 
SP am 27 —1 
me. 16 _ Mc 2 6 
(10) 0< M, <P. 


“7 ~ = 0, 0, 2, 3, and 0 (mod 5) for 2 = 0, 1, 2, 3, and 4, respec- 


tively, the following cases arise from our choice of ¢ and p in (2) and (7): 


(11) e==1or3, ~—*+s = 0, 2, or 3, p? = 1, MM—"8 — 2 (mod 5), 
3 P 6 


3 +02=0,1,or4, p = 1, 


(13) s = 2, Stes 0, 2, or 3, p? = 3, Sr — 16 — 1 (mod 5), 





Since 





(12) s =Oor4, £ 





268 of —16 = 2 (modd), 
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From equation (8) it is seen that in (11) and (12) we have M2 
(mod 5), and in (13), M +1 (mod 5). Thus from (9) it follows in all 
cases that M, + 0 (mod 5). Since M, is not of the form 25 (25n + 10) 
there exist integers A, B, and C such that’) 


(14) M, = 444+2B°+5C. 
Combining equations (8), (9), and (14) we obtain 


s= et+est pM 


_ (e+ —(@+ 
+ 6 





+e(=5— +m) 

rm +0 —8+8 , bP S-8a.y (M16. 424984508) 

mb o+7—-#+9 , see 3 
+e 


) 





(z—t) —(2—1) 
6 











+= 42-4) 


_ (2p3+ BS—(2p3+ B) , (2p'— BS—(2p'— B 
+ SrtA bere, OF pO ) 


(5 p? — C)® — (5 p? —C) 
3 , 








“ Cer ert é 

From (14) and (10) it follows that each of |A|, | B|, and |C| is less 
than p*®. The inequalities 0O< t << 5p and 5p =z < p*+5>p imply 
that z >t. Hence each of z+1t, z—t, p*+A, p’—A, 2p°+B, 2p°—B, 
5p°+C, 5p*—C is positive or zero and thus all sufficiently large 
numbers are sums of at most eight pyramidal numbers. 


5) L. E. Dickson, Integers Represented by Positive Ternary Quadratic Forma. 
Bulletin Amer. Math. Soc. 38 (1927), pp. 63—70, Theorem IX. 


(Eingegangen am 8. 2. 1933.) 








Beitrag zur Metamathematik. 
Von 


M. Wajsberg in Kowel (Polen). 


Einleitung. 

Vorliegende Abhandlung ist dem Problem der Ermittelung des Voll- 
sttindigkeitsgrades gewisser mathematisch-logischer Theorien gewidmet, und 
zwar insbesondere des engeren Funktionenkalkiils, des erweiterten Funk- 
tionenkalkiils sowie des Kalkiils der Principia Mathematica (samt Unend- 
lichkeitsaxiom und Reduzibilititsaxiom fiir alle Typen), in der Darstellung 
von Herrn K. Gédel*). 

Fiir jede dieser Theorien (und analog fiir andere) wird in der Folge 
als ,,System‘ dieser Theorie (z. B. als System des Funktionenkalkiils) 
jede Menge M von sinnvollen Ausdriicken dieser Theorie bezeichnet werden, 
die die Axiome der Theorie umfaBt sowie nach den Beweisregeln der 
Theorie abgeschlossen ist, d. h. alle aus Elementen von M vermittelst der 
Beweisregeln dieser Theorie ableitbaren Ausdriicke enthilt. Als ,,Voll- 
standigkeitsgrad“ einer Theorie werden wir dann die Anzahl aller Systeme 
dieser Theorie bezeichnen. 


1) Als ,, Theorie“ bezeichnen wir hier einen Inbegriff von Axiomen, Beweisregeln 
und Vorschriften zur Bildung von ,,sinnvollen“ Ausdriicken (man nennt das ge- 
wohnlich ein ,,System“). — Zum Begriff ,.(kardinaler) Vollstandigkeitsgrad’ vgl. 
A. Tarski, Fundamentale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wissenschaften, 
Monatsh. f. Math. u. Phys. 37, 2. Heft, §8. Zu den Begriffen ,,engerer Funktionen- 
kalkil‘ (nachstehend schiechthin als ,, Funktionenkalkil‘‘ bezeichnet) sowie ,,erweiterter 
Funktionenkalkil“ siehe D. Hilbert und W. Ackermann, Grundziige der theoretischen 
Logik (insbesondere Kap. 3 und 4), in der Folge mit H.-A. bezeichnet. — Vorliegende 
Abhandlung schlieBt sich im allgemeinen an die Ausdrucksweise von H.-A. an. — 
Die Theorie von K. Gédel findet sich in seiner Abhandlung: Uber unentscheidbare 
S&tze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I, Monatsh. f. Math. u. 
Phys. 88, 1. Heft. 
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Nachstehend wird bewiesen, daB der Vollstandigkeitsgrad der drei 
erwahnten Theorien sowie aller derjenigen Theorien; deren Unvollstandig- 
keit von K. Gédel in der angefiihrten Abhandlung erwiesen wird *), gleich 
dem Kontinuum ist. 

Fiir die von K. Gédel betrachteten Theorien wird dabei eine Voraus- 
setzung als wahr angenommen, die im wesentlichen der Bedingung gleich- 
kommt, daB die in diesen Theorien beweisbaren Formeln auch inhaltlich 
wahr sind. 


§ 1. 

Definition 1. Die sinnvollen Ausdriicke des (engeren) Funktionen- 
kalkiils?*) (ohne bestimmte Funktionszeichen) werden wir als _,,logische“ 
Ausdriicke bezeichnen, dabei als ,,richtige“, falls sie (im Funktionenkalkiil) 
beweisbar sind. 

Definition 2. Ein logischer Ausdruck % ist ,,ableitbar“ aus einer 
Menge M von logischen Ausdriicken, falls { im Funktionenkalkiil beweisbar 
wird, wenn alle Elemente von M zu den Axiomen des Funktionenkalkiils 
hinzugenommen werden. — Es wird angenommen, da jeder richtige 
logische Ausdruck aus der leeren Menge ,,ableitbar“ ist. 

Hauptsatz I. Der Vollstaindigkeitsgrad des Funktionenkalkiils ist 
gleich dem Kontinuum. 

Zum Beweise dieses Satzes wird nachstehend eine unendlich-abziahl- 
bare Menge € von logischen Ausdriicken konstruktiv definiert, fiir die 
bewiesen wird: 

Satz A. Kein Element von € ist aus der Gesamtheit aller iibrigen 
Elemente von € ableitbar. 

Aus diesem Satze ergibt sich unmittelbar (vgl. Tarski, a. a. O., 
8. 39, I., 62), daB fiir je zwei verschiedene*) Untermengen von € die 
Mengen der aus diesen Untermengen ableitbaren logischen Ausdriicke zwei 
verschiedene Systeme des Funktionenkalkiils darstellen. THieraus folgt 
dann aber sofort die Richtigkeit von Hauptsatz I. Denn € enthialt 2% 
verschiedene Untermengen und das ist andererseits auch die Anzahl aller 
Mengen von logischen Ausdriicken. 


2) Vgl. die zitierte Abhandlung von K. Gédel, insbesondere 8.187, Satz VI. 

2) Diese Ausdriicke bauen sich aus Aussagevariablen: X, Y, Z, ..., Funktions- 
variablen: F, G, H,... (mit beliebig vielen Leerstellen) und Individuenvariablen: 
2, Y, Z, t, u,v, w,... Vermittels der Negation, Disjunktion und der Vorsetzung von 
All- und Seinszeichen (z), (y),..., (£2), (Hy), ... auf. 

8) Zwei logische Ausdriicke sehen wir nur dann als verschieden an, wenn sie 
nicht auseinander durch Variablenumbenennung entstehen. 








202 M. Wajsberg. 


Wir wollen nun die Menge € beschreiben. 
Definition 3. (Rekursives Definitionsschema fiir 
UW (x,y) (¢ = 1, 2,...)): 

a) U'(z,y) ~ A(z, y), 

b) M+? (x, y) ~ (Ez) (W(x, z) & A(z, y)). 

U(z,y) bedeutet hier einen beliebigen logischen Ausdruck, in dem 
die Variablen z und y frei vorkommen. Das Zeichen ~ wird dabei im 
Sinne der Definitionsgleichheit benutzt. 

Definition 4. Es mége mit € der Inbegriff aller Ausdriicke €, 
bezeichnet werden, wo ¢ alle verschiedenen Primzahlen durchliuft. €, ist 
fiir jede natiirliche Zahl ¢ von der Form K& L&M &N, + O,, deren 
Bestandteile K, L, M, N,,O, sich folgendermaBen darstellen: 

K (£2) (y)F (y, 2), 

L (a) (Ey)F (2,y), 

M (2)(y) (2) (F(z, y) & F(z, y) & F(t, x) > F (t,2)) **), 

Ni (2)(y) (@)F (2, 2) + @(2,y) ~ FY? (2, y))), 

O (=) (y) (@) OLF (@, y) & G(x, 2) + Gly, t) ~ F(z, 0)). 

Der Ausdruck €, ist offenbar mit der Verneinung von K& L&E MEN, 
&0O, aquivalent. — Beachtenswert ist dabei, obgleich fiir das Folgende be- 
langlos, daB €, in jedem endlichen Individuenbereich allgemeingiiltig ist, 
denn die Konjunktion K & L & M ist, wie man leicht zeigt, in keinem 
endlichen Bereiche erfiillbar. 

Definition 5. Fiir jede natiirliche Zahl i soll als i-Ausdruck jeder 
Ausdruck bezeichnet werden, der sich aus den zwei Funktionen Seq (z, y) 
und Mult, (z,y) vermittelst der Operationen des Funktionenkalkiils aufbaut 
(d. h. vermittelst Negation, Disjunktion und Quantifikation). — Der An- 
schaulichkeit halber werden wir im folgenden die Ausdriicke Seq (z, y) 
und Mult, (z, y) durch y = 2+ 1 bzw. y = iz ersetzen. (Das Zeichen = 
gehért nicht zum Funktionenkalkiil.) 

Definition 6. 

a) Kin «-Ausdruck Y ist ,,richtig‘‘, falls & im Bereiche der natiirlichen 
Zahien auf Grund der gewéhnlichen Deutung der darin vorkommenden 
logischen und arithmetischen Zeichen, bei jeder Einsetzung von natiirlichen 
Zahlen fiir die vorkommenden freien Variablen, inhaltlich richtig ist. 

b) Ein i-Ausdruck ist ,,falsch“, falls seine Verneinung richtig ist. 

Diese Begriffsbildung hat insofern einen elementaren Charakter, als 
man fiir jeden vorgelegten i-Ausdruck durch endlich viele Operationen 


3a) \Y bindet starker als & und & starker als > und ~. 
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feststellen kann, ob er richtig ist oder nicht. Der Nachweis fiir diese 
Tatsache kann aus dem in § 2 bewiesenen Satz 1 ohne Schwierigkeit ent- 
nommen werden. 

Die Menge der richtigen i-Ausdriicke werde mit M, bezeichnet. 

Diese Menge laBt sich auch deduktiv abgrenzen. Ersetzen wir néim- 
lich in den Ausdriicken K, L, M, N,,0, (Definition 4) die Zeichen F und G 
durch Seq bzw. Mult,, so gewinnen wir richtige i-Ausdriicke, aus denen 
alle richtigen 1-Ausdriicke beweisbar sind, wenn man neben den iiblichen 
logischen Beweisregeln die Regel der vollstindigen Induktion anwendet. — 
Letztere Regel wire dann etwa folgendermaBen zu formulieren: Es kann 
als Ausgangsformel eine jede solche Formel genommen werden, welche aus 
der Formel 


(2) ((y) Seq (y, 2) > F(x) & (y) (z) (F (y) & Seq (y,2) > F (2)) > (x) F (2) 
durch Einsetzung eines i-Ausdrucks fiir F(z) entsteht. Ich sehe hier der 
Kiirze halber von einem Beweise dieser Behauptung ab; ohnehin ist die 
Untersuchung der Eigenschaften der i-Ausdriicke hier blo8 ein zufilliges 
Mittel zur Begriindung von Satz A. 

Fiir unsere Beweisfiihrung legen wir den folgenden Satz iiber die 
Menge M, aller richtigen i-Aussagen, und zwar auch ohne die Angabe 
des Beweises, als geniigend einleuchtend zugrunde: 

Satz 1. 

a) Kein i-Ausdruck ist zugleich mit seiner Verneinung richtig. (Di, 
ist widerspruchsfrei.) 

b) Jeder i-Ausdruck, der aus einem Axiom des Funktionenkalkiils 
(vgl. H.-A., 8.53) durch Einsetzung entsteht, ist richtig. 

c) M, ist nach den Beweisregeln des Funktionenkalkiils abgeschlossen, 
d. h. es gilt folgendes: 

a) Sind M und A+B richtige i-Ausdriicke, so ist auch B richtig. 

B) Ist M+ B(x) ein richtiger i-Ausdruck, wobei U die Variable z 
nicht enthilt, so ist auch & — (x) B(x) richtig; unter derselben Voraus- 
setzung fiir M ist (EF x) B(x) > U richtig, sofern 8(z) + U ein richtiger 
i-Ausdruck ist. 

Definition 7. Wir bezeichnen mit G,, fiir jede natiirliche Zahl i, 
die Menge aller logischen Ausdriicke, die bei jeder Kinsetzung von 1-Aus- 
driicken fiir die Funktionsvariablen und die Aussagenvariablen in richtige 
t-Ausdriicke iibergehen. 

Aus Satz 1, b) bis c) folgt nun sofort, daB jeder richtige logische 
Ausdruck zu jedem G, gehért; d.h. es gilt zufolge des von uns ange- 
nommenen Sinnes der Wendung ,,System des Funktionenkalkiils“ (vgl. 
Einleitung) der folgende Satz: 
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Satz 2. Fir jede natiirliche Zahl i ist S, ein System des Funk- 
tionenkalkiils. 

Man beweist ferner mit Leichtigkeit (vgl. Definition 4): 

Satz 3. Fir kein natiirliches i gehért €; zu S,. 

Beweis. Setzen wir in die Ausdriicke K, L, M, N,,O, fiir F(z, y) 
und G(z,y) die Ausdriicke y= z+ 1 bzw. y = iz ein, so erhalten wir, 
wie man leicht bestitigt, richtige i-Ausdriicke. Beachten wir nun, nach 
einer vorhin gemachten Bemerkung, daB €, mit der Verneinung von 
K&L&EMEN,&O, Squivalent ist, so ist damit unser Satz bewiesen. 

Auf Grund der letzten zwei Satze verbleibt uns nun, um den Beweis 
von Satz A zu vollenden, folgendes zu erweisen: 

Satz B. Wenn ¢ und j verschiedene Primzahlen sind, so gehért €, 
zu G;. 

Zum Beweise dieses Satzes sind ziemlich eingehende Betrachtungen 
iiber die i-Ausdriicke notwendig. 


§ 2. 
Es soll in der Folge unter p stets ein und dieselbe natiirliche Zahl 
verstanden werden. 
Definition 8. Wir geben hier Definitionsschemata an, die uns, wie 
man leicht verifiziert, die arithmetischen Ausdriicke z = ay + 6 sowie 
r=n (mit der Bedeutung: z ist kongruent mit n modulo m) fiir folgende 


speziellen Werte der Parameter a,b,m,m als p-Ausdriicke darstellen 
lassen *): 

1. a = 0 und 6 ist eine natiirliche Zahl; oder a = p', wo i eine 
ganze Zahl ist, und 6 ist eine ganze Zahl; oder drittens a = p', woi eine 
negative ganze Zahl ist, und 6 = c-p’, wo c eine ganze Zahl ist’). 

2. m = p', wo ¢ eine natiirliche Zahl ist, und nm = 1, 2,..., m. 

Die erwahnten Schemata stellen sich folgendermaBen dar: 

a) Rekursives Schema fiir ,2 = 6 (6 = 1,2,...). 


a) ©=1lw~(yjr+y+1), 
B) « t+1~(E£y) (y =i&s = y+) (¢ = 1,3, ...). 


*) Das heiBt, die beziiglichen p-Ausdriicke sind mit den entsprechenden arith- 
metischen Ausdriicken im Bereiche der natiirlichen Zahlen dquivalent. Wir gehen 
bei diesen Definitionen von unseren Grundfunktionen Seq (z,y) und Mult, (2, y) 
aus, die wir der gréBeren Anschaulichkeit halber durch die mit ihnen bzw. gleich- 
bedeutenden arithmetischen Ausdriicke y = z+ 1 sowie y = pz ersetzen. 

5) Man beweist ohne Schwierigkeit, daB aus einer natiirlichen Zahl y durch 
Wiederholung der Operationen der Addition von 1 und — 1 sowie der Multiplikation 
durch p und I/p nur derartige natiirliche Zahlen zu gewinnen sind, die sich durch 
ay+ 6 darstellen lassen, wo a und b die soeben beschriebenen Werte annehmen. 
*) Das Zeichen + bedeutet hier wie gewéhnlich die Verneinung der Gleichheit. 
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b) Rekursives Schema fiir ,.2 = y+ 6“ (6 = 1,2,...): 

e=yt+(it+1)~ (Ba) (2 = y+t&s=24+1) = 1,2,...). 
c) a=y-—brw~y=2+6 (6 = 1,3,...). 
d) Rekursives Schema fiir ,2 = py“ (¢ = 0,1,2,...): - 

a) @¢ = y~(E2) (2 = 2+1&2= y+), 

B) « = pitty ~(E2)(z = ppy&s = pz) (j = 1, 2, ...). 
e) c= pi'y~y= pcr (6 = 1,3, ...). 





f) g= pytb~(E2)(e = py&s =—2z+5) 
(« und 6 beliebige ganze Zahlen). 
g) a = YT (Bae = y+e&s = p-'s) 
P 
(¢ eine natiirliche Zahl, ¢ eine ganze Zahl + 0). 
h) reSn~z=nV (Ez)z = mz+n 
(m = p', wo ¢ eine natiirliche Zahl ist; nm = 1, 2, ..., m). 


Anmerkung. Diese Definition von z =n stimmt nicht mit der 
iiblichen Definition von z = n (mod m) iiberein. 

Wir fiihren ferner folgende Definitionen ein: 

Definition 9. Gleichungen vom Typus ,,z, = az, + b“, ihre Ver- 
neinungen sowie Kongruenzen ,,z, = n“, wo z, und a, beliebige (auch 


identische) Individuenvariablen bedeuten und auBerdem a, 6, m, n die in 
Definition 8 angegebenen Werte annehmen, werden wir als ,,Grundaus- 
driicke“ (p-ter Ordnung) bezeichnen. 

Beispiele von Grundausdriicken dritter Ordnung: 
= &5 

9 

Definition 10. Wir wollen als ,,Normalausdruck* (p-ter Ordnung) 
jede Disjunktion von Konjunktionen’) bezeichnen, deren Glieder Grund- 
ausdriicke (p-ter Ordnung) sind. 

Beispiele von Normalausdriicken zweiter Ordnung: 


2a=3, (¢@ = 2y—-l&y=HVV(e=—=ykzH2Et = 2-9). 
a ‘4 


e=2, c=2, t#32+1, 2 


», y=. 
a7 


Satz 1. Es gibt zu jedem p-Ausdruck % einen mit ihm Aqui- 
valenten Normalausdruck p-ter Ordnung 8; enthilt dabei MU gewisse freie 


7) Es werden hier Disjunktionen und Konjunktionen mit beliebig viel Gliedern 
(auch einem einzigen) zugelassen. In H.-A. werden derartige Disjunktionen und 
Konjunktionen aJs Produkte bzw. Summen bezeichnet. 
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Variable, so kommen in ® keine Variable vor, die in & nicht auftreten, 
oder dort gebunden sind ’*). 

Obiger Satz ist evident fiir den Fall, daB & (ohne Abkiirzungen) 
bloB freie Variable enthilt, denn es geniigt dann offenbar, WM in disjunktiver 
Normalform darzustellen. Wir diirfen daher annehmen, da8B in & gewisse 
Klammerzeichen vorkommen, und wir bringen sie dann alle an den Anfang 
des Ausdrucks. Eliminiert man dann die Allzeichen, indem man sie in 
bekannter Weise durch die Negation und das Seinszeichen ausdriickt, und 
stellt man dann denjenigen Teil des gegebenen Ausdrucks, der darin auf 
alle Seinszeichen folgt, in disjunktiver Normalform dar, so lat sich dann 
der zu beweisende Satz auf die folgenden Hilfssitze zuriickfiihren *): 

Hilfssatz 1. Die Verneinung eines Normajausdrucks ist wieder als 
Normalausdruck darstellbar. 

Hilfssatz 2. Ein Ausdruck der Form (Zz)U(z), wo U(x) eine 
Konjunktion von Grundausdriicken p-ter Ordnung ist, deren jede die 
Variable z enthilt, ist entweder richtig oder falsch (Definition 6b) oder 
mit einem Normalausdruck p-ter Ordnung fquivalent, der die Variable z 
nicht enthalt und in dem nur solche Variablen auftreten, die auch in 
W(x) (explicite) vorkommen. 

Beweis von Hilfssatz 1. Es geniigt zu bemerken, daB die Verneinung 
einer Kongruenz z =n durch die Disjunktion aller Kongruenzen 2 = i 
ersetzbar ist, wo 1 = 1, 2,...,m und + n ist. 

Beweis von Hilfssatz 2. Wir diirfen offenbar voraussetzen, da8 in 
W(x) kein Ausdruck zweimal als Glied vorkommt. Ferner nehmen wir 
an, daB in U(z) keine Glieder vom Typus zs = az+6(a + 0) oder 
z + azxz-+6(a + 0) vorkommen, denn derartige Ausdriicke sind entweder 
richtig (wie s = xz) oder falsch (wie s = +1 oder x = pa) oder 
durch einen Grundausdruck vom Typus z = e bzw. 2 + e ersetzbar (wie 
z= 22—1). Enthalt ferner M(x) Gleichungen vom Typus y = az+b 


(a +0), so ersetzen wir sie bzw. durch zs = y—* Enthalt nun % (x) 


ein Glied vom Typus z = ay+6 (a = 0 nicht ausgeschlossen), so er- 
setzen wir (Zz)U(x) durch den arithmetischen Ausdruck A(ay +); ist 


7a) Gebundene Variable, die in Grundausdriicken vorkommen, wenn man sie 
durch ihre Bedeutung aus Definition 8 ersetzt, werden auBer Acht gelassen. 
’) Mit Hilfe insbesondere der richtigen logischen Ausdricke: 
(EB x) (F (x) V G(z)) ~ (Bz) F(z) V (BE z)G(z), 
(E x) (F(z) & G(y)) ~ (Bx) F (x) &G(y), 
X+~Xy/Y, X+(X&Yw FY), 
X¥+Yay, X¥o(XvVYw FY). 
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hierin a = 0, so ist (Zz) U(x) offenbar entweder richtig oder falsch; im 
Falle a + 0 ist aber der Ausdruck & (ay + 5) leicht als Normalausdruck 
darstellbar, in dem keine neuen Variablen vorkommen sowie die Vari- 
able z nicht auftritt. Gehen wir nun zum Fall iiber, daB &(z) bloB 
Kongruenzen und Ungleichungen enthilt, so diirfen wir annehmen, dab 
darin héchstens eine Kongruenz vorkommt. (Ist nimlich in U(x) eine 
Konjunktion z =n & zx =, n’ enthalten, wo m <= m’ ist, so ist sie ent- 


weder falsch oder mit z = n’ aquivalent, weil m’ ein Vielfaches von m 


sein mu8.) Damit sind wir aber am Schlusse unseres Beweises, denn in 
diesem Falle ist (Ez)U(x) richtig, wie eine einfache zahlentheoretische 
Uberlegung lehrt. Es besteht folglich Satz 1. — Die von uns benutzte 
Normalform fiir p-Ausdriicke sowie die Methode des Beweises von Satz 1 
gehen im wesentlichen auf Th. Skolem und C. H. Langford zuriick *). 

Normalausdriicke, die keine anderen Variablen als z und y enthalten, 
werden wir in einer speziellen Form darstellen, die wir in folgender Weise 
definieren: 

Definition 11. Ein Normalausdruck 4% ist ,,ausgezeichnet“, falls H 
den folgenden Bedingungen geniigt: 

a) & enthalt keine anderen Variablen als x und y. 

8) Kein Disjunktionsglied von & ist falsch. 

y) Es kommen in &% keine zwei Kongruenzen mit verschiedenen 
Moduln vor. 

6) Jedes Disjunktionsglied 6 von U, das kein Glied vom Typus 
z = c oder y = c enthilt, besitzt eine der folgenden Formen: 


tanky = az+b(a+0), 


eventuell konjunktiv verbunden mit Ungleichungen vom Typus z + c; 
z==n oder caniy=n, 
m m 


verbunden eventuell noch mit Konjunktionsgliedern vom Typus 2 + ¢ 
oder y + az+ b. 


e) Wenn ein Glied von & von der Form ct=n & y =az+ b(a+0) 
ist (eventuell konjunktiv verbunden mit Ungleichungen vom Typus z +c, y +4), 


%) Vgl.: Videnskapselskapets Skrifter, I, Math.-nat. K1. 1919, Nr. 3. Th. Skolem, 
Untersuchungen iiber die Axiome des Klassenkalkils und tiber Produktations- und 
Summationsprobleme, welche gewisse Klassen von Aussagen betreffen. — Annals 
of Mathematics (2) 28 (1926—27) CC. H. Langford, Some Theorems on Deducibi- 
lity, 8.16; Theorems on Deducibility (Second paper), S. 459. — Siehe auch 
M. Presburger, Uber die Vollsténdigkeit eines gewissen Systems der Arithmetik 
ganzer Zahlen usf., C. R. du Congrés des Math. des Pays Slaves, Varsovie 1929. 
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so ist fiir jede geniigend groBe, der Kongruenz z =n geniigende natiir- 
liche Zahl z auch az-+ 6 eine natiirliche Zahl. (Es kann z. B. kein Glied 
von & die Form z =? &y= a besitzen.) 
Beispiel eines ausgezeichneten Normalausdrucks dritter Ordnung: 
z=1V(z¢=2&y + 3) 
V@sethy=l&c+2hy+l&y + 92-1) 


z+2 
3 





V(z=1lé&y= )V @=8 hy =3241&242). 


Wir beweisen nun 


Satz 2. Jeder Normalausdruck p-ter Ordnung, in dem keine anderen 
Variablen als z und y vorkommen und der weder richtig noch falsch ist, 
kann durch Adquivalente Umformung in einen ausgezeichneten Normal- 
ausdruck verwandelt werden. 

Beweis. Sei ein Normalausdruck p-ter Ordnung & vorgelegt, der 
unserer Voraussetzung geniigt. Vor allem diirfen wir natiirlich annehmen, 
da8 U% keine richtigen und keine falschen Bestandteile enthilt, sowie daB 
darin keine Konjunktionen von zwei oder mehr einander diquivalenten 
Grundausdriicken vorkommen (z. B. keine Konjunktion vom Typus 
z=y+1&y = 2-1). Ferner kénnen wir annehmen, daf in U nur 
Gleichungen (und die ihnen entsprechenden Ungleichungen) der Typen 
z=c¢,y =c, y = az+b6 (a+0) vorkommen. Kommen dann in & 
zwei Gleichungen y = az+b, y = a’x+ 0’ (a,a’ + 0) konjunktiv ver- 
bunden vor, so ersetzen wir sie durch ihre gemeinsame Lésung vom 
Typus z = c&y =d (eine Lésung, und zwar in natiirlichen Zahlen, 
mu8 es geben, denn sonst wiirde UM ein falsches Glied besitzen). Des- 
gleichen werden wir Teilkonjunktionen vom Typus 

y=az+b&y+a2+0 (a+a’ oder b+’) 


durch 


y=art+bes + 2—* oder y= az+56 


~—* eine natiirliche Zahl darstellt, oder nicht (im 

Falle a = a’ und 6 = BU’ ist die fragliche Konjunktion falsch). Treten 

ferner in & zwei Kongruenzen mit verschiedenen Moduln auf, so bringen 

wir alle in & vorkommenden Kongruenzen auf gleichen Modul, indem 

wir darin jede Kongruenz z =n, wo m vom gréBten in U vorkommenden 
m 


ersetzen, je nachdem 





Modul m’ verschieden ist, durch die Disjunktion aller Kongruenzen der 
Form zs =im+n, wo i=0, 1, 2,..., und im+n<*m’ ist, er- 


setzen und darauf den gegebenen Ausdruck wieder als Normalausdruck 
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darstellen (es kénnen dabei wieder falsche Glieder erscheinen, die dann 
zu streichen sind**)). Sei nun m der einzige Modul, der in U vorkommt, 
bzw. m = p, sofern UM keine Kongruenz enthalt. Ersetzen wir jetzt jedes 
Disjunktionsglied @ von YU, das keine Kongruenz z =n und keine 
Gleichung vom Typus z = c, y = c als Glied enthalt, durch die Dis- 
junktion aller nicht-falschen Ausdriicke z = = +&B (i = 1,2,...,m), 80 
haben wir damit schlieBlich, wie man leicht bestitigt, den nntedids 
gegebenen Ausdruck in einen mit ihm fquivalenten Normalausdruck um- 
gestaltet, innerhalb dessen jedes Disjunktionsglied $ (abgesehen von der 
Reihenfolge seiner Konjunktionsglieder) zu einem der vier folgenden Typen 
gehért, wobei % nicht falsch ist und der Modul m unten iiberall der- 
selbe ist: 

1. B enthilt ein Glied vom Typus z = c oder y = ¢, 

2. ® ist fiir gewisse n,n’ von der Form 2 =n oder taniy=n, 
wozu noch Konjunktionsglieder vom Typus 2+ c, y+az+6 hinzu- 
kommen kénnen, 

3. B ist vom Typus tanhiy=n'hy = az+b (a + 0), even- 
tuell mit noch Konjunktionsgliedern vom Typus z + ¢, 

4. B ist vom Typus tanky = az+b (a + 0), eventuell kon- 
junktiv verbunden mit Ungleichungen vom Typus z + c. ° 

Wir wollen nun zeigen, daB ein p-Ausdruck vom Typus 

c=nky=n hy = az+b (a + 0) 

entweder falsch oder fiir gewisse n,,m, mit einem p-Ausdruck z = n, 
&y = az+b5 fquivalent sein mu’. Danach werden wir annehmen 
diirfen, daB in & alle Disjunktionsglieder vom oben beschriebenen Typus 3 
durch mit ihnen beziiglich faquivalente Glieder vom Typus 4 ersetzt 
worden sind (wir bringen alle in & vorkommenden Kongruenzen wieder 
auf gleichen Modul, falls in & nach obigen Ersetzungen verschiedene 
Moduln erscheinen; man bestitigt leicht, daB durch letztere Operation 
in & keine Disjunktionsglieder 8 vom Typus 3 erscheinen kénnen). 

Sei nun % ein nicht-falscher p-Ausdruck von der Form 

tanky=nhy = ax+b (a + 0). 
Es besteht nach Definition 8 
tH=n~zr=nV (Ezz = ma+n, 

10) Insbesondere sind dann esolche Disjunktionsglieder von % falsch, in denen 

zwei verschiedene Kongruenzen (z =n, 2 = n') vorkommen; wir kénnen folglich 


annehmen, da8 in @ keine Konjunktion von zwei oder mehr Kongruenszen fir z 
auftritt. 
Mathematische Annalen. 109. 14 
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und demzufolge, wenn a > 1 (d.h. a= p', 1 > 9), 


t=nk&y=ar+b>+y=n, 


wo m, den kleinsten natiirlichen Rest von an-+ 6b modulo m bedeutet. 
Aus der Voraussetzung, da8 $ nicht-falsch ist, folgt nun, daB n, = n’ 
sein muB, und daher ist im Falle a>1% mit te=nky=azr+b 


aquivalent, d.h. unsere Behauptung gilt im Falle a > 1. 
Sei nun a< 1 (d. hh. a= p's i < 0): 


In diesem Falle mus © =e eine ganze Zahl sein, denn. sonst wiirde 


y =a2z+6 und damit auch $ falsch sein; demgema8 finden folgende 
Aquivalenzen statt: 


= = P = ~ = ¥ 
tanby=nwiy ax-+b t=nks 


&*Zo—zr+e 
a 


2/3 || 


~2reSnkr+e ~ & 


& |e 


= 2z+¢. 


a 
Letztere Konjunktion ist entweder falsch oder aquivalent mit 
rc=n,&y=—azr+b, 
wo nm, den kleinsten natiirlichen Rest nach dem Modul _ von = —c 


darstellt; damit ist aber unsere Behauptung fiir den Fall a < 1 erwiesen. 
Wir kénnen folglich annehmen, da8S & blo8 Disjunktionsglieder von den 
Typen 1, 2 und 4 enthilt, wobei kein Glied von & falsch ist und keine 
zwei verschiedenen Moduln in “& auftreten. 

Nach Definition 11 bleibt uns nur noch zu zeigen, um unseren Beweis 
zu vollenden, da8 jede nicht falsche Konjunktion 8 vom Typus z =n 


&y =az-+b (a +0), fiir die es unendlich viele natiirliche x mit der Eigen- 
schaft gibt, daB z =n, aber az +b keine natiirliche Zahl ist, in YW 


durch eine Konjunktion von demselben Typus ersetzt werden kann"), 
fiir die es héchstens endlich viele natiirliche x mit der beziiglichen Eigen- 
schaft gibt. Wir brauchen iiberdies dabei nur den Fall zu betrachten, 
da8 in obiger Konjunktion a < 1 ist, denn, wenn y = az + 6 ein Grund- 
ausdruck ist, so ist stets zugleich mit @ auch 6b eine ganze Zahl, und 
dann ist az+ 5 eine natiirliche Zahl fiir alle natiirlichen z, fiir welche 
az+b>0. 





1) Es kann sich nach dieser Ersetzung wieder die Notwendigkeit heraus- 
stellen, die in UM enthaltenen Kongruenzen auf gleichen Modul zu bringen, doch 
erkennt man leicht, daB das an der Sachlage nichts dndert. 
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Sei nun $ eine nicht-falsche Konjunktion von der Form z =n & 
m 
=az+b(a< 1), die in & enthalten ist. Es besteht ersichtlich 
(1) y=ar+b+c=n, 
wo m, den kleinsten natiirlichen Rest modulo Pa von —+ bedeutet; 
mithin gilt 
(2) BrcHnkisH=n &y=ar+b. 
@ 
Die Werte von az + 6 fiir natiirliche Zahlen z, welche der Bedingung 
c= nN, geniigen, unterscheiden sich um ganze Zahlen. Daher ist ent- 


weder die Konjunktion 
t= n, &y=azr+b 


a 


falsch, oder fiir jede natiirliche Zahl z, welche die Bedingung z =n, 


erfiillt, ist az +6 eine ganze, und, wenn zugleich z geniigend groB ist, 
eine natiirliche Zahl. Ferner muff nach einer im Beweise von Satz 1 
gemachten Bemerkung, z = n & & =n, entweder falsch oder mit einer 


der Kongruenzen x = n, .4 =n, fquivalent sein. Damit ist aber 


=l~|l 


zufolge (2), weil ® nicht-falsch ist, unsere letzte Behauptung erwiesen 
und zugleich, wie man leicht erkennt, der Beweis von Satz 2 zu Ende 
gebracht. 


§ 3. 
Mit Hilfe der soeben erérterten Normalform wollen wir nun an den 
Beweis des folgenden Satzes herantreten, von dem am Ende des §1 die 
Rede war: 


Satz B. Wenn i und j verschiedene Primzahlen sind, so gehért €; zu S;. 

Letzteren Satz werden wir in der folgenden gleichwertigen Form 
beweisen. 

Satz C. Wenn i und j verschiedene Primzahlen sind, so gibt es 
keine j-Ausdriicke F (x, y) und G (2, y), fiir die die Konjunktion K & L & M 
& N,; &O, (d. h. &) richtig wire. 

Zum Beweise nehmen wir an, daB es im Gegenteil derartige zwei 
verschiedene Primzahlen p und g sowie derartige p-Ausdriicke A (z, y) 
und B(z, y) gibt, so daB die Ausdriicke K, L, M, N,, O, in richtige 
p-Ausdriicke iibergehen, wenn man darin 4 und B bzw. fiir F undG ein- 
14* 
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setzt. — Diese Bedeutung der Zeichen p, g, A, B wird im folgenden fest- 
gehalten. — Aus letzterer Annahme werden wir einen Widerspruch ab- 
leiten, wodurch Satz C und damit zugleich Hauptsatz I bewiesen sein wird. 

Wir nehmen ferner an, daB die Ausdriicke A (x, y) und B (z, y) keine 
anderen freien Variablen als « und y enthalten — denn andernfalls 
kénnen wir die Ausdriicke A (x, y) und B (z, y) in unseren Uberlegungen 
durch diejenigen Ausdriicke ersetzen, die aus den ersteren durch Ein- 
setzung von | fiir alle von z und y verschiedenen Variablen entstehen 
(wir stellen dann letztere Ausdriicke wiederum als p-Ausdriicke dar). 
Stellen wir nun gemiB Satz 1 des vorigen Paragraphen die Ausdriicke 
A (x, y) und B (za, y) als Normalausdriicke dar, so erhalten wir Ausdriicke, 
die keine anderen Variablen als x und y enthalten und die daher auf 
Grund von Satz 2 desselben Paragraphen als ausgezeichnete Normal- 
ausdriicke darstellbar sind. Die. betreffenden ausgezeichneten Normal- 
ausdriicke werden wir kiinftig mit A (z,y) und B(z, y) bezeichnen”), 

Setzen wir nun in die Ausdriicke K, L, M, N,, O, (Definition 4) 
fiir F und G beziiglich A und B ein, so gewinnen wir: 


K’ (Ez)(y)A(y, 2), 

L’ (2)(Ey) A(z, y), 

M’ (2) (y) (2) (t) (A(z, y) & A(z, y) & A(t, z) + Alt, 2)), 

N, (2)(y) [(2) A (2, 2) > (B(x, y) ~ Ae-*(@, y))], 

O;, (2)(y) (A (@, y) & B(z, z) > (Bly, t) ~ Aa(z, 0)]. 

Aus obigen fiinf Formeln, als richtigen arithmetischen Sitzen iiber 

natiirliche Zahlen, wollen wir nun, bei der Annahme, daB p und q ver- 
schiedene Primzahlen sind, sowie daB’ A (x, y) und B (z, y) ausgezeichnete 


Normalausdriicke p-ter Ordnung sind, einen Widerspruch mathematischer 
Natur ableiten. 


Es sei (in Ubereinstimmung mit K’) e eine natiirliche Zahl mit der 
Eigenschaft (x) A(z, e). — Diese Bedeutung von e soll im folgenden fest- 


gehalten werden. — Wir beweisen nun, indem wir Definition 3 auch auf 
arithmetische Ausdriicke anwenden, 
Satz 1. 


A‘(e, x) & Aj(e,z) >i = 5"). 





2) Die Variable y muB nicht notwendig in einem ausgezeichneten Normal- 
ausdruck vorkommen, man kann sie aber dadurch einfihren, daB man ein be- 
liebiges Glied & des betreffenden Ausdrucks durch (A & x= y) V (A & z+ y) 
ersetzt. Analoge Bemerkungen werde ich im folgenden unterlassen. 

18) Ich bediene mich hier, wie auch oft im folgenden, einer gemeinverstaind- 
lichen logisch-mathematischen Symbolik, wobei die Buchstaben i, j, k, l, z, y, 2, ¢ 
stets als Variable fir natirliche Zahlen gebraucht werden. 
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Beweis. Obige Formel werden wir mit UY, ; bezeichnen. Wir fihren 
den Nachweis vermittelst vollsténdiger Induktion, indem wir zuerst W,, 
und &, ; beweisen und darauf zeigen, daB fiir beliebige k, 1 aus M,4 1,14, 
stets U,,, folgt. 

a) Wir beweisen Y, ,, d.h. 


(x) (At (e, z) & A (e, z) +i = 1). 

Es besteht offenbar M,,,. Nehmen wir nun an, daB %, , fiir irgendein 
k +1 falsch ist, so fiihrt das auf einen Widerspruch. Aus letzterer An- 
nahme folgt nimlich sofort, daB es eine natiirliche Zahl a gibt, so daB 
folgende zwei Formeln bestehen: 
(1) AF (e, a), 
(2) A (e, a). 

Aus (1) folgt nun, weil k nach Annahme + 1 ist, daB fiir gewisse 
natiirliche Zahlen 6 und c die Formel 


(3) A (b, a) & A (ce, b) 


gilt. Aus M’ erhalten wir ferner, indem wir darin (nach Weglassung der 
Allzeichen) 6, a, e,c bzw. fiir 2, y, z,t einsetzen: 


A (b, a) & A (e, a) & A (c, b) > A (€, e). 


Aus dieser Formel folgt aber sofort auf Grund von (2) und (3), daB 
A (c, e) besteht. Diese Formel ist aber falsch; denn fiir die Zahl e be- 
steht ja ex definitione (x) A (x, e). Damit ist bewiesen, daB UY, , fir be- 
liebige « besteht, woraus sofort das gleiche fiir UM, ; folgt, weil die Formel 
YU; ; in bezug auf + und j symmetrisch ist. 

Wir wollen nun annehmen, da8 fiir gewisse k,! die Formel WM, + 1, 141 
falsch ist, d. h. es gelte bei k +1 fiir eine gewisse natiirliche Zahl a: 


(4) At +1 (e, a) & A'+1(e, a). 


Hieraus werden wir die Folgerung ziehen, daB auch W,, falsch ist. 
Aus (4) folgt zunichst, daB es gewisse natiirliche Zahlen 6 und c gibt, 
so daB folgende Formeln bestehen: 


(5) At (e, 6), 
(6) A (6, a), 
(7) A! (e, ¢), 
(8) A (ec, a). 


Mit Hilfe von M’, (6) und (8) gewinnen wir ferner leicht 
(t) (A (t, b) + A (t, ¢)), 
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und daraus mittels (5): 
(9) At (e, c). 

Die Formeln (7) und (9) ergeben in Verbindung mit k+/ die 
Formel %,,;. Damit ist aber unser Satz bewiesen. Ferner beweisen wir 

Satz 2. Es gibt eine unendliche Folge [f;)(¢ = 1,2,...)) mit 
folgenden Eigenschaften: 

a) Die Glieder dieser Folge sind lauter untereinander verschiedene 
natiirliche Zahlen. 

b) f , =e 

) Ah. i) ~§ =t+1(45 =1,2,...). 

d) Es gibt zwei natiirliche Zahlen i, und k sowie k Zahlenpaare 
(a;, 5,) (¢ = 1, 2, ..., &), wo die a; ganzzahlige Potenzen von p und die 5; 
ganze Zahlen sind, derart, daB fiir beliebige natiirliche j sowie fiir 
i = 1, 2,..., % folgende Gleichung besteht: 

fig 4 juris = G0) f,, +0,(a{—' + af-* + ... +1) & + Gj. 

Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir vorerst einige Vorbereitungen 
machen. 

Lassen wir alle Disjunktionsglieder von A (x, y) weg, die ein Konjunktions- 
glied vom Typus z = c enthalten"’), und streichen wir iiberdies alie in 
A (x, y) auftretenden Ungleichungen vom Typus «+ c"), so gewinnen 
wir einen ausgezeichneten Normalausdruck A’ (zx, y), fiir den folgendes gilt: 

Hilfssatz 1. Es gibt eine natiirliche Zahl r von der Eigenschaft: 
ist 7 eine natiirliche Zahl > r, und sind c, d solche natiirliche Zahlen, fiir 
welche A!‘ (e, c) & A (c, d) besteht, dann 

a) besitzt 4’ (x, y) ein Disjunktionsglied YM (z, y) vom Typus 

t=n&y = az + b(a+ 0), 
fiir welches & (c, d) besteht; und 
B) bei jedem Disjunktionsglied von A’ (x, y), das den Typus 
t= n &y =a'2+' (a +0) 
hat, und fiir welches c = n’ zutrifft, ist a’c + 6’ eine natiirliche Zahl 
und es besteht die Konjunktion A (c,a’c +’) & A’ (c,a’c +B’). 

Beweis. Es besteht [vergleiche FuBnote *°)} die Formel 

(1) A’ (x, y) ~ A (2, 9), 





‘*) Mit [/,] bezeichnen wir eine Folge, deren Glieder /,, /, usw. sind; analog ist 
im folgenden [g,] zu deuten. 

15) Die Ausfiihrung dieser Operation ist damit gleichbedeutend, daB wir x = ¢ 
fair falsch erklaren. 
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sofern z keinen solchen Wert c annimmt, der innerhalb des Ausdrucks 
A (x, y) in einem Bestandteil von der Form z = c oder x + ¢ anftritt. 
Es gibt aber héchstens endlich viele derartige Werte c, und fiir jeden 
dieser Werte kann es nach Satz 1 héchstens einen Index i geben, so daB 
A‘(e,c) besteht. Hieraus folgt aber kraft (1) sofort die Existenz einer 
natiirlichen Zahl s, so da8 fiir alle x, y, i die Formel besteht: 

(2) i >s & A! (e, x) > (A’ (x, y) ~ A (2, y)). 

A’ (x, y) ist nach Definition ein derartiger ausgezeichneter Normal- 
ausdruck, der keine Bestandteile vom Typus z= c oder z + c enthilt. 
Betrachten wir pun ein beliebiges Disjunktionsglied W(x, y) (eine der 
Variablen kann hier fehblen) von A’ (z, y), worin keine Gleichung vom 
Typus y = ax + b(a +0) als Glied vorkommt. Es gilt offenbar Y (2, y) 
— A’ (x, y), somit gemaB (2): 


(3) t>s& A‘ (e,z) & U(x, y) > A(z, y) 
und folglich 
(4) i>s& At(e, xz) & U(x, y) + Att! (e, y). 


U (x, y) muB (vgl. Definition 11) entweder ein Konjunktionsglied vom 
Typus z = c enthalten, oder fiir gewisse n, m,n’ von einer der Formen 
tH=ntr=nky = n’ sein (eventuell konjunktiv verbunden mit Un- 


gleichungen vom Typus y+az-+6). Demzufolge mu die folgende 
Formel notwendig bestehen: 
(5) U (x, y) & U (2’, y’) + (Ez) (A (a, z) & A(z’, z)). 

Hieraus schlieBen wir, daB es héchstens einen Index i > s geben kann, 
so dap (Ex) (Ey) (A‘ (e, xz) & U (x, y)) erfiillt ist; denn sonst wiirde es zwei 
verschiedene Zahlen k, 1, beide > s, sowie gewisse Zahlen c, d, c’, d’ geben, 
so daB die Formel 
(6) At (e, c) & U (ec, d) & A! (e, c') & U (ec, d’) 
erfiillt wire; aus letzterer Forme! kénnen wir aber mit Hilfe von (5), wo 
man fiir z, y, 2’, y’ bzw. c,d, c’,d’ einsetze, die folgende Formel ableiten: 


(7) At (e, c) & A! (e, c’) & (Ez) (UA (ec, z) & UA (c’, z)) 
und dann nach (4) die Formel 
(8) (Ez) (A* +? (e, z) & A'+? (e, z)), 


welche aber, zufolge der Annahme k +1, mit Satz 1 unvereinbar ist. 

Bemerken wir nun, daB A’ (z, y) (als ausgezeichneter Normalausdruck, 
in dem keine Bestandteile vom Typus «= c oder z +c vorkommen) 
auBer Disjunktionsgliedern von den eben fiir U (z, y) in Betracht gezogenen 
Typen (in endlicher Anzahl) nur solche vom Typus z =n &y=az+b(a+0) 
enthalten kann, so folgt aus obigem mit Riicksicht auf (2) ohne Schwierig- 
keit die Richtigkeit der Behauptung («) des zu beweisenden Satzes. 
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Was die Behauptung (f) betrifft, so mu8 erstens A’ (z, y) als aus- 
gezeichneter Normalausdruck die Bedingung « von Definition 11 be- 
friedigen, und ist zweitens M(z, y) ein Disjunktionsglied von A’ (z, y), 
das die Form caw hy=az+h hat, so folgt aus c= n’, sofern 
a’'c-+ 5’ eine natiirliche Zahl darstellt, die Richtigkeit von UW (c, a’ c + b’) 
und damit auch von A’ (c, a’c +b’): aus A‘(e,c) und A’ (ec, a’c +. 6’) folgt 
aber bei ¢ >, die Richtigkeit von A (c,a’c+ 0’), wenn wir r > s8 
setzen und dann die Formel (2) anwenden. 

Sei nun mit A,(z, y) ein beliebiger Ausdruck bezeichnet, der sich in 
der Weise aus Bestandteilen von A’ (z, y) vom Typus 2 =n &y=az+b 
(a + 0) disjunktiv zusammensetzt, daB darin jede Kongruenz z =", 


die in einem Bestandteile von A’(z, y) vom soeben erwihnten Typus 
auftritt, ein und nur einmal vorkommt. |[Solche Bestandteile muB8 
A’ (z, y) nach Hilfssatz 1 enthalten, denn zufolge L’ (d. h. (x) (Z y) A (z, y)) 
gibt es fiir jedes + gewisse natiirliche Zahlen c, d, so daB A‘(e, c) & A (ce, d) 
ilt. 
. = Hilfssatz 1 folgt nun mit Leichtigkeit: 

Hilfssatz 2. Es gibt eine gewisse natiirliche Zahl r, so daB fiir be- 
liebige z, 4 folgende Formel besteht: 

t>r& A'(e, z) + (Ey) (A, (2, y) & A(z, y)). 

Hieraus schlieBen wir miihelos mit Hilfe von Satz 1 sowie L’: 

Hilfssatz 3. Es gibt eine unendliche Folge [f,] (¢ = 1, 2, ...) und 
eine natiirliche Zahl r mit folgenden Eigenschaften: 

a) Die Glieder von [f,] sind untereinander verschiedene natiirliche 
Zahlen. 

b) f, =e. 

©) A (fi, firs) (6 =1, 2, ...). 

d)t >r>A, (fi, fi+1) (© = 1, 2, ...). 

Mit [/,] sowie r sollen kiinftig eine feste Folge sowie eine feste 
natiirliche Zahl der soeben beschriebenen Art bezeichnet werden. 

Es besteht ferner (fiir beliebige i, 7, ~): 

Hilfssatz 4. i >r— (Aji (/, 2) ~ & = f, + 5). 

Beweis. GemiS Hilfssatz 3 geniigt es, zum Beweise die Formel 


(z) (y) (2) (A, (2, y) & A, (2, 2) + y =2) 
herzuleiten. Nun ist jedes Glied von A, (x, y) vom Typus z =n &y=azr+, 


und keine Kongruenz kommt in A,(z, y) zweimal vor. Bestehen nun 
fiir irgendwelche z, y, z die Formeln A, (z, y) und A, (z,z), so muB fiir 








 _ 
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gewisse Zahlen a,b sowohl y als z mit az-+ 6 gleich sein, d. h. es gilt 
y = 2, w. z. b. w. 

Wir beweisen ferner 

Hilfssatz 5. Wenn t=" eine Kongruenz ist, die in A, (z, y) 
vorkommt, so findet eine und nur eine der folgenden zwei Méglichkeiten 
statt: 

a) Es gibt fiir jedes 4 zwei ganze Zahlen a, b, wobei a eine Potenz 
von p ist, derart, daB folgende Formel fiir alle z, y besteht: 


cn & Aj(z,y) > y=az+b. 


B) Es gibt eine natiirliche Zahl i, eine Zahl 0 < a <1, sowie eine 
Zahl 6b, so daB folgende Formel gilt: 


(z) (c= n & Af (z, y) >y=az-+ bd). 


Beweis. Sei x =n eine Kongruenz, die in A, (z, y) auftritt. Es 
enthalt dann A,(z, y) diese Kongruenz nur einmal und zwar in einem 
Gliede von der Form 

=nk&y=azr+b, wo a+ 0 ist. 

Ist hierin a < 1, so besteht offenbar Fall 6 (fir 1 = 1). Ist aber 
a> 1 und bezeichnen wir mit UW, die Aussage: Es gibt zwei ganze 
Zahlen a, b, wo a eine Potenz von p ist, so daB fiir beliebige z, y die 
Formel 
(1) a=n& Aj(z,y) >y=art+b 
besteht, so gilt offenbar M,. Wir haben somit bewiesen, da8 entweder 
U, oder # besteht. Zum Beweise unseres Hilfssatzes geniigt es, nun zu 
zeigen, daB fiir jede natiirliche Zahl k entweder aus U, U,4, folgt oder # 
wahr ist. 

Sei k eine natiirliche Zahl und es finde U, statt, d. h. fiir gewisse 
ganze Zahlen a, b, wo a eine Potenz von p ist, bestehe die Formel 


(2) (z(y)(x =n & At(z,y) > y=az-+ d). 

Bezeichnen wir dann mit n’ den kleinsten natiirlichen Rest modulo m 
von an-+ b, so folgt aus (2): 
(3) tan&y=ar+b>+y=n. 

Ferner gilt (nach Definition 3): 

A}**(z, y) > (B2) (Af (2, 2) & A, (2, y)), 

und daher auf Grund von (2) und (3), wo man y durch z ersetze: 
(4) cant At+1(g, y) + (Ez) (A, (z,y) &2 = az+6 &2 = n’). 
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Die Konjunktion z = n’ & A,(z, y) ist nun entweder falsch und 
impliziert dann jeden p-Ausdruck B (z, y), oder A, (x, y) enthilt ein Dis- 
junktionsglied z= n’ & y = a’ x +b (a’ +0), wobei a’ eine Potenz von p 
ist, und es besteht dann die Implikation 

A,(z,y)&z=ar+b+y=dazr+a'bd+B. 
Mit Hilfe von (4) ergibt sich daher jedenfalls: 

r=n & Atti(z,y) >y=—adazr+ab+. 
Ist hierin a’a > 1, so besteht ersichtlich U,,,, sonst findet offenbar 
Fall 6 (fir i= k-+ 1) statt. — Aus UY, folgt somit M%,,,, oder es be- 
steht 8. — Damit haben wir offenbar unseren Beweis vollendet. 

Hilfssatz 6. Es kommt in A,(z, y) eine Kongruenz « =n vor, 
fiir die der Fall « vom vorigen Hilfssatze besteht, sowie fiir unendlich 
viele i f; =n ist. 

Beweis. Aus Hilfssatz 3 ersehen wir, daB alle /; untereinander ver- 
schiedene natiirliche Zahlen sind, sowie daB fiir jedes 1 > r eine Kon- 
gruenz {, =n besteht, derart, daB <A,(z, y) einen Bestandteil von der 
Form z =n enthalt. Es mu8 daher mindestens eine natiirliche Zahl 
n<m™ geben, so daB fiir unendlich viele verschiedene i {; = n besteht. 
Seien n,(j = 1, 2, ..., J) alle diese Zahlen n. re 

Wir wollen nun zeigen, da8 die Annahme, da8 fiir keine der Kon- 
gruenzen =n, (j = 1, 2,..., 1) der Fall « von Hilfssatz 5 besteht 
(wenn dort n, fiir » eingesetzt wird), zu einem Widerspruch fiihrt. — In 
der Tat, aus letzterer Annahme folgt sofort nach Hilfssatz 5, daB fiir 
jede der obigen Kongruenzen der Fall # besteht, wenn dort n, = n ge- 
setzt wird; d.h., es gibt dann fiir jede Zahl n, (j = 1, 2, ..., 1) eime 
natiirliche Zahl k,, eine Zahl a,, 0 < a, <1, sowie eine Zahl 6,, so daB 
folgende Formel besteht: 

(1) zn, & Ai (x,y) > y = a, + by. 

Beachten wir nun, daB es eine Zahl i, > r geben muB, derart, dab es 
fiir jeden Index i >i, ein gewisses n, (j = 1, 2, ..., 1) gibt, so dab 
/,; =n, so folgt aus Hilfssatz 4 im Verein mit (1) die Existenz einer 
unendlichen Folge [g;] (¢ = 1, 2, ...) mit folgenden Eigenschaften: 

a) 9, = fi: 

b) Aus 9; =n, (j = 1, 2, ..., 1) sowie g, = fy folgt fiir jedes i, 7’: 

Yitr = fee, & G41 = 4591 + 5; 

Aus letzterem folgt nun einerseits (vgl. Hilfssatz 3), daB die g, lauter 

paarweise verschiedene natiirliche Zahlen sind, und andererseits (weil die a, 
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echte Briiche sind), daB die Folge [g,;] nach oben begrenzt ist. Beides 
zugleich ist aber unméglich und damit ist unser Beweis vollendet. 

Nun sind wir schlieBlich imstande, den Satz 2 zu beweisen: 

Sei z == n die Kongruenz, deren Existenz im soehen erwiesenen 
Hilfssatze festgestellt wird. Nach den beiden letzten Hilfssitzen besteht 
nun folgendes: fiir jedes i gibt es zwei ganze Zahlen a,, b,, wobei a, eine 
Potenz von p ist, so daB fiir alle z, y folgende Yormel besteht: 


t=" & Ai(z,y) > y = a,2+ by. 

Aus letzterer Formel folgt nun sofort mit Riicksicht auf Hilfssatz 4, 
fir alle 7 > r sowie alle i: 
(1) fj sn > hei = ahi + be 

Aus Hilfssatz 6 folgt ferner, daS es unendlich viele i > 7 gibt, so 
daB /, =n; seien i, i,-+k die zwei kleinsten Zahlen i dieser Art. 
Nach (1) haben wir dann: 
(2) hig = n & fist =nk fio+e = Ay fi, + dy, 


woraus folgt, daB n der kleinste natiirliche Rest von a,n + b, modulo m 
sein muB8 und deshalb fiir alle x, y folgende Beziehung gilt: 


(3) renk&y=ar+h oy =n. 
Vermdége (3) und (1) gewinnen wir nun fiir alle 7 > r: 
(4) fy Sn fier = Uh te & fpr sn 


Aus letzterer Formel im Verein mit /,, =m (vgl. (2)) gewinnen wir durch 
leichte Induktion fiir alle j: 


(5) tie +5e = Obf,, + (af * + af—* + ... +1). 
Ersetzen wir ferner in (1) j durch i, + jk, so ergibt sich: 
(6) figs jute = GU fhiga je + 5, (i, 7 = 1, 2, ...). 


Beide letzten Formeln ergeben nun zusammen: 


hie+jesit = a, a} f,, + a,(ah~* + af~* + » $I) + 8, 
wodurch im Verein mit Hilfssatz 3 der Beweis vollendet ist, daB die 
Folge [f,] die in Satz 2 geforderten Eigenschaften besitzt. 

Satz 3. Wenn [/,] die im vorigen Satze beschriebene Folge ist, und 
i= Lh _, (« = 1, 2, ...), so kann es keine endliche Menge M von Zahlen- 
paaren (a, b) geben, so daB die a ganzzahlige Potenzen von p sind, und 
fiir jede natiirliche Zahl i, mit Ausnahme héchstens endlich vieler, in M 
ein gewisses Paar (a, 6) existiert, so daB g,;,, = ag, + 6 ist. 
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Die g,; sind lauter untereinander verschiedene natiirliche Zahlen, weil 
dasselbe nach vorigem Satze von den f/f, gilt. Es wird mithin g, mit 
wachsendem i gréBer als jede Zahl. Nehmen wir daher die Existenz 
einer Menge M mit den in der Behauptung des zu beweisenden Satzes 
geschilderten Eigenschaften an, so folgt hieraus, daB es zu jeder (beliebig 
kleinen) positiven GréBe « eine Zahl s gibt, so da8 fiir jeden Index i > s 
bei mindestens einem zu M gehérigen Paar (a,b) die Ungleichung 

| 9; + 1 | 
% _— 7 <é 
besteht. 
Wir wollen nun zeigen, daB der Werteverlauf des Verhiltnisses 


mo (a. h. 4) mit dem soeben beschriebenen nicht iibereinstimmt. 
‘ 


Aus dem vorigen Satze folgt nimlich, daS es fiir die Folge [/;] gewisse 
natiirliche Zahlen i,, k sowie k Zahlenpaare (a,,6,) (« = 1, 2, ..., k) gibt, 
derart, daB die a, Potenzen von p sind und da8 fiir alle natiirlichen j 
sowie fiir i = 1, 2,..., & folgende Gleichung besteht: 
(1) fig + jure = 0,0) f,, +a, (@i—' + aj? + ... + 1) + By. 
Sind ferner hp fata zwei aufeinanderfolgende Glieder der Folge [g;], so 
gibt es (fiir geniigend groBe 1) gewisse natiirliche Zahlen j, 1, 7’, 7’, so daB 
folgende Gleichungen bestehen: 
(2) qg =i,+jk+i, 
geiiszi+yk+?. 
Bildet man aus den linken sowie den rechten Seiten dieser 


Gleichungen die Quotienten, so ersieht man, da das Verhiltnis E mit 
wachsendem / gegen g konvergieren muB. 


Wir wollen nun zwei Fille unterscheiden, je nachdem a, = 1 ist 
oder nicht. 

a) Im Falle a, = 1 geht (1) iiber in 

: fins seat = Ohi, + O,d,9 + 5, 
und ebenso gilt: 
fie jase = Or fi, + ay dyy’ + by. 
Fiir geniigend groBe j, 7’ wird sich daher der Quotient Iu sgere dem ab- 
ig + jk+i 


: : a, 7 : , 
soluten Betrage nach beliebig wenig von ae unterscheiden, somit auch 
i 


(zufolge (2)) beliebig wenig von “e q. Damit ist aber unsere Behauptung 
‘ 





iiber den Wertverlauf von Ie fiir den Fall a, = 1 erwiesen, denn ~ q 
‘ 


‘gil 


=> 
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ist keine Potenz von p, weil p und q zwei verschiedene Primzahlen sind 


und us eine Potenz von p ist. 
‘ 
b) Gehen wir nun zum Falle a, +1 iiber. 
In diesem Falle kénnen wir in (1) die Summe aj-*+aj-?+ ...4+1 
a 
a,—1 


durch 





ersetzen, d. h. es gilt: 


a, ((¢, —1)f,, +) ai +e 
k > 





(3) le +iere = . 
k—1 


wo c von j unabhingig ist. Es wird sich daher der Quotient /e+/#+¢ 
fot jk+i 


bei unendlich wachsenden j, j’ dem absoluten Betrage nach unendlich 
wenig von “£ af’-3 unterscheiden und mu8 daher unendlich gro8 werden, 
i 


wenn das Verhiltnis f mit wachsenden j, 7’ gegen q konvergiert. — Somit 


ist auch in diesem Falle unsere Behauptung erwiesen und zugleich der 
Beweis unseres Satzes vollendet. 

Wir nahern uns hiermit dem Ende des Beweises von Satz C. Namlich 
wir wollen nun auf Grund von Satz 2 sowie N, und O, gerade das 
Gegenteil des vorstehenden Satzes 3 erweisen, d.h. zeigen, daB es fiir 
die Folge [g,] eine Menge M mit den im vorigen Satz beschriebenen 
Eigenschaften doch geben muB. 

Schreiben wir die Formeln Ni und O, nochmals auf: 

N, (2)(y)[()4 (z,2) > (Bla, y)~ At? (2, y))] 
O% (2) (y) (2) (t) [A (a y). & B(z, 2) > (Bly, t)~ 42 (2, 0). 
Aus diesen zwei Formeln gewinnen wir 
(M,) Bi (e, z) ~ Av —*(e, z) (¢ = 1, 2,...). 

Der beziigliche Beweis verlaiuft folgendermaBen: 

Zunichst erweisen wir, da8 fiir jedes natiirliche i die Formel 
(B,) A‘—* (e, y) + (B(y,t) ~ A‘2—* (e, t)) 


besteht, wobei wir unter A°(e,y) die Gleichung e = y verstehen. Den 
Beweis fiihren wir vermittelst Induktion nach i. Die Richtigkeit von 8%,, 
d. h. von 


(1) Ble, t)~ A%—* (e, t), 
folgt aus N,, wo wir z, y bzw. durch e, ¢ ersetzen. 

Nehmen wir nun fir irgendeine natiirliche Zahl k die Formel 
(B,) At~*(e, y) > (Bly, t) ~ A*¢—? (e, t)) 
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an, dann 1a8t sich die Formel 
(Be +1) A (e, y) > (B(y,t) ~A®*+P2—*(e,2)) 
in folgender Weise ableiten: 
Setzen wir in %, fiir y,¢ bzw. z, z ein, so erhalten wir 
(2) At— (e, z) > (B(x, z) ~ A*2—? (e, z)). 
Letztere Formel ergibt im Verein mit 0; 
(3) A*—‘(e, 2) & A(z, y) & A*i—*(e,z) + (B(y, t) ~ A% (z, t)). 
Hieraus gewinnen wir, indem wir die Konjunktion A*—'(e,z) & A (z, y) 
durch A‘ (e, y) ersetzen: 


(4) At (e, y) & A*@—' (e,z) + (B(y, t) ~ A%(z, t)). 
Aus (4) folgern wir leicht folgende zwei Formeln: 

(5) A (e, y) & At-1(¢,2) & AX(z,t) > Bly, 0), 

(6) A* (e,y) & A*9—*(e,z) & B(y,t) + A%(z, t). 

Bemerken wir nun, da8 die Formel 

(7) At+Da—1 (e, t) ~ (Ez) (A*¢—1 (e,z) & A(z, t)) 

gilt, so folgt aus (5) 

(8) A¥ (e, y) & A®+09-1(e, t) + Bly, t). 


Aus (6) schlieBen wir nach dem Aussagenkalkiil 

(9) A*(e, y) & A*i—1(e,z) & B(y,t) + (A*¢—*(e,z) & A®(z, t)) 

und somit nach (7) 

(10) At (e,y) & A*i—'(e,z) & B(y,t) + A**+a-1(e, Zt). 

Ferner besteht auf Grund von L’, d. h. (x)(Zy) A(z, y), die Formel 
(11) (Ez) Ato—*(e, 2), 

und daher kénnen wir aus (10) die Formel 

(12) At (e,y) & B(y,t) > A®+Ya-1(e, t) 

ableiten, die dann im Verein mit (8) die Formel $,,, ergibt. Damit 
ist %, als allgemein giiltig erwiesen. 


Wir sind nun imstande, die Formel &, zu beweisen. Wir fiihren den 
Beweis durch Induktion nach i. 


Zuniachst folgt U, unmittelbar aus (1), worin man ¢ durch z ersetze. 
Nehmen wir nun fiir irgendein natiirliches k die Giiltigkeit von 


(2,) BE (e, 2) ~ At*—1 (e, 2) 
an; wir wollen daraus die Formel 
(Us +1) Btt+i(e, 2) ~At**—1(e, z) 


ableiten. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daB die Formel 
(13) BY+ +(e, 2) ~(Ey)(B*(e,y) & Bly, 2) 














Beitrag zur Metamathematik. 223 


besteht; hierin kénnen wir Bt (e,y) gemaiS U, durch As*—1(e, y) ersetzen, 
wodurch wir gewinnen 
(14) Bt +1 (e,2)~ (Ey) (A*—*(e,y) & Bly, 2). 
Setzen wir ferner in %, fiir i,t bzw. g', x ein, so erhalten wir 
(15) At (e, y) + (B(y, 2) ~ A***-1e, 2)) 
und hieraus 
(16) At —1(e,y) & Bly, 2) ~ A*—1(e, y) & Aw *!—1(e, 2). 
Die Formeln (14) und (16) ergeben: 
(17) Bt+1(e, 2) ~ (Ey) (A*—* (e, y) & A***—1(e, 2). 
Aus letzterer Formel folgt sogleich die Formel 
(18) Bt +1 (e, 2) ~(Ey) A*—*(e,y) & AX*'—1(e, 2), 
welche mit Riicksicht auf (11) schlieBlich die gesuchte Formel U,,, 


ergibt. Damit ist aber U, fiir jedes natiirliche + bewiesen. 
Aus &, folgt gemaB Satz 1 fiir alle z, y, 1 


Bi(e, 2) & Bile, 2) + i =j, 


d. h. der Satz, der aus Satz 1 hervorgeht, wenn man darin A durch B 
ersetzt. 

Vergegenwirtigen wir uns nun, da8 zum Beweise von Hilfssatz 1 blob 

Satz 1 benutzt wurde, und bezeichnen wir mit B’(z,y) denjenigen Aus- 
druck, der aus B(z, y) in derselben Weise wie A’ (zx, y) aus A (z, y) entsteht, 
so folgt hieraus, da8 Hilfssatz 1 seine Richtigkeit behilt, wenn man darin 
iiberall ,,A“ durch ,,B“ ersetzt; demzufolge gilt: 
(19) Es gibt eine natiirliche Zahl r, so da®, wenn fiir eine natiir- 
liche Zahl i>r sowie gewisse natiirliche Zahlen c,d die Formel 
Bi (e,c) & B(c,d) besteht, dann B(z, y) eine Gleichung y = az + b(a+0) 
enthilt, so daB d = ac + b ist. 

Aus Satz 2, c (d.h. aus der Giiltigkeit von A (f;,,/,4,) fiir alle 7) 
schlieBen wir ferner 


(20) At—*(f,, f.4) (§ = 1, 2,...) 


und hieraus im Verein mit %,, worin wir 4, y, ¢ bzw. durch g‘~', haw 
f ot ersetzen, sowie mit Riicksicht auf e = f/, (Satz 2, b): 


(21) Bif sw a) (t =1, 2, wee) 
d. h. nach der Bedeutung von q;: 
(22) B(g:, 9i+1) (« _ 1, 2 oom 


sowie, da e = f, = g,: 
(23) Bi (e, 9441) (§ = 1,2...). 
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Vermige letzterer beiden Forme!n gewinnen wir nun aus (19) (wo man c,d 
bzw. durch 9; +1, 9:42 ersetze): 

Satz 4. Es gibt eine natiirliche Zahl r derart, daB fiir jedes 1 >r 
in B(z,y) eine Gleichung y = az+b(a +0) vorkommt, so dab 
K+1 = Og, + 6. 

Beachten wir nun, daB B(z,y) héchstens endlich viele Gleichungen 
vom Typus y= az+6(a+ 0) enthalten kann, sowie da hierin die 
@ ganzzahlige Potenzen von p sein miissen, so haben wir damit das 
Gegenteil von Satz 3 erwiesen. 

Damit ist aber der Beweis von Hauptsatz I vollendet. 


§ 4. 

Wir gehen nun vom engeren Funktionenkalkiil zum erweiterten Funk- 
tionenkalkiil**) (mit dem Axiom der Reduzierbarkeit) iiber. Wir werden 
zeigen, daB der Vollstandigkeitsgrad dieser Theorie ebenfalls gleich dem 
Kontinuum ist, indem wir — analog wie zum Beweis von Hauptsatz I, 
aber viel leichter — die Existenz einer Menge M aufweisen werden, 
derart, da8 kein Element von M aus der Gesamtheit der iibrigen Elemente 


von M (vermittelst der Axiome und Beweisregeln des fraglichen Kalkiils) © 


ableitbar ist. — Es lohnt sich dabei zu bemerken, da man fiir M die 
Menge € (Definition 4) nehmen kann, sofern der Gebrauch des Axioms 
der Reduzierbarkeit ausgeschlossen wird; der Beweis dafiir verliuft ganz 
analog wie der Beweis von Satz A (§ 1). 

Wir definieren M in folgender Weise: Bezeichnen wir mit Id (z, y) 
den Ausdruck (F) (F(z) > F (y)) sowie mit V (z,,2,, ... %) (k = 2, 3, ...) 
die Disjunktion aus allen verschiedenen Ausdriicken Id (z,,z,), wo i und j 
die Reihe 1, 2, ..., & durchlaufen und i < j ist, so sei M,(k = 2, 3, ...) 
der Ausdruck 
(2,) (ay)... (a) [V (a,, Zy, --- 2) V (Ey) (Id(z,, y) & Id (2,, y) & ... & 1d (x,,y))).- 
(Fir jedes k = 2,3,... bedeutet M,, daB die Anzahl der Elemente des 
Individuenbereiches nicht genau gleich k ist). 

Sind’ nun k, | zwei verschiedene natiirliche Zahlen > 1, so stellt M, 
offensichtlich einen wahren Ausdruck dar, falls die Anzahl der Elemente 
des Individuenbereiches gleich 1 angenommen wird; M, ist dann aber 
falsch, woraus mit Leichtigkeit folgt, daB M, aus der Gesamtheit aller 
fibrigen Elemente von M nicht ableitbar ist — wenn man die leicht zu 
erweisende Tatsache beriicksichtigt, daB aus Ausdriicken des betrachteten 
Kalkiils, die in einem gegebenen endlichen Individuenbereiche allgemein- 

16) Vgl. H.-A. Kap. 4. Dieser Kalkil ist im wesentlichen mit der Logik der 
Principia Mathematica, unter Ausschaltung des Unendlichkeiteaxioms identisch, 
wobei dem ,,axiom of reducibility‘ das ,,Axiom der Reduzierbarkeit“ entspricht. 
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giiltig sind, nur wiederum in demselben Bereiche allgemeingiiltige Aus- 
driicke ableitbar sind. 

Damit haben wir bewiesen, daS der Vollstindigkeitsgrad des er- 
weiterten Funktionenkalkiils gleich dem Kontinuum ist. — 

Wir gehen nun zur Theorie von K. Gédel iiber, welche im folgenden 
mit P bezeichnet werde. P ist im wesentlichen mit der Theorie iden- 
tisch, die man erhalt, wenn man die Axiome der Arithmetik von Peano 
mit der Logik der Principia Mathematica iiberbaut; oder auch mit der 
Theorie, die man aus dem erweiterten Funktionenkalkiil gewinnt, wenn 
man darin den Gebrauch von Funktionszeichen mit mehr als einer Leer- 
stelle untersagt und dann fiir alle » = 1, 2,... die folgenden Ausdriicke 
als neue Axiome hinzunimmt: 


1. (EF,)(x)(F, (2) ~F, (2), 

(Fn—1) (Fa (Pn—1) ~ Gn (Fn—.)) = (Pasi (FP) > F, +1(G,)), 
Id (f (2), 0), 

Id(f x), f(y)) > Id(z,y), 

[F (0) & (x) (F(x) > F(f(x))}] > Fy). 


F, ist oben eine Individuenvariable; Jd(z,y) vertritt den Ausdruck 
(F) (F(z) + F(y)); 0 ist ein bestimmtes (konstantes) Individuenzeichen, 
sowie {(z) eine bestimmte Gegenstandsfunktion (d. h. eine Funktion, 
deren Argumente und Werte Individuen sind und die man iiberall fiir 
eine freie Individuenvariable einsetzen darf). 


Wir wollen die sinnvollen Ausdriicke von P als Formeln bezeichnen, 
sowie die Menge aller (in P) beweisbaren Formeln mit Q. — Q ist (nach 
der Definition von Herrn Gédel) die kleinste Formelmenge, die die Axiome 
von P enthilt sowie nach dem SchluSschema abgeschlossen ist, d. h. zu 
je zwei Elementen M und M- B"’) auch B als Element enthilt. — 
Ferner sei fiir jede Formelmenge M sowie fiir jede Formel & durch Fl (M) 
bzw. Fl (YM) — analog wie bei Gadel — die kleinste Menge bezeichnet, 
die Q und M bzw. Q und & umfaBt und nach dem SchluBschema ab- 
geschlossen ist. 


om we bo 


Bezeichnen wir endlich als Satzformeln alle Formeln ohne freie 
Variable, so gilt 

17) Herr Gédel benutzt das Folgezeichen >, wir werden aber der Bequemlich- 
keit halber im folgenden annehmen, daB die logischen Verkniipfungen von P mit 
denjenigen von H.-A. iibereinstimmen; Q enthalt dann alle Formeln, die aus rich- 
tigen Ausdriicken des Aussagenkalkiils von H.-A. durch Einsetzung von Formeln 
fir die Variablen hervorgehen. — Die Einsetzungsregel wird dadurch iiberfliissig, 
daB Gédel alle méglichen Einsetzungen bereits in den Axiomen selbst vornimmt. 

Mathematische Annalen. 109. 15 
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Satz 1"). Fiir jede Satzformel & besteht F/(%) aus allen denjenigen 
Formeln 8%, fiir die es in Q eine Formel & > gibt. 

Beweis vermittelst der Bemerkung, daB in Q fiir _beliebige 
drei Formeln YU, 8B, € die Formeln A> UA, A+(B > A), sowie 
(a — B) + (4 > (B + C)) > (A > G)] enthalten sind (vgl. FuBnote ")). 

Ferner besteht 


Satz 2. Fiir jede nicht-leere Menge von Satzformeln M besteht 
FI(M) aus allen denjenigen Formeln %, fiir die es in Q eine Formel 
a & 4,...&U, + B gibt, so daB die Formeln Y,, U,, ..., YU, aM 
gehéren. Beweis vermittelst des vorigen Satzes sowie der Bemerkung, 
daB, wenn eine Formel 8 zu FI(M) gehért, dann eine endliche nicht-leere 
Untermenge N von M existiert, (die man durch die Konjunktion aller 
ihrer Elemente ersetzen kann), derart, daB 8 zu FI(N) gehért. 

Wir nennen eine Formelmenge M ,,widerspruchsfrei“ (im Gegenfall 
,»Widerspruchsvoll“), falls Fl(M) nicht mit der Menge aller Formeln 
identisch ist. 

Aus dem soeben erwiesenen Satze ergibt sich mit Leichtigkeit: 

Satz 3. Wenn eine Menge M von Satzformeln widerspruchsfrei ist, 
so enthilt M keine solchen Formeln %,, U,, ..., U,, fiir welche W,& UW, ... & W, 
zu Q gehort. 

Wir wollen nun beweisen: 


Satz 4. Sei M,, U, > W,,...,M; > Ur.,... eime Folge von Satz- 
formeln, von der kein Glied zu Q gehért, waihrend aber alle Formeln 
W+,—> A (¢ = 1, 2,...) inQ enthalten sind; bezeichnen wir dann mit 8; 
das i-te Glied dieser Folge sowie mit M; die Gesamtheit aller Glieder 
dieser Folge mit Ausnahme von %;, so gehért %,; nicht zu Fl(M)). 








Beweis: Auf Grund von Satz 2 kénnen wir die zu erweisende 
Behauptung durch die folgende ersetzen: 


Die Formel 
(a) B,&...8,_,&B,,,&... B42. > B; 
gehort fiir keine i, k zu Q"*). 

Letztere Formel ersetzen wir (nach dem Aussagenkalkiil) durch 
(B) B,&...B,_,&B,,,&...B4.> B&... B; 


18) Vgl. zu diesem sowie zu dem nachsten Satze: J. Herbrand, Recherches 
sur la théorie de la démonstration S.61—62, Travaux de la Société des Sciences 
et des Lettres de Varsovie, Cl. III, 1930. 

%) Fir i = 1 ersetze man im folgenden die Konjunktion 8,4... 8, _, 
durch G, > &,. 
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Es ist nun leicht zu zeigen, daB zu Q fiir beliebige 7, 1 die Formel 
(1) Wei > Uy 
gehért; denn es gehért nach Voraussetzung jede Formel vom Typus 
Aj +.1> AU; mQ. Somit gehért zu Q fiir jedes j 


(2) YU; > B,&...B; 
sowie (nach dem Aussagenkalkiil) 
(3) B,&...B; > Y. 


Setzen wir in (2) 7 = ¢ — 1 sowie in (3) 7 = 1, so erkennt man: wenn (f) 
zu Q gehért, so gilt dasselbe fiir 


(y) MW, &Bi,8... Bi. > U. 
Zufolge (1) muB ferner fiir jedes 7 die Formel 


(M; > Mj) > (We4j—1 > M45), 
(WM, > Ws)) > Bes; 


d. h. die Formel 


zu Q gehéren. 

Setzen wir hierin 7 = 1,2,...,%, so ist ersichtlich, daB, wenn y 
zu Q gehért, auch die folgende Formel 
(6) U,—, & (A; > Ajy,)&... (UW > Ase) > W 
zu Q gehért. 

Nun ist aber (6) nach dem Aussagenkalkiil mit der Formel U,_, > &; 
aquivalent, die nach Voraussetzung nicht zu Q gehért; somit gehért (6) 
nicht zu Q, und daher gehért auch (y) sowie auch (8) nicht zu Q. Damit 
ist aber unsere Behauptung erwiesen. Wir werden nun — unter einer 
gewissen ziemlich plausiblen Voraussetzung — die Existenz einer Folge 
von Satzformeln %,, 8,,... aufweisen, die der Voraussetzung des soeben 
erwiesenen Satzes geniigt; aus der Behauptung dieses Satzes folgt aber, 
nach einer geliufigen Uberlegung: 

Hauptsatz II. Der Vollstandigkeitsgrad von P ist gleich dem 
Kontinuum. 

Herr Gédel zeigt in seiner in der FuBnote *) zitierten Abhandlung, 
daB die gewéhnlichen metamathematischen Begriffe (wie ,,Formel“, ,,Satz- 
formel“, ,,widerspruchsfreie Menge“) sich in der Sprache seiner Theorie 
ausdriicken lassen. Insbesondere la8t sich eine Satzformel aufschreiben, 
die den folgenden Satz ausdriickt: 

»@ ist widerspruchsfrei“. 
Desgleichen la6t sich fiir jede endliche Menge M von explizit vorgelegten 
Formeln eine Satzformel bilden mit der Bedeutung: 
,F1(M) ist widerspruchsfrei“. 
15* 
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Demzufolge gibt es eine unendliche Folge &,, M,,... von Satzformeln, 
so da8 

1. M, besagt, daB Q widerspruchsfrei ist, 

2. M4, (¢ = 1,2,...) besagt, daB FI(U,) widerspruchsfrei ist. 

Sei nun Q, = Q sowie Q,,, = FI(U,); es besagt dann fiir jedes i die 
Formel &,, daB Q; widerspruchsfrei ist. 

Als unmittelbare Folgerung aus einem Ergebnisse von Gédel (I. c. 
8. 196, Satz XI) gilt dann fiir jedes i: 

Satz 5. Wenn Q; widerspruchsfrei ist, so gehért M,; nicht zu Q,. 

Wir wollen nun ohne Beweis annehmen: 

Satz 6. Q,; ist widerspruchsfrei (i = 1, 2, ...). 

Letzterer Satz ist dem folgenden dquivalent: 

Satz 6 Q, (d.h. Q) ist widerspruchsfrei, und fiir jedes i gilt: 
wenn Q, widerspruchsfrei (d.h. %, inhaltlich richtig) ist, so gehért U, 
nicht zu Q. 

Beweis von Satz 6’ aus Satz 6: Sind alle Q; widerspruchsfrei, so 
auch Q,; &, kann nicht zu Q gehéren, denn sonst wire (nach Satz 3) 
FI(&,), d. h. Q;,, widerspruchsvoll. 

Beweis von Satz 6 aus Satz 6’: Satz 6 gilt fiir 1 = 1; nehmen wir 
nun fiir irgendein k an, daB Satz 6 fiir i = & gilt, d.h. Q, widerspruchs- 
frei ist, so gehért nach Satz 6’ M, nicht zu Q, daher ist (zufolge von 
Satz 1) Fl(M,), d.h. Q,,, widerspruchsfrei und es gilt demnach Satz 6 
fir i=k-+1; damit ist aber ersichtlich Satz 6 erwiesen. Aus den 
Satzen 5 und 6 folgt nun sofort fiir alle i: 


(1) U, gehért nicht zu Q,, 
sowie, als Spezialfall hiervon: 
(2) U, gehért nicht zu Q. 


Aus (1), worin man i durch i+ 1 ersetze, und Satz 1 schlieBen wir mit 
Riicksicht auf Q,,, = Fl(U,): 


(3) W,—> U,., gehért nicht zu Q. 
Man beweist ferner (auf Grund der Kenntnis von P): 
(4) U,4,—> UY, gehért zu Q. 


(In der Tat, U, > UW, muB zu Q gehoren, denn U, behauptet die Wider- 
spruchsfreiheit von Q, &, aber die Widerspruchsfreiheit der Menge Fl (%,), 
die Q umfa8t; nehmen wir nun fiir irgendein & an, daB U,., > AU, zuQ 
gehért, so ist F1(%,) in Fl(U,,,) enthalten und daher mu8 (zufolge der 
Bedeutung von % +, Meso) Mss > Us, zu P gehdren; somit gilt (4) 
fiir alle i, w. z. b. w.). 
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Beachten wir nun, daB (2) bis (4) zusammen die Voraussetzung von 
Satz 4 ergeben, so ist damit, nach dem vorhin Bemerkten, der Haupt- 
satz II erwiesen. 

Anmerkung 1. In Ubereinstimmung mit dem oben erwahnten Satz XI 
der zitierten Abhandlung von Gédel darf man in diesem Paragraphen 
die Theorie P durch eine beliebige Theorie ersetzen, die aus P durch 
Beifiigung (zu den Axiomen) einer ,,rekursiven widerspruchsfreien Klasse 
von Formeln“ (vgl. zitierte Abhandlung von Gédel. 8.179) entsteht. — 
Insbesondere fallt unter diese Bezeichnung jede widerspruchsfreie endliche 
Menge von effektiv vorgelegten Formeln. — Gilt dann Satz 6, so ist der 
Vollstandigkeitsgrad dieser Theorie gleich dem Kontinuum. Natiirlich kann 
an Stelle von P auch jede Theorie betrachtet werden, die diejenigen Kigen- 
schaften von P besitzt, die wir zum Beweise von Hauptsatz II verwendet 
haben; insbesondere gilt das fiir die Zermelo-Fraenkelsche, von J. v. Neu- 
mann weiter ausgebildete Mengenlehre **). 

Anmerkung 2. Zum Beweise von Hauptsatz II wiirde es geniigen, 
die Existenz einer unendlichen Folge von Satzformeln €,, €,, ... auf- 
zuweisen, fiir welche sowohl ©, als auch alle Formeln vom Typus 
€, &€C€,&...€,_, + ©, (i = 2,3, ...) nicht zu Q gehéren. In der Tat, 
bezeichnen wir dann fiir jedes i mit U; die Formel ©, &€,& ...;, 80 
iiberzeugt man sich leicht, daB die Voraussetzung von Satz 4 befriedigt wird. 


Es ist mir eine angenehme Pflicht, an dieser Stelle meinen herzlichsten 
Dank Herrn Prof. Paul Bernays auszudriicken, der diese Arbeit freund- 
lichst durchgesehen hat und dessen wertvolle Bemerkungen mich zur Aus- 
besserung mancher Stellen veranlaBt haben. 


20) Vgl. A. Fraenkel, Zehn Vorlesungen itiber die Grundlegung der Mengenlehre, 
Wissensch. u. Hyp., Bd. XXXI. J. v. Neumann, Die Axiomatisierung der Mengen- 
lehre, Math. Zeitachr. 27 (1928); Journ. f. reine u. angew. Math. 154 (1925), 160 
(1929). 


(Eingegangen am 28. 3. 1933.) 








Uber das Verhalten der Abschnitte von Potenzreihen 
auf dem Konvergenzkreis. 


Von 


8. Lubelski in Warschau. 


J. Wolff*) hat den merkwiirdigen Satz gefunden: 
Sind {,(z) die Abschnitte einer Potenzreihe Sar mit dem Kon- 
vergenzradius 1 (tn (2) = Sa, a), und sind b, die Koeffizienten einer 
0 


Potenzreihe 5° b, 2", deren Konvergenzradius > 1 ist, so liegen in’ jedem 


n=0 
Kreise um z = 1 Wurzeln unendlich vieler Gleichungen jf, (x) = bp. 
Dieser Satz ist enthalten in einem allgemeineren Ergebnis, das einen 
tieferen Eimblick in das Verhalten der Abschnitte auf dem Konvergenz- 
kreis vermittelt. Wir werden nimlich den folgenden Satz zeigen: 


Sei f(z) = Fa, eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 1, deren 
0 


Abschnitte mit s,(z) bezeichnet werden sollen; sei ferner y,(z) eine Folge 
von Funktionen, die in einer Umgebung eines Punktes P des Einheitskreises 
holomorph sind und der Ungleichung 


(1) lim sup ¥max | ¢, (z)| < 1 


gentigen, und von denen auferdem keine Teilfolge die Funktion f{(z) in 
einem Teilgebiete des Einheitskreises zur Grenze hat. 

Ist dann eine Teilfolge von Abschnitten s, (2) so beschaffen, dap die 
Funktionen 5, (2) — Pn, (2) in einer Umgebung des Punktes P eine gleich- 
mifpig beschriinkte Anzahl von Nullstellen haben, dann ist 


Me 
lim sup ¥|@,,| <1. 


1) J. Wolff, Sur une généralisation d’un théoréme de R. Jentzsch. C. R. 184 
(1927), S. 795—798. 
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Beweis. Da die Zahl der Nullpunkte von 4,, (2) — gq, (2) gleich- 
maBig beschrinkt ist, so existiert eine Zahl g derart, daB von einem nm, 
ab die Funktionen der Folge s,, (z)— gp, (2) in einem Kreise K um P 
analytisch sind und héchstens g Nullpunkte haben. Wir konstruieren jetzt 
29+ 2 konzentrische, in K gelegene Kreise 

K,, K,, K,, ..., Keg++. 
Wir haben also 2g +1 Kreisringe 

R,, Ry, Rs, ..., Regia 
um P. Die Folge 8, (2)— pn, (z) zerfallt dadurch in héchstens 2g + 1 
Unterfolgen 

Sn, (2) — Pn, (2) (v = 1,2,...,29 +1), 


so daB jede Funktion einer Unterfolge in einem gewissen fiir diese charak- 
teristischen Ring R, keine Nullpunkte hat. In dem abgeschlossenen 
Ringe R, sind also die Funktionen der Folge 


"ky 


(2) Ven, (2) — Gm, @) 


analytisch, und wenn der Ring mit einem Querschnitt versehen wird, sind 
sie auch eindeutig. Dabei ist fiir die Wurzel eine beliebige Determination 
zu wahlen. Demnach bilden die Funktionen (2) in einem gewissen Kreise 
um P, wo 9,(z) analytisch und eindeutig sind, eine gleichmaBig be- 
schriankte Folge. Denn sind r und R zwei beliebige Zahlen, fiir welche 
r<1< R, und ist 





Max |f (z)| < M, 
jel Sr 
wo M eine konstante Zah! ist, so ist 


M 
lal Sz (¢ = 1, 3,...) 
und 


(3) snp, (2) < M(1+24...4+(F)"") <p (2). 





Gema&8 Voraussetzung (1) des Satzes kinnen wir annehmen, daB von einem 
m,, ab in einer Umgebung des Punktes P desgleichen auch 





zap 


| Pry, (z)|< R 


ist, und somit ist in dieser Umgebung 


(3') |4np, (2) — Pm, (2)| < Ze (2) 


r 
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"E 
Nehmen wir an, da8 lim sup Via, | = 1, so existiert eine Unterfolge 
i * 


kp 
Vian, |, fiir welche lim V\a,, | = 1 ist. Nun existiert eine Unterfolge 
(4) Sap, (2) — Png, (2) = 8x (2) — pw (2) 


wo N eine gewisse Folge natiirlicher Zahlen durchlauft, mit der Eigen- 
schaft, daB fiir jedes zum (ahnlich wie vorher gebildeten) Ring R, ge- 
hérige z die Relation 


(5) lim Vey (@) — on (@) = 


besteht, wo ¢ eine gewisse konstante Zahl mit |c| =1 ist. Denn der 
Relation (3’) gemaB ist die Folge (2) in einer Umgebung des Punktes P 
normal, also existiert eine Unterfolge, z. B. die N-ten Wurzeln von (4), 
welche in jedem abgeschlossenen Untergebiete des Ringes R, gleichmaBig 
konvergiert. Fiir die Funktion y(z), wo 
- 
y (2) = lim Vsy (2) — w(z), 

ist identisch |y(z)| = 1. Dies ergibt sich folgendermaBen: fiir jedes z 
ist entweder 





N N 
ss lim sup ¥| sy (z) — gy (z)| S lim sup Y| sy (z)| 
er 





N N 
lim sup | sy (z)— py (2)| < lim sup V| py (2)|, 


und wir haben in allen Punkten des Ringes R,, welche zu einem ab- 
geschlossenen Untergebiet des Einheitskreises gehéren, gemiB der Re- 
lation (3), in der hier R <r zu setzen ist, 

- 


lim sup ¥| sy (z) — py (z)| < 1. 


Ist | y(z)| + 1, so kann héchstens auf einer nirgends dichten Menge 
|p(z)| = 1 sein, mithin ist in einem Teilgebiete, welches zum Einheits- 
kreise gehért: 

lim (8y (2) — gy (2)) = 0; lim py (2) = f (2), 
was der Annahme widerspricht. Die Funktion y(z) ist also in einem 
Teilgebiete des Ringes R, und demnach auch, dem Vitalischen Satze 
gemaB, in diesem ganzen Ringe konstant, wobei identisch | y(z)| = 1 ist. 

Wir schneiden jetzt den Kreis K,,, mit einem zum Einheitskreise 
konzentrischen Kreis K’, dessen Radius kleiner als 1 ist, dabei soll das 
Ma8 der Summe der Gebiete von K,,, und K’ gréBer als x sein. Selbst- 














Me ee 
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verstindlich ist dies méglich. Der Rand des Summengebietes ist eine ab- 
geschlossene Kurve J" (,,Summe“ zweier Kreisbogen). Nun sind die Ab- 
schnitte sy(z) auf dem Teil I’, der Kurve I’, welcher innerhalb des 
Einheitskreises liegt, gleichmaBig beschriinkt. Es gibt also eine konstante 
Zahl A, so daB |sy(z)|< A auf I’,. Wir definieren jetzt eine Zahl Jy, 
vermittelst der Relation 

Jy, = Max (2 A, 2 Max | sy, (z))). 


im Ringe R, 
Da entweder 





N Nt 
lim sup YMax|sy,(z)| < lim sup V|sy,(zy,) — ow, (2w,)| 


im Ringe R, 

oder 
Mt ™M 
lim sup VMax|sy, (z)| < lim sup J| Py, (2n,)|> 

im Ringe R, 

wo 
Max | sy, (z)| = | sy, (2w,)|, 
im Ringe R, 


und da die Folge (5) gleichmaBig gegen eine konstante Zahl konvergiert, 
so ergibt sich zusammenfassend 


Ny 
lim sup VJy, S 1. 


Wir bilden jetzt die Tschebyscheffschen Polynome 7’, (z) der Kurve I"*). 
Auf der Kurve I’ ist also 
Sy, (2) 


|@y,| Max | T'y, (z)| = |@y,| Max 
Hieraus folgt 








PrN 


a ‘Ny 
M 


Jy, 1 





MN 
lim sup Viay,| < lim sup ¥ ™ , 
Max | 7’, (2)| lim inf YMax | 7’, (z)| 


Einem Faberschen Satze gemiB *) ist 


lim inf YMax|T',(z)| > @, 


wo o der duBere Radius der konformen und schlichten Abbildung ist, 
d.h. der Radius des Kreises, den man erhalt, wenn man das AuBere 
einer abgeschlossenen Kurve auf das AuBere eines Kreises konform und 


2) G. Faber, Potentialtheorie und konforme Abbildung. Sitzungsber. d. Math.- 
phys. K]. d. Bayr. Akad. (1920), S. 49—64, bes. § 3. 











234 SS. Lubelski, Abschnitte von Potenzreihen auf dem Konvergenzkreis. 
schlicht abbildet (die VergréBerung im unendlich fernen Punkt sei hierbei 
gleich 1). Es ergibt sich also 
M 
lim sup Vjay,| =. 
Aus einem Bieberbach-Faberschen Satze*), welcher lautet 


yes". 


wo w der Flacheninhalt von J’ und r, = o der auBere Radius ist, folgt 
e>l. 


x 
Wir haben also einen Widerspruch mit der Voraussetzung lim \\ay| = 1 
erhalten. Unser Satz ist damit bewiesen. 

Der eingangs zitierte Satz von Wolff foigt aus dem unserigen, wenn 


n 
die @,(z) Konstante 6, (lim sup ¥|6,| < 1) sind und sémiliche Abschnitte 
von /{(z) behandelt werden. Aber unser Satz besagt auch in diesem 
Falle wesentlich mehr, als Wolff gefunden hatte, denn er behauptet die 
Existenz einer unbeschrinkten Anzahl von Nullstellen der Gleichungen 


8, (b) = ,. 


8) L. Bieberbach, Berl. Ber. 1916, 8.946, und Faber, a.a.0., §3; auch 
Pélya-Szegé, Aufgaben u. Lehrs&tze aus der Analysis, Bd. 2, IV. Abschn., Aufg. 126, 
8. 22 und 195. 


(Eingegangen am 10. 2. 1933.) 














Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente. I*). 
Von 


Georg Aumann in Minchen. 


1. Einleitung. Erzeugt man ausgehend von einem Paar positiver 
Zahlen durch Bildung des arithmetischen und des harmonischen Mittels 
ein neues solches Zahlenpaar, macht dann mit diesem Zahlenpaar wieder 
dasselbe, usw., so konvergiert die auf diese Weise entstehende Zahlen- 
paarfolge gegen einen einzigen Grenzwert, das geometrische Mittel der 
urspriinglichen Zahlen. Diese Tatsache wurde bereits von Heron zur Be- 
rechnung von Quadratwurzeln verwendet'). Entsprechend lassen sich all- 
gemein zwei Mittel von je zwei Argumenten (nm Mittel von je n Argu- 
menten) ,,mischen‘‘; wenn der betreffende Algorithmus konvergiert, dann 
liefert er ein neues Mittel von zwei (bzw. von nm) Argumenten. Hieriiber 
gibt es zahlreiche Untersuchungen. Dagegen ist mir in der Literatur 
noch nichts begegnet, wo die Aufgabe behandelt wire, aus einem vor- 
gegebenen Mittel von m Argumenten etwa ein Mittel von. n+ 1 Argu- 
menten durch einen dhnlichen Algorithmus zu erzeugen. In der vor- 
liegenden Arbeit wird ein solcher Algorithmus besprochen; ich werde ihn 
die Erhéhung eines Mittels nennen. Er besteht kurz in folgendem: Vor- 
gegeben sei ein Mittel M von n symmetrischen Argumenten und ein 
System von n+ 1 Zahlen; man leitet hieraus ein neues System von 
n-+ 1 Zahlen ab, indem man von je n der gegebenen Zahlen vermége M 
den Mittelwert bildet. Mit den so erhaltenen n+ 1 Zahlen verfaihrt man 
nun wieder genau so wie eben, usw. Unter geeigneten Voraussetzungen 
itiber M ist dieser Algorithmus konvergent und bestimmt einen Grenz- 
wert M’, der eine Funktion der urspriinglich gegebenen n+ 1 Zahlen ist 
und den ich das Obermittei von M nenne. Man wird verniinftigerweise 


*) Habilitationsschrift, Technische Hochschule, Minchen 1933. 
1) Siehe z. B. Z. Chajoth, Heronische Naherungsbriiche, Jahresber. d. D. M. V. 
42 (1932), S. 130. 
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von dieser Erhéhung verlangen miissen, daB sie etwa bei der Anwendung 
auf das arithmetische Mittel A, von n Argumenten als zugehériges Ober- 
mittel das arithmetische Mittel A,,, vgn m+ 1 Argumenten liefert. Dies 
ist tatsichlich der Fall, und zwar gilt das Analoge auch fiir das geo- 
metrische, das harmonische Mittel von mehreren Argumenten und fiir 
manches andere bekannte. 


Die Verwendung des Begriffs des Obermittels scheint mir fiir den 
Aufbau von Mittelwerten viel sachgemiBer und einfacher als die bisher 
verfolgte Methode, bei der ein durchwegs umfangreiches System von 
funktionalen Beziehungen postuliert wird’). Um z. B. das System der 
arithmetischen Mitte] A,, A,, A,, ... eindeutig zu charakterisieren, ge- 


niigt es, A, = ts zu setzen und zu verlangen, daB A, ,, das Ober- 


mittel von A, ist (n = 2,3,4,...). 

In 2. wird auseinandergesetzt, was im folgenden als ,,Mittel“ zu 
gelten hat, in 3. die Abbildung von Mitteln besprochen, die zum Begriff 
des Bildmittels fihrt, in 4. und 5, wird der Erhéhungsalgorithmus be- 
schrieben, seine Konvergenz nachgewiesen und gezeigt, daB er ein ,,Mittel“ 
liefert mit einem Argument mehr, das Obermittel; dieses ist mit dem ur- 
spriinglichen Mittel durch eine Funktionalgleichung gekoppelt, welche fiir 
das Obermittel charakteristisch ist, d.h. es eindeutig bestimmt (Satz 1 
in 6.). 7. bringt die Durchfiihrung des Erhéhungsalgorithmus fiir zwei 
einfache Beispiele, insbesondere fiir das arithmetische Mittel. In 8. be- 
weise ich, da8 die Prozesse Erhéhung und Abbildung vertauschbar sind, 
d.h. daB das Obermittel des Bildmittels identisch ist mit dem Bildmittel 
des Obermittels (Sitze 2 und 2a). 9. bespricht den Aufbau von Mittel- 
werten. In 10. und 11. beschiftige ich mich mit Ungleichungen zwischen 
Mittelwerten; ich beweise, daB ein im Vergleich zu einem anderen Mittel 
groBeres Mittel*) auch ein gréBeres Obermittel hat (Satze 3, 4, 3a, 4a). 
Als Anwendung von Satz 4 folgt z. B. die Ungleichung 








7 %+%+...+2, 
Va, %.--% < : z : 


wobei nicht alle z, einander gleich sind (aber alle positiv), ohne jede 
Rechnung durch direkte Induktion von n—1 auf n; wir fiigen damit zu 


3) E. V. Huntington. Sets of independent postulates for the arithmetic mean, ..., 
Trans. of the Amer. Math. Soc. 29 (1927), S. 1. 

*) Z. B. ist fr positive Zahlen 2, + 2, das arithmetische Mittel “11 "2 groper 
als das geometrische \z, 2, . 
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den bekannten Beweisen fiir diese Ungleichung einen neuartigen hinzu‘). 
Unter Zugrundelegung einer naheliegenden Verallgemeinerung der Jensenschen 
Definition einer konveren Funktion *) kénnen die letztgenannten Satze anders 
formuliert werden; dabei ergibt sich eine weitgehende Verallgemeinerung 
eines Satzes von Jensen (Satz 5 in 11.). In 12. komme ich kurz auf eine 
Klassifikation der Mittelwerte mehrerer Argumente zu sprechen. Ich zeige 
an einfachen Beispielen, daB es Mittel von mehr als zwei Argumenten 
gibt, die primitiv sind, d.h. die nicht das Obermittel eines Mittels von 
weniger Argumenten sind. 

2. Definition. Die reelle Funktion M (z,,...,2,) von n (n > 2) 
reellen Veriinderlichen z,,..., 2, heiSe im Bereich 


(2, 1) ax24%<b (» = l,..., ») 
ein Mittel von z,,..., %, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind: 

(I) M(z,,..., 2) ist eindeutig, in allen Argumenten stetig und sym- 
metrisch. 

(II) Es gibt eine positive Zahl o derart, da8 fir z,; — 7, =... <= 2, 
t, —M (z,, erry Ln) = @ (%,—2), 
M (a,, ..., Z_)—2, = 0 (%,—2,). 
(III) Fir z, < 2, (vy = 1,..., ”) ist 
M (2,, ..-; 2) S M (a, ..., Zn). 

Folgerungen. Wegen der Symmetrie kann man statt (II) auch 
schreiben, wobei die Argumente (z,, ..., %) bei max, min, M weg- 
gelassen. sind: 

max—M > o (max—min), 
M—wmin > 0 (max—min). 
Hieraus folgt fiir den Fall, da8 nicht alle z, eimander gleich sind, die 
typische Mittelwerteigenschaft: 
(2, 2) min (z,, ..., Z,) << M (a,, ..., 2) << max(z,, ..., Z), 
und fiir den Fall, da8 alle z, einander gleich: 
(2, 3) M (2, ...,2) = 2. 

*) Solche Beweise stehen u.a. bei: Cauchy, Analyse algébrique, Note II. 
J. L. W.V. Jensen, Sur les fonctions convexes et ies inégalités entre les valeurs 
moyennes, Acta math. 30 (1906), 8.175. G. H. Hardy, Prolegomena to a Chapter 
on Inequalities, Journ. of Lond. Math. Soc. 4 (1929), 8.61. Der Cauchysche Beweis 
ist auch bei Chajoth (l.c.) wiedergegeben; er besteht aus zwei Induktionen: 1. In- 


duktion von n — 2” auf n' — 2"*!; 2. Rickinduktion von n auf 2 — 1. 
5) Siehe Jensen, 1. c. 











G. Aumann. 
Weiter gilt: 
(2, 4) Wenn |2,—2z| < ¢(» = 1,...,n), 
: dann |M (z,,...,2,)—2z| <<. 

In der Tat: wenn alle z, einander gleich sind, dann ist wegen (2, 3) die 
Behauptung trivial. Sind aber nicht alle z, einander gleich, dann ist 
nach (2, 2): 

+ M(z,, .. +» ,) << max (z,,...,%,) << e+e, 

M (2,, ..., %) > min (2,, ..., 2%) > 2 — @; 

beide Ungleichungen zusammen machen die Behauptung von (2, 4) aus. 
Aus (II) folgt 9 = }. Ist o = 4, dann ist M(z,,...,2,) von der Form 
M* (z,, ..., Zn) = $ (max(z,, ..., Z,) + min (z,, ..., Z,)). 

3. Regulare Abbildung eines Mittels. Definition. Die 
eindeutige Abbildung § = g(z) des Intervalls a < « < 6 auf das Inter- 
vall g(a) =a = § <= 6 = —-(b) heiBe regulér, wenn es eine positive 
Zahl o gibt, derart, da8 fiir a < 2’ < 2” < 5 stets 

LU g (z") — plz’) 

<= 2-2 = 
Jede regulire Abbildung ist eineindeutig und umkehrbar stetig; auch die 
Umkehrungsabbildung ist regular, und zwar mit derselben Zahl c. Ebenso 
ist die Zusammensetzung von zwei reguléren Abbildungen wieder regular. 
Sei nun = (zx) eine regulire Abbildung des I[ntervalls a < + < 6 
auf das Intervall « < § =< f, und z= /(&) die Umkehrfunktion. Ist 
dann M (z,,...,7,) em Mittel im Bereich (2,1), dann nenne ich die 
Funktion 


(3, 1) My (E,; «+++ x) = p(M (f(E,). -- + £(En))) 


das durch die Abbildung § = (zx) aus M(z,,..., %,) erzeugte Mittel, kurz 
das Bildmittel M, von M. Es ist leicht zu zeigen, daB im Bereich 


es %&s86 (» = 1,3, ..., 9) 
M,(&,, .--, &,) die Eigenschaften (I), (II), (ITI) erfiillt. Was (I) und (III) 
anlangt, so ist das Behauptete augenscheinlich. Beziiglich (II) ist zu be- 
merken: 
Wegen M,(é, ..., €) = & ist (II) offenbar fiir den Fall erfiillt, daB 
alle , einander gleich sind. Im anderen Falle sei §£, <— §£, <=... < &, 
und &, < &, und /(&,) = z, (vy = 1,...,m). Dann ist 


&,—M,(é,, eee é,) 


* P (2) — pp (M (x), -- ++ Z)) %,— M (ay --4 2) FE) — FE) 
i z,, — M (x, .- + z,) : t,— % . B—& &,—&,) 


= o-o0-a(€,—6&,) —= o’ (€.—&,), 
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wobei 


o =a°9 > 0. 

Genau so zeigt man unter der obigen Voraussetzung 

M,(,, + &a)—&, = 0 (&—§,)- 
Daher erfiillt M,(é,,..., &) die Eigenschaft (II) mit der Zah] o’. Zum 
Beispiel lassen sich aus dem arithmetischen Mittel 

1 

(3, 2) Ay (2, «+ +) Bm) = (B+ My t --- +29) 
viele bekannte Mittel, wie das harmonische, das geometrische, das quadra- 





tische y+ (x? + ... + 22) usw., in geeigneten Intervallen durch reguliire 
Abbildung gewinnen. 

4, Erhéhung eines Mittels. Wir behandeln hier einen iterativen 
Algorithmus, mit welchem aus einem Mittel von n Argumenten ein Mittel 
von n-+-1 Argumenten erzeugt werden kann. Sei M (z,,.., 2,) ein 
Mittel im Bereich (2,1), y,, ¥g,---, Y¥n+1 Seien n+ 1 Zahlen mit 


(4, 1) axsysb (u = 1,2,...,n +1). 
Schreibt man diese Zahlen y, der GréBe nach an, so erhilt man: 
(4, 2) Your S¥o2S tee S Yo,n+1- 


Nun bilde ich in folgender Weise n+ 1 neue Zahlen: 
1 = M (yo,1; Yo,2, «++» Yo, n)> 
Yi,n+2—u = M (yo,:; ++ +9 Yopu—1s Yo,mtis +++ Yo, n+1) (u = 2, 3, sey M), 
Yisnt+i= M (yo.2; Yo,3>-++> Yon +1). 
Wegen (4, 2) und der Eigenschaft (III) von M ist wiederum: 
41,1 = 91,2 DS --- SYin4+2 
Dieses Verfahren setzt man fort: 


Yi+ii = M (y2,1, Yaa, «+5 Ya,n)> 
Yitin+2—« = M (1,1, sees Yiu—1> Yautis e+ ss Ya,n+1)> 
Yasinti = M (yi2, Yi,s,-+ +5 Yi,n+1) 
(uw = 2, 3,..., ®), 
wobei A = 0, 1, 2,3,..., und fiir jedes 4 gilt: 
(4, 4) @<ni Syw2S--- Santi <5. 
Ich werde nun zeigen, daB 


(4, 3) 


lim Yau 


A> 








G. Aumann. 































240 


existiert und von « unabhiangig ist. Wiirde man iibrigens den durch (4, 3) 
beschriebenen Algorithmus durchfiihren, ohne die Ordnung (4,2) vorher 
hergestellt zu haben, indem man aus den n -+- 1 Zahlen y, jeweilig fiir n 
von ihnen vermége der Funktion M das Mittel bildet, so ergiben 
sich nach dem A-ten Schritt, abgesehen von der Reihenfolge, eben- 
falls die Zahlen y;,. Die Ordnung, wie sie durch (4,2) und (4, 3) 
eingehalten wird, ist daher unwesentlich; fiir das Nachfolgende ist sie 
aber bequem. 

Fiir den Fall, daB alle y, einander gleich sind, ist die obige Be- 
hauptung evident; denn dann sind wegen (2, 3) alle y,, ecimander gleich 
(u =1,....n+1; 4 = 0,1, 2,...). Im anderen Falle ist yo. < Yo,n+1- 
Nach (4, 3), (4, 4), (2,2) ist 


¥a+1,1 = M (Yaris VY2.35>-+ 9a) & 92,13 


entsprechend folgt 


Yrti,nti S Yin+r 
Man hat also 


(4,5) Yr SY S91 See S Yants S Ynti S Yonte 
Weiter ist nach (II) 

Yasar Yar = M (Yar, + Yrn)— Yar => O (Ya n—Y%,1), 

Yi,n+1—Yrsijngr = Yanti—M (yrs, ~~ +s Yantra) Sj O(Yins1—Yr2): 

Durch Addition dieser Ungleichungen folgt 

(1— 0) (Ya,n+1—Yar) S 0 (Ya, n—Ya,a) + (Yrs r,n4a— Yasar) 

=} Yisinti—Yasa2- 
Wegen 0 < 1—o < 1 folgt hieraus 
im (Ya,n41—Yar) = 9, 

was mit (4,5) zusammen die Behauptung ergibt. Wir kénnen daher setzen 
(4, 6) Him yu = M’ (yyy. Yas 


5. Nun zeigen wir, daB die durch (4, 6) erklirte Funktion 
M' (y,, +. Yn+1) die (I), (II), (ITI) entsprechenden Eigenschaften (1),, 
(II),, (III), fir »+ 1 Argumente besitzt, also in unserer Sprache im 
Bereich (4, 1) ein Mittel von » +1 Argumenten darstellt. 

Die Eindeutigkeit von M’ ist nach dem Vorausgehenden klar. Ebenso 
die Symmetrie; denn sind z,,..., 2,4, die Zahlen y,,..., y,4, nur in 
anderer Reihenfolge, so gilt gemaB (4,2) doch wieder 


Zo, u = Yo, u (u = aS n+ 1). 
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Wir kommen zum Nachweis der Stetigkeit von M’. Es sei e > ©. Wegen 
der in 4. bewiesenen Konvergenz von (4,6) gibt es einen Index | 
derart, daB 


(5, 1) lynn —M' (ys Yne diy (H=1,....m+1); 
dabei ist 

Yiu = Pu (Yor, - ++ Yon +2) 
und F, eine Funktion, welche aus der Funktion M durch l[-malige In- 
einanderschachtelung hervorgeht, wegen (I) also eine stetige Funktion ist. 
Fiihrt man nun fiir andere Zahlen z,,..., 2,4, denselben Algorithmus 
durch wie fiir y,,,.., ¥, 41 in 4, so erhalt man gewisse Zahlen z,,, ins- 
besondere 

Z6 = F, (Zo,15 ++ + Zo, n+1)s 
mit denselben Funktionen F,, wie oben. 

Wegen der Stetigkeit der Funktionen F, kann man ein 6 > 0 an- 

geben, so da® fiir jedes System z,,..., 2,4,, welches den Ungleichungen 


(5, 2) |Zu— Yu| <4 (u= 1,...,.%+ 1) 
geniigt®), gilt: 
[Fu (2,1 +++» 20, n+1)—Fu (Yo,as +++) Yuasa] <5, 
oder 
(5, 3) \t,u—Ynul <= (u = 1,...,%+ 1). 


Aus (5, 1), (5, 3) folgt 
| 21,0 —M’(y,, -.-, Yn +a)| Se, 
hieraus mit (2,4) und (4, 3) (z statt y, 1 statt A): 
204 1,u—M’ (y,, -- +5 Yn ta) | Se, 
und durch Wiederholung dieses Schlusses allgemein 


: = ],...,%+ l, 
\2a,u—M’ (y,, -- +s Ynta)| <e Ge 1+1,1+2 -: 


Wegen lim z,,, = M’ (z,,..., 2,+1) folgt dann aus der letzten Ungleichung 
iv @ 


| M’ (z,, sey 2p +1)—M' (y,, eeey Yn +1)| = €; 


dies gilt, sobald (5,2) besteht. Damit ist die Stetigkeit von M’ und 
daher auch das Bestehen der Eigenschaft (I), nachgewiesen. Ehe wir den 
Nachweis von (II), erbringen, wollen wir uns vom Bestehen der Eigen- 


°) Dann besteht auch: |z, ,— Yul SO (4 = 1,--50+1). 
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schaft (III), iiberzeugen. Sei y, S ys (u = 1,...,.2 +1). Dann gilt 
offenbar gem&8 der Ordnung durch (4, 2) 


Yo, u s Yo, u- 
Nach (4,3) und (III) ist dann 

Yiu — Yi,u> 
allgemein durch Wiederholung dieser SchluBweise 


yn Sie (4 = 0,1, 2, ...), 
und schlieBlich in der Grenze 


M' (y,, «+5 Ynt1) SM’ (yi, -- «5 Yn tdi 
also gilt (III),. Nun kommen wir zur Eigenschaft (II),. Sei 


435%S---SYn+a 


also 
: Yo.u = Yu (u =1,...,%+ 1). 
Dann setze ich 
, 2 = Yyr % = 2% See = M41 = Yat» 
und es ist 
Zo, u = 2, Yo.u S %,u (u = 1,...,%+ 1). 


Wegen des bereits nachgewiesenen Bestehens von (III), ist daher 
Yn+i.—M’ re Yn+1) = 2n41—M' (z,, ees 241) & 41-22, 0419 
wegen (4, 5), (4, 6) ist namlich 
Zan+1 & M’ (2,, ..., 2041): 


Nun ist 
hi = Hg =... Fin = M (y,, Yn +1 + +> Yn +1) = UA n+1 = 2n+1> 
Zo,1 = U, 2,9 = 2,5 =... = Mngr = M(u, ..., &, 2043). 


Anwendung von (II) ergibt sodann 

tm +1—%ant1 & O(Zn4+1—4) = O(Yn41—4), 

Yn+i—% => O(Yn+i—Y%)- 

Aus den letzten drei Ungleichungen zusammen folgt 

Yn+i—M' (y,, -- +5 Yn 1) ] O* (Yn 41-91); 
ganz entsprechend beweist man die Ungleichung 

MY, «+ +5 Yn+s)—91 S (Yn +1 —M)- 

Damit ist die Existenz einer in (II), geforderten positiven Zahl (wir be- 


zeichnen eine solche mit o,) nachgewiesen: wir brauchen nur g, = 9° 
zu setzen. 
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6. Das aus M(z,,..., Z) abgeleitete Mittel M’ (y,, ..., yn+1) 
nenne ich das Obermittel des Mittels M; den durch (4,3) beschriebenen 
iterativen Algorithmus die Erhéhung des Mittels M. Benutzen wir die 
Bezeichnungen von 4., so sehen wir unmittelbar, daB die Beziehungen 
gelten: 

(6, 1) M’ (y,, - + +> Yano) = M’ (yar, ---s Yanti) (A = 0,1, 2,...). 
Diese stellen offenbar Funktionalgleichungen zwischen dem Mittel M und 
seinem Obermittel M’ dar; fiir 4 = 1 erhailt man mit Beriicksichtigung 
der Symmetrieverhiltnisse die folgende Funktionalgleichung: 

(6, 2) M’ (y,, «+ +> Yn +1) 

= M’'(M (yg, ---, Yn+1)> M (Ys Yur - +> Yn tad «++» M(y,, - +5 Yad) 
aus der auch die Gleichungen (6,1) wieder abgeleitet werden kénnen. 
Die Funktionalgleichung (6,2) ist typisch fiir den Erhéhungsalgorithmus. 
Stellt man sich nimlich die Aufgabe, bei gegebenem Mittel M (z,, ..., 2) 
ein Mittel M’(y,, ..., Yn+1) zu bestimmen, welches der Funktional- 
gleichung (6, 2) geniigt, so wird man zwangslaufig auf den Erhéhungs- 
algorithmus gefiihrt, der dann auch, wie wir gesehen haben, die gesuchte 
Funktion wirklich liefert. Damit haben wir den 

Satz 1. Es gibt genau eine Lésung der Funktionalgleichung (6, 2) 
bei gegebenem Mittel M(z,,..., 2), die im Bereich (4,1) ein Mittel dar- 
stellt. Diese Lésung, das Obermittel M' (y,,...,Y¥n+1) von M, wird durch 
den Erhéhungsalgorithmus geliefert. 

7. Sehen wir uns die Erhéhung des arithmetischen Mittels an. Sei 
A, (2, . .+) Sq) = + (a+ Dy +... + %_) und ¥o1, Yo,2, +++» Yo.n+1 Begeben. 
Mit einer, wegen der bestehenden Symmetrie erlaubten, von 4. abweichenden 
Bezeichnungsweise setzen wit 

Yi+in = A, (yi,1; seers Yau —is Yautise+ss 92, n+1) 
oder mit der Bezeichnung 8, = yz; + Yaa + --- + Yin41 


+10 =~ (yan) (A = 0,1,2,...). 

Hieraus folgt sofort s,,, = 8,, also 
8, = 8, (4 = 0, 1, 2, ...). 
Weil wir aber bereits wissen, daB die y,, fiir 2 + co einen gemeinsamen 
Grenzwert haben, ist dann lim yi,y = =Tt: Eine einfache Rechnung 
liefert tibrigens 











ve =sti1-(F))+G) som 
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woraus ebenfalls der gesuchte Grenzwert bestimmt werden kann. Es ist 


Ss 
n+l 





[A,] (Yo,15 te Yo, n +1) = hm Yan = A,, +1 (Yo,1> sey Yo,n+1)- 


Wir haben das Ergebnis, daB das Obermittel des arithmetischen Mittels 
von nm Argumenten das arithmetische Mittel von m 4-1 Argumenten ist. 

Noch fiir ein anderes Beispiel méchte ich die Erhéhung durchfiihren; 
einmal, weil ich davon spater Gebrauch zu machen habe, das andere Mal 
wegen des Unterschieds in der Methode: Eben hatten wir bei der Be- 
stimmung des Obermittels den Erhéhungsalgorithmus wirklich Schritt fiir 
Schritt durchgefiihrt und dann den Grenzwert bestimmt; jétzt wollen wir 
uns auf die Funktionalgleichung (6, 2) stiitzen. 

Sei M (z,,z,) ein Mittel von zwei Argumenten im Bereich aller 
reellen Zahlen; fiir z, < x, habe es den Wert 


(7, 1) G, Z, + @,2,, 
wobei die Konstanten a,, a, positiv sind und 
(7, 2) a, +a, = 1 


ist. Auf Grund der Symmetrieeigenschaft ist damit die Funktion M (z,, z,) 
eindeutig erklart**). Es ist sehr leicht, fiir M (z,, z,) die Rigenschaften (1), 
(II), (ITI) nachzupriifen. Um nun das Obermittel M’(y,, y,, y;) von 
M (z,, z,) zu bestimmea, geniigt es, den Wert von M’ (y,, y,, y;) fiir den 
Bereich y, S y, S y; Zu ermitteln, da ja M’ nach 5, symmetrisch ist. 
Fiir diesen Bereich-machen wir den Ansatz 


(7, 3) M’ (y,. Yo ¥s) = Oy, + On yy + Os ys, 
wobei wegen (II),, (III), die Konstanten b,, b,,b, nicht negativ sind, und 
(7, 4) b,+b,+b,=1 


ist. Damit gehen wir in die Funktionalgieichung (6, 2) ein; lassen sich 
dabei die 5, so bestimmen, da8 diese Gleichung in den y,, y,, y, identisch 
erfiillt ist, dann haben wir in (7, 3) wegen der in Satz 1 ausgesprochenen 
Eindeutigkeit das gesuchte Obermittel gefunden. Nach (7, 3), (6, 2), (7,1) 
erhalten wir 
by, + by, + ds y; 
= b, (a, y, + Gy yp) + by (a, y, +.45 Ys) + 55 (@, Yn + Ay Ys)- 

Koeffizientenvergleich ergibt: 
| b, = (o, Tv b,)a,, 

2 = b,a,+b,4,, 


(7, 5) 
Peres 


6a) Man kann schreiben: M (z,, x) = a,-min(z,, x.) + a@g-max(2,, 23), wo- 
durch die Symmetrie augenscheinlich wird. 
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Da die Gleichungen (7, 5) wegen (7, 2) nicht voneinander unabhangig sind, 
kénnen wir die Bedingung (7, 4) auch erfiillen. Unter Benutzung von (7, 2) 
findet man fiir die Auflésung der Gleichungen (7, 4), (7, 5): 


Pipe well Se a akied SY 
ayaa te’ by af +4, a, + aj’ bs af + a, a, + af” 


Fir den Bereich y, = y, Sy; hat also das gesuchte Obermittel den 
Wert 


Punt i 
a tap nendge 


8. Wie sich die Erhéhung bei anderen bekannten Mitteln, die durch 
eine regulare Abbildung g aus dem arithmetischen Mittel hervorgehen, 
ausnimmt, dariiber gibt hinreicherden AufschluB 


Satz 2. LErhéhung und reguldre Abbildung sind vertauschbar. 


Beweis. Ist § = p(z) eine regulire Abbildung, so lautet mit den 
Bezeichnungen von 3. und 4, der zu beweisende Satz: 


[M,}' = [M’),. 
Ist nun + = /(&) die Umkehrungsabbildung, so ist 
A = [Mo (Mo,15 ++*> No,n+ 1) = gp (M’ (f (%o,1) oor f (Mo, n +1)))- 
Setzt man 
(8, 1) f (Mo, u) = Yo, uw» 
so folgt wegen der Stetigkeit von ¢(z) 
(8, 2) A = y (M’ (Yo,1, cers Yo, n+1)) = (lim %, «) = lim 9 (y2,»), 
worin die y;,, durch 





(8, 3) Yisie = M (y2,1; sey Yau —1s Yautis ++ 42, n +1) 
rekursorisch definiert sind. Andererseits ist 
(8, 4) B = [Mg (mo,1, - - +» No,n+1) = lm "A, us 


wobei die 7,,, durch 


(8, 5) Mh+1, 0 = M,(m1,---; Nau —is Nauti is sees M2, n +1) 
bestimmt sind. Nun behaupte ich, da8 
(8, 6) Mu = P(Yi,u) (A = 0, 1, 2,...) 


gilt. In der Tat, fiir 4 = 0 ist die Behauptung mit (8, 1) identisch. An- 
genommen, fiir 4 = / (1 > 0) sei (8, 6) schon bewiesen. Dann folgt aus 
(8, 5) fir A= 1 


Ure = My(m,1, . -+) Bie p(M (f(m,1), ** )) = P(M (y:,1, ee )), 
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nach (8, 3) also mit A = 1 die Gleichung 
M+ie = P(Yi+1,4), 


womit (8,6) durch Induktion allgemein bewiesen ist. Aus (8, 4), (8, 6), 
(8, 2) ergibt sich dann die Behauptung B = A von Satz 2. 

Schreibt man fiir das Obermittel [M’]’ des Obermittels M’ von M 
kurz M”, und nennt dann M” das zweite Obermittel von M, aligemein M“ 
das k-te Obermittel von M, welches durch die Rekursion M® = [M@—»Y' 
definiert ist, so folgt durch wiederholte Anwendung von Satz 2 


Satz 2a. Das k-te Obermittel des Bildmittels ist identisch mit dem 
Bildmittel des k-ten Obermittels: [M,) = [M“'),. 


9. Um das System der arithmetischen Mittel A,, A,, A,,... (siehe 7.) 
vollsténdig zu charakterisieren, geniigt es nach den Ausfiihrungen von 7. 
die Forderungen zu stellen: 


A. A, (z,, 2) = “Ft *, 
B. Ay, ist das Obermittel von A, (k = 2, 3, 4, ...). 


Dabei kann man das Obermittel als die gemé8 Satz 1 wohlbeetimmte 
Lésung der Funktionalgleichung (6, 2) definieren. In eine einfachere Gestalt 
la8t sich der Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente wohl nicht 
bringen; jedenfalls ist das durch den Begriff des Obermittels sich er- 
gebende Aufbauprinzip viel sachgemaéSer und einheitlicher als die bisher 
in Anwendung gekommene Aufbaumethode, bei der ein durchwegs umfang- 
reiches System von funktionalen Beziehungen benutzt wird und die deshalb 
auf das arithmetische Mitte] und einige seiner Bildmittel beschrinkt ist’). 
Dagegen ist durch unsere Methode das System der Mittel 


M®, M’, M", M®, ... (Mo = M) 


in dem Augenblick eindeutig festgelegt, wo das Grundmittel M die in 2. 
geforderten drei Eigenschaften besitzt; und es ist gewiB keine iibertriebene 
Beschrinkung, wenn man von einem Mittel M die Eigenschaften (I), (II) 
(III) voraussetzt. 


10. Wir beschaftigen uns nun mit Ungleichungen zwischen Mittel- 
werten. Zur schirferen Unterscheidung nennen wir ein Mittel M (z,,...,%,) 
streng monoton, wenn es die folgende [die Eigenschaft (III) nach sich 
ziehende] Eigenschaft erfiilit: 


(IIl)*: Fir 2, < 2 (v= 1,...,”), wobei nicht alle z, eimander 
gleich sind, gilt 


M (2,, ..., te) <M (ai, .... %)- 
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Z.B ist das arithmetische Mittel A, streng monoton. Man sieht leicht 
ein, daB die strenge Monotonie bei einer reguliren Abbildung erhalten 
bleibt; bei der Erhéhung eines Mittels ist dies nicht immer der Fall*>). 

Nun gelten die Siatze: 

Satz 3. Seien M(z,,...,%), N(x,,..., 2%) zwei Mittel im selben 
Bereich und sei dort stets 

M (2,, .. +) %m) S N (a, ..-» Ba) 
Dann gilt im entsprechenden Bereich fiir die Obermittel stets 
M' (y,; er) Yn+1) s N' (y,, or) Yn +1). 
Satz 4. Seiten M(z,,...,%,).N(a,,..., 2) zwei Mittel im selben 
Bereich und sei dort immer, sofern nicht alle x, einander gleich sind, 
M (2,, . . -» &a) < N (a, .. .» 2). 
Ist augerdem eines der Obermittel M’ (y,, ..., Y¥n+1)> N’ (yy «+++ Yn +1) Streng 
monoton, dann gilt auch im entsprechenden Bereich die Ungleichung 
M’ (y;, eeeg Yn+1) < N’ (y,, eo eg Yn+1)> 
sofern nicht alle y, einander gleich sind. 

Beweis von Satz 3. Sei y,,...,Yn4+1 ein System im ent- 
sprechenden Bereich der Obermittel. Auf Grund der Voraussetzung gilt 
dann 

91,0(M) SS 9:,n(N) (u = 1,...,n+)), 
wobei die Anhingsel (M) bzw. (N) angeben, daB an den Zahlen y, mitttels 
der Mittelfunktionen M bzw. N der erste Schritt des in 4, beschriebenen 
Algorithmus auszufiihren ist. Aus der letzten Ungleichung folgt weiter, 
indem man die Voraussetzung des Satzes 3 und die Eigenschaft (III) 


benutzt, 
Ys,u(M) S ys, (), 


ya,» (Ml) S yin (N), 
woraus fiir A4- oo durch Grenziibergang die Behauptung von Satz 3 
hervorgeht. 
Beweis von Satz 4. Sei y,,..., 4.4: eim System von nicht 
lauter gleichen Zahlen im entsprechenden Bereich fiir die Obermittel. 
Wiederum ist 


schlieBlich allgemein 


Uy = ¥1,u(M) S yr,u(N) = y, 


6b) Ja man kann sogar ein Mittel M (z,, x.) angeben, welches die viel starkere 
Eigenschaft hat, daB fir « > 0 stets M (z,, z+) > M(x, %)+ re gilt mit 
positivem, von z,, z, und ¢ unabhangigen rt, und dessen Obermittel trotzdem 
nicht streng monoton ist. 
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wobei aber auf Grund der jetzigen Voraussetzung wenigstens fiir ein u 
das Kleinerzeichen steht. Wenn daher etwa N’ streng monoton ist, 
so gilt: 

NN’ (,, .. -» Ga 41) < NN’ (@,, .. «5 On 41): 
Nach Satz 3 ist 

i ee Ve a 
auBerdem ist offenbar 


M' (y,, eee Yn +1) = M’ (u,, eee Uy + 1) 
und 


WY’ (@,, .- +5 Gae1) = N’(y,, .- +2 Yn 41)- 
Aus den letzten vier Gleichungen folgt dann 

M' (y,, «- +. Yn+i) < N’ (y;, ---s Yn +1) 
Entsprechend kann man den Beweis fiihren, wenn M’ streng monoton ist. 
Die beiden letzten Satze sind durch vollstaéndige Induktion sofort auf 
héhere Obermittel iibertragbar. 

Satz 3a. Sind M(z,,..., 2%), N(z,,..., 2%) zwei Mittel im selben 
Bereich und ist dort stets M (z,,...,%) < N(z,,..., 2%), dann ist fiir 
k = 1, 2,3, ... fiir die Obermittel im entsprechenden Bereich 

M® (y,, .--, Yn tr) SN (y,, .--, Yn se): 
Satz4a. Sind M(z,,..., 2%), N(z,,..., 2) zwet Mittel im selben 
Bereich und ist, sofern nicht alle x, einander gleich sind, 
BE (a, . . -» Me) < NW (a,, .. -, Me); 
sind auferdem alle Obermittel von M (oder von N) streng monoton, dann 
gilt fiir k = 1,2,3,... im entsprechenden Bereich der Obermittel die Un- 
gleichung 
M® (y,, -- +5 Yngn) << N(y,, ..., Yn ae), 
wenn nicht alle y, (u = 1,..., +k) einander gleich sind. 

Anwendung. Bekanntlich ist fiir zwei verschiedene positive Zahlen 

B,, 2, 

(10, 1) Yaa, < 41%. 

Da alle Obermittel des arithmetischen Mittels streng monoton sind und 
das (n—2)-te Obermittel des geometrischen Mittels ¥z,z, die Form 
Vz, 2... 2% hat’), so folgt aus (10,1) und Satz 4a unmittelbar 


e+ mt -- 7s 
yy 





(10, 2) Vz, %...% < — 


7) Dies folgt aus Satz 2a und daraus, daB durch x — e das arithmetische 
Mittel 4(¢, + ,) abergeht in das geometrische )z, 25. 














ce 
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Damit fiigen wir zu den vielen Beweisen der seit Cauchy so beriihmten 
Ungleichung (10,2) einen neuen auf ganz anderen Betrachtungen ge- 
griindeten Beweis hinzu (vgl. 1.). 


11. Jensen‘) hat erkannt, da® hinter der Ungleichung (10, 2) ein 
ganz allgemeines Prinzip steckt, welches sich auf den Begriff der kon- 
vexen Funktion stiitzt. Wir wollen diesen Begriff hier in folgender 
Weise verallgemeinern. Sei M(z,,...,z,) ein Mittel fir a= 2, <=}, 
N(é,, ..., &,) eimes fir «cs &, = 8 (vy =1,...,m). Die Funktion 
& = w(x) sei im Intervall a < xz < b eindeutig definiert, und nehme 
dort nur Werte an, die im Intervall « <= § <= # liegen. Ich nenne die 
Funktion y(z) im Intervall a < 2 < b beziiglich {M; N\ konvex, wenn 
fir a << 2, << b(v =1,..., n) stets 


(11, 1) y(M (z,, ..., Zn)) SN (p(z,), ---, w(&n))*)- 
Nun gilt 


Satz 5. Ist die Funktion w(x) im Intervall a < 2 < b beziiglich 
{(M; N\ konvex, dann ist sie es auch beziiglich {M™; N®) (k = 1, 2, ...). 


Bemerkung. Fiir den Spezialfall, daB die Funktion y(z) zugleich 
eine regulare Abbildungsfunktion ist, folgt durch Anwendung der Sitze 3a 
und 2a aus (11,1) unmittelbar die Behauptung; in der Tat, ist’ z = f(&) 
die Umkehrung von § = yp(z), so ergibt sich aus (11,1) 


(11,2) M(a,,..., a) Sf(N(p (a), ---. v(en))) = Ne (a, ---s Zn), 
und hieraus mit den Satzen 3a und 2a 
M(x, ..-5 ne) S (NA (ay, «5 Sn ands 
= [N®))(x,, .--, Zn+2) 


oder, indem man beiderseits den y-Wert bildet, 


y(M(z,, s+ey Dp +8) s N“ (y(z,), coy v (Zn +2); 
die Behauptung. 


8) Bei Jensen ist n = 2 und M = }(2, + x), N = $(& + &). Jede in 
einem offenen Intervall nach oben beschrinkte, im Jensenschen Sinne konvexe 
Funktion ist dort stetig (Jensen, 1. c., 8.189). — Unter besonderer Ausnutzung der 
Eigenschaft (II) ist es nicht schwer zu beweisen, daB eine in unserem Sinne kon- 
vexe Funktion in ihrem Definitionsintervall stetig ist; ausfihrlicheres hiertiber in 
meiner in den §.-B. Bayer. Akad. d. Wissensch. demnichst erscheinenden Note 
tiber konvexe Funktionen. 
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Nun komme ich zum Beweis im allgemeinen Fall. Es geniigt, den 
Satz fiir die ersten Obermittel zu beweisen. Sei y,, ..., Yn, vVor- 


gegeben. Ich setze y, = y(y,) (u = 1,..-,-+-1), und fire fiir die y, 
vermége M und fiir die », mittels N den Erhéhungsalgorithmus durch; 


dabei ergeben sich die Zahlen y,,, und y;,,. Wegen der vorausgesetzten 
Konvexitat ist: 


¥(¥:,4) = yp (Mi... Yu—15 Yuta, .-+)) s N(..., V(Yu—r), Y(Yn+1), ++) 
= | | Nu—1> Mu +1 oes) = ,n- 


Angenommen, es sei bereits bewiesen, daS fiir A= 1,...,1 die Un- 
gleichungen 


(11, 3) ¥ (Yau) S m,n 
gelten. Dann ist auf Grund der Konvexitét und der Eigenschaft (III): 


Vv (Yr4i,u) = p(M(..., Yu—rs Yuutas ---)) 
= N(..., v (Yi, u—1)> Y (Yi, w +1) oom 
= N(..., N,u—is i,u+i1> inom = M+1,"- 


Diese Induktion zeigt, da8 die Ungleichung (11,3) fiir alle 4>0 gilt; 


aus (11,3) folgt durch Grenziibergang A co wegen der Stetigkeit von 
v (z)*): 


y(M'y,, ++ +3 Yn +1)) = v( tam Yi, «) = lim v (y2,»); 
S jim Rap = N’ (,, tery Nn +1) 


= N'(p(y,), ---» v(Yn+1))- 


Damit ist Satz 5 bewiesen. 


Er ist eine weitgehende Verallgemeinerung 
eines Satzes von Jensen’*). 


12, Wir haben hier nur ganz wenige Fragen behandelt, die sich bei 
der Einfiihrung des Erhéhungsalgorithmus aufdringen. Auf die umfang- 
reiche Frage: ,,Welche funktionalen Eigenschaften iibertragen sich vom 
Mittel auf das Obermittel?“ wiil ich an dieser Stelle nicht weiter ein- 
gehen. Dagegen méchte ich noch auf ein anderes Problem hinweisen, 
das sich auf die Klassifikation der héheren Mittelwerte bezieht. 

Ich nenne ein Mittel von mehr als zwei Argumenten primitiv, wenn 
es nicht das Obermittel eines Mittels von weniger Argumenten ist. Es 
gibt fiir jede Argumentenanzahl (> 3) primitive Mittel. Fir den Fall 


*) Le.; Jensen beweist den Satz 5 fiir den Spezialfall, da8 M und N die 
arithmetischen Mittel von zwei Argumenten sind. 
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von drei Argumenten gebe ich im folgenden ein Beispiel eines primitiven 
Mittels. Der Beweis dafiir, daB das Mittel 


(12,1) M(w, a, a) = “t24t8% << 2,0) 


primitiv ist, diirfte nicht ganz uninteressant sein. 
Aus (12, 1) folgt fir z, = 2, S 2, 


{12, 2) M (2,, 2,, 2) = “ats ; 


Ich nehme nun an, es gabe ein Mittel N (z,, z,), dessen Obermittel das 
Mittel (12,1) ist. Betrachten wir den Erhéhungsalgorithmus fiir den 
Fall yo,1 = ¥; = ¥g < Ys = Yo,s- Man hat die folgenden Zahlen zu 
bilden: 
{11> N (Yo,1; Yo,2) = Yo,1- 

41,2 = "i,3 = N (Yo,1; Yo,s)- 

Wegen (II) ist 
41,1 < Ye = Y,3- 
Weiter ist 
¥21 = Y22 = N (y¥,1, Yi,3)) Ys = Ys, 
oder 
¥2,1=N (Yo,1> N (Yo,1; Yo,s))s ¥a,3 = N (Yo,1> Yo, s)> 


und wieder wegen (II) y:,,< ys,3;. Nach der in 4. bewiesenen Kon- 


vergenz der y,,, geniigt es, die Naherungssysteme mit geradem vorderen 
Index zu untersuchen. Dafiir hat man die Rekursionsformeln 


Yeu+n),1 = N (5,1, N (Ys»,15 Yor, s))s Yo~r+y,3 = N (Yo+,15 Yer, 3); 
dabei ist stets 
Yor,1 = Yar,a2 — Yor,s- 
Nach (12, 2) streben die y.,,, dem gemeinsamen Grenzwert }(¥,1+ Yo,s) 
zu; dieser Grenzwert muB aber auch gleich }(¥»,1 + Ye»,s) sein (vy = 
0, 1, 2,...); das folgt aus den Gleichungen (6,1). Daher gilt: 


Yar,1 + Yar,s = Yo,1 + Yo,s (y= 0, 1,2, ..} 
Fiir » = 1 folgt hieraus, indem man ,;, ¥,; durch 2, y ersetzt: 
(12, 3) N (a, N (2, y)) + N(e,y) = a2+y 


fir «< y. AufSerdem gilt mit derselben Bezeichnung 


Yoit¥, 
411 < a an < 91,35 





10) Far die tibrigen Systeme (2,, 2, 2X3) ist M(2,, %, 23) durch die Symmetrie- 
forderung bestimmt. 
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also insbesondere 
(12, 4) zt+y< 2N (zg, y) 
fiir z< y. 


Ich zeige, es gibt genau ein Mittel ‘N (z, y), welches der Funktional- 
gleichung (12,3) und der Ungleichung (12, 4) geniigt. Ich setze 


¥Y = % N (2, y) = z= 4%, N (z, z) = 2, 


und weiter allgemein 


(12, 5) N (a, 2) = 2% 41 
fir » = 0,1,2,.... Aus (12, 3) folgt dann 
(12, 6) 2r4y = 2+2-1—2% 
und aus (12, 4) 

(12, 7) 2+ 2, < 22,4;. 


Nach (12,5) ist «<< 2,,,<(2z,; daher streben die z, einem Grenzwert 
zu, der wegen (12,6) gleich z ist. Aus (12,7) erhilt man durch Um- 
formung 

z 


(12, 8) ve total. 











r+1 
Nach (12, 6) ist 
é z,—(z+2z,_,—2,) a 2,—z ac 
% 4-4, %_,— 4, 
also 
(12, 9) t= >--1 (y = 1,2,3,...), 
v—1 
wobei 
_ y—2z_  y—N(z, y) 
(12, 10) 0<4=—= anaes 


Nun ist die Ableitung der Funktion +1 im Intervall (0,1) kleiner 


als —1; daher ist der einzige Anfangswert ¢, im Intervall (0,1), fiir 
welchen gemiB der Rekursionsformel (12, 9) die ¢, alle positiv und kleiner 


als 1 bleiben, der Wert ¢, = a welcher der Gleichung ¢, = fa —1 
0 


geniigt. Dann sind alle ¢,=¢,. Aus (12,10) folgt dann durch Auf- 
lésung nach N (a, y) 


(12, 11) N (a, y) -2-# ,, 61, (x < y). 





Wenn es also iiberhaupt ein N (z, y) gibt, welches (12, 3) und (12, 4) be- 
friedigt, so kann es nur die Funktion (12, 11) sein. Man verifiziert leicht, 
daB (12,11) tatsichlich die Gleichungen (12, 3) und (12, 4) erfiillt. Nun 
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ist noch zu untersuchen, ob das Obermittel dieser Funktion N (z, y)") 
gerade das Mittel (12,1) ist. Das Obermittel von (12,11) hat nach den 


Hegehnienen ven ?. die Foun (7,6) mit «, = 2a, a = e3, Wir 





2 2 

brauchen es gar nicht auszurechnen; denn wegen V¥1-3+ 2 ist es be- 
stimmt nicht mit (12,1) identisch. Es gibt also kein Mittel, dessen 
Obermittel das Mittel (12,1) wire, d.h. (12, 1) ist ein primitives Mittel. 

Mit Bezugnahme auf die Funktionalgleichung (6,2) kann man 
iibrigens sehr rasch nachweisen, daB das in 2, erwihnte Mittel M*, 
welches zwar einen reichlich ausgearteten Typus vorstellt, fir n > 3 
primitiv ist. 


il) Far y = = setzt man NV (z, y) = 





3—Y)5 56—1 
Ve 4 We z. 


Miinchen, den 18. Februar 1933. 


(Eingegangen am 20. 2. 1933.) 











Die Grenzreziproke 
positiv definiter unendlicher Matrizen. 


Neuer Beweis des Satzes von Toeplitz. 


Von 


Kurt Friedrichs in Braunschweig. 


Es sei a;, eine unendliche Hermitesche Matrix 
Qjy = Aj, i,k = 1,2,..., 


deren Abschnittsformen eine gemeinsame positive untere Schranke M > 0 
besitzen: 


z a;, 7,2, > M Z|) fiir jedes n. 
i=1 


i,k=1 
Es seien Aj, die Reziproken der Abschnittsmatrizen a;,: 


t= 1 


n " 1 
Fadi = {5 Se? 


k=1 
Dann konvergieren die A;; mit wachsendem n gegen Grenzwerte: 
(1) Ai, bined A,,. 


Mehr noch: Ist y,, y,,... eim unendliches Wertsystem, so nimmt 
* J Ali Gey, nicht ab: 
kl=1 
(2) 2D Abr ey t U (y). 
kl=1 
Fiir den (endlichen oder unendlichen) Grenzwert %(y) gilt: 


(3) %(y) S 57 Zyl: 








ET 
TT 











—————ee 


a ————S_ 











K. Friedrichs, Grenzreziproke unendlicher Matrizen. 
bei beschriinktem bs |yx|* ist demnach &(y) die beschrankte Form 
k= 
Aly) = LAnhwy 
ki=t 


und also ist A,, eine beschrinkte Matrix. 

Toeplitz') hat diesen Satz zuriickgefiihrt auf eine eigenartige Para- 
meterdarstellung aller positiv definiter Matrizen mit Hilfe der ,,Jacobi- 
schen Transformation“. Doch ist es méglich, diesen Satz unmittelbar zu 
gewinnen auf Grund folgender Uberlegung. 


Es sei die Aufgabe U,, gestellt, durch Wahl von z,, ..., 2, 
F(z) = L(y + 2%) — L ane 
t=1 i,k=1 


zum Maximum zu machen bei festen y. 
Das Maximum F?%,, ist endlich und hat gerade den Wert 


Fi = .~ Alt de Yi- 


Denn zunichst ist F (x) nach oben beschrinkt, da bei wachsenden | 2; | 
die quadratische Summe iiberwiegt. Fiir das Wertsystem 7,,..., %,, bei 
dem das Maximum angenommen wird, gilt 


% = 5 ini, und % = 24h Yi» 
woraus zuerst folgt 
Pr(i) = 2H 
und sodann 
Pr) = DANY 
Wird nun bei diesem Maximumproblem &, die Zusatzbedingung 
x, = 0 gestellt, so entsteht das Problem %,_, mit dem Maximum F7,,’. 
Eine Zusatzbedingung kann aber das Maximum nicht vergréfern: 
Fou’ & Fou, 
und das ist der wesentliche Teil (2) der Behauptung. 


1) ©. Toeplitz, Die Jacobische Transformation ..., Gdétt. Nachr. (1907), 
8. 101—109. Vgl. auch A. Wintner, Spektraltheorie der unendlichen Matrizen § 28, 
§111, wo auf den Satz von Toeplitz die Spektraltheorie halbbeschrinkter Matrizen 
gegriindet wird. 
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Ferner hat die Ungleichung 
F(z) SE Gy + 21H) — MZ | xP 
die entsprechende Ungleichung 
2 Ah WHS 2 vel 


fiir die Maxima beider Seiten zur Folge und damit (3). 


Seien schlieBlich in (2) alle y, = 0 gesetzt mit Ausnahme von 
y: = 1, so folgt Aj, t A,,; werden sodann alle y, = 0 gesetzt mit Aus- 
nahme von y, = 1, y, = 1 und y, = 1, y,, = i, 80 folgt 


Aim _ Aims 
d. h. (1). 


Damit ist der Satz von Toeplitz bewiesen. 


(Eingegangen am 1. 7. 1933.) 











Die in der Statistik seltener Ereignisse auftretenden 
Charlierschen Polynome und eine damit zusammen- 
hingende Differentialdifferenzengleichung. 


Von 


Gustav Doetsch in Freiburg i. B. 


1, Einleitung. 


Die Grundlage fiir die Statistik seltener Ereignisse bildet die Poissonsche 
Formel 





a® 
Yo (2,4) = Se-* 


: (a = Erwartungswert, x ganzzahlig > 0). SchlieBt sich ein gegebenes 

statistisches Material, d.h. eine arithmetische Verteilung v(x), dieser 
Funktion nicht an, so kann man nach einer Idee von Charlier (1905) 
versuchen, v(x) durch eine Reike der Form 


v(z) = Eo, Wn (Z, @) 


darzustellen, wobei die y, fiir » > 1 so definiert sind: 
(1) Yn(z,a) = ya—1. (@ —1,4)— yo-i(z,a) fir eS], 
(2) yp (0,0) = (— 1)e~*. 
Sie haben die Gestalt 
Yn (Z,4) = Pn(Z,@) Yo (x, 4), 


wo die p, Polynome n-ten Grades in 2 darstellen, die wir Charliersche 


Polynome nennen wollen: 


3) Px(aa) = S)(—1)-"(") vt a-*(%). 


vy=0 


Da bei ganzzahligem x diese Summe bis zu » = Min(n,z) lauft, so ist 


Pn(z,a) = (— 1)"~* pz (n, a). 
Mathematische Annalen. 109. 17 
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Vermittels der Orthogonaleigenschaft 


(4) Spm (2,0) Pn (2,4) yo (2,0) = S” ym (2, @) yu (2, 0) — 


z=0 z=0 


ergeben sich unter gewissen Voraussetzungen die Koeffizienten c, der 
Charlierschen Entwicklung folgendermaBen: 


(5) cm = DS’ 0(2) palza). 


In der gegenwiartigen Arbeit sollen nun die Charlierschen Polynome 
auf Grund einer Differentialdifferenzengleichung, der sie geniigen, naher 
studiert werden, und zwar wird zunichst fiir sie eine Summenrelation 
aufgestellt, die die Orthogonaleigenschaft als Spezialfall enthalt und z. B. 
fir die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens nutzbar gemacht 
werden kann. Ich bediene mich dabei einer Fortbildung der Methode, 
vermittels deren ich in einer friiheren Arbeit') Integralrelationen fiir die 
Hermiteschen Polynome abgeleitet habe*) und deren Verallgemeinerungs- 
fahigkeit bereits damals auseinandergesetzt wurde (a. a. 0O., 8. 588). Die 
benutzte Differentialdifferenzengleichung werden wir dann allgemein lésen, 
worauf die Charlierschen Funktionen sich als die einfachsten innerhalb 
einer umfassenderen Schar mit ganz analogen Eigenschaften erweisen 
werden. 


2. Summenrelation fiir die Charlierschen Polynome, 
Wir gebrauchen im folgenden die Bezeichnungsweise: 
AF (z) = F(z — h) — F(z), 
A" F(z) = A(A*~'F(a)) fir n > 1, A’ F(z) = AF (zx), A°F (x) = F(z), 





1) G. Doetsch, Integraleigenschaften der Hermiteschen Polynome. Math. 
Zeitschr. 82 (1950), 8S. 587—5: 9. 

2) Den Ausgangspunkt bildete damals eine partielle Differentialgleichung. — 
Ubrigens hangen die damaligen und die gegenwartigen Erérterungen vom Stand- 
punkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung eng zusammen, denn eine Reihe naeh 
Hermiteschen Funktionen tritt bei der Entwicklurg einer geometrischen Verteilung 
in die Brunssche Reihe auf, die von der Laplaceschen Formel (an Stelle der Poisson- 
schen) ausgeht. 
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und setzen, falls F noch von weiteren Variablen abhingt, an 4 den 
Index z. Unser Ausgangspunkt ist die folgende Differentialdifferenzen- 
gleichung fiir eine Funktion ® (z, t): 


4,? a@ 


Thr geniigt die Reihe 





(7) (2,t) = ®,(2) +‘ —* Set Nd + G— uF A? #22) ‘. 








wo ®,(z) = ®(z,t,) = lim M(z,t) irgendeine gegebene Funktion ist, fiir 
t—+to 


alle ¢ im Innern ihres Konvergenzkreises (der natiirlich von ®,(z) abhingt 
und auf ¢, zusammenschrumpfen kann), da sie als Potenzreihe gliedweise 
differenziert werden darf. In der Poissonschen Funktion 


t? 
Wo (2, t) = hi 


haben wir, wenn A = 1 ist und z die ganzzahligen Werte durchliuft, eine 
Lésung der Gleichung (6), denn 


17-1 — t* my "iad t 
A, y,(z,t) = (z—11° — a = ~ iE (+ —1), 
A vol%t) _ 1 1, pea 9 —t) = Hot (2 
CO ee he") = ae (F -1). 


Folglich ist auch 


, a 
(8) > (x,t) = As yo (2, t) = aa 


eine Lésung, und fiir diese lautet die Entwicklung (7): 


(9) y,(z,t) = Py a 2 A; Yr (2, t) = pas Yr + m (2, b,). 
m=0 m=0 

Das ist aber nichts anderes als eine Charliersche Reihe mit dem Para- 

meterwert a = t,. Um ihre Konvergenz und die Darstellbarkeit ihrer 

Koeffizienten nach Formel (5) beurteilen zu kénnen, stiitzen wir uns auf 

ein Ergebnis von G. Szeg6*), das besagt: Eine Folge v(z) ist durch eine 

konvergente Charliersche Reihe mit den durch (5) gegebenen Koeffizienten 





3) Publiziert bei H. Pollaczek-Geiringer, Uber die Poissonsche Verteilung und 
die Entwicklung willkirlicher Verteilungen. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. § 
(1928), S. 292—309 (S. 306, FuBnote). 


17* 
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konvergiert. In unserem Fall ist dieser 


darstellbar, wenn Yew 








z=0 ¥o wea a) 
Ausdruck gleich 
2 are on Ve (%) yo(x,t) _ e- t-te) ka aa (-)’ 
¥o{*> to) L%, Vo (% 9) vol, bo) a, Po (%t) \b% 


y? (2, t) . . a pee 
Die Reihe pete (zt) konvergiert bei festem ¢, sie ist namlich gerade 


die in der Orthogonalitétarelation (4) vorkommende Summe. Unser Aus- 
druck, der eine Potenzreihe in = ist, konvergiert also erst recht, sobald 
0 

t, > 0 und 0 < tS ¢, ist. — Die Charliersche Reihe fiir p,(z,¢) und 
damit wegen der Eindeutigkeit*) der Entwicklung die Reihe (9) konvergiert 
also gewi8 fiir 0 <t< t, (folglich als Potenzreihe sogar fiir 0 <1 < 2¢,), 
unabhingig von z, und ihre Koeffizienten lassen sich nach Formel (5) 
ausdriicken. Das ergibt: 

aoe 0 fir n = 0,1,...,»—1 

& a + (2,1) Pa (2b) = } (t—te)"—" 

z= (n— v)! 

Der erste Teil dieser Formel ist mit dem ersten Teil der Orthogonalrelation (4) 
iquivalent. Der zweite Teil la8t sich so schreiben: 


fir n = », y+ 1, 





(C) D> r(2, t) Pn (2, ty) Wo (2, t) = = =. (n>v,0<t< 2¢,). 


(n— »)! t? 
z=0 
Das ist die Summenrelation, die wir ableiten wollten. Die Orthogonalitits- 
beziehung ist in ihr fiir ¢ = t, enthalten. 
Schon der Spezialfall » = 0 liefert ein bemerkenswertes Resultat: 





Dml5t) wls.9 = (2! eo, 0<t¢<24) 
oder 


t* - t—t,\" 
(Cy) 2 Pa td) 3 = 2 (Ire) 5 =e (AY. 
Man kann diese Beziehung als eine ,,erzeugende Gleichung“ fiir die p, (2, t,) 
oder p,(,t,) auffassen: Sie treten auf als Koeffizienten der Potenzreihen- 
entwicklung einer sehr einfachen Funktion. MHieraus folgt z. B. sofort 
die explizite Darstellung (3) der p, (z,t,). Weiterhin aber eréffnet (Cy) 
die Méglichkeit, die p, (z,t,) auch fiir nichtganze (positive und negative) n 





*) Ob diese irgendwo explizit bewiesen ist, entzicht sich meiner Kenntnis. 
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zu definieren und ihr asymptotisches Verhalten fiir groBe x nach der 
bekannten Darbouxschen Methode zu untersuchen, worauf an dieser Stelle 
nicht eingegangen werden soll. 


3. Das Randwertproblem der Differentialdifferenzengleichung. 


Die Gleichung (6), in der wir uns h positiv denken wollen, wird durch 
die Reihe (7) offenbar nicht allgemein gelést. Letztere entspricht dem, 
was man in der Theorie der Differentialgleichungen eine analytische Lésung 
nennt. Um @(z,t) nach (7) an einer Stelle z zu bekommen, mu wegen 
des Auftretens von A ®,, A*®,, ... die Funktion ®, (z) in allen Punkten z, 
a—h, c—2h,... gegeben sein, und zwar — damit itiberhaupt ein Kon- 
f° ®|" endlich ist. 

Wir wollen dagegen jetzt allgemeiner fiir die Gleichung (6) ein Rand- 
wertproblem stellen, das so formuliert ist: 

Wir suchen diejenige Funktion ®(z,t), die 

(I) fir z= 2, +h, a +2h,... und ¢>0 der Gleichung 

O(x—h,t)—@(z,t) a@ 


h Ot 








vergenzgebiet existiert — so, daB8 lim sup | 





geniigt, 

(II) fir « = x, und t > 0 mit einer gegebenen Funktion Y(t) tiber- 
einstimmt, die in jedem endlichen Intervall 0 << ¢t<¢, als stetig und bis 
zum Nullpunkt uneigentlich absolut integrierbar vorausgésetzt wird’), 

(III) an den Stellen s = «4 +h, a + 2h,... fir t+ +0 den 
Werten ®, (zx) zustrebt, die véllig beliebig vorgegeben werden kénnen. 

Lésung: Schreibt man die Funktionalgleichung in der Form 


(10) Set FO) = FOE hp, 


so sieht man, daB ihre wiederholte Anwendung die Funktion ® (z, t) sofort 
links von z, zu definieren gestattet, und zwar, sobald ®(z,,t) als 
p-mal differenzierbare Funktion im Intervall t, < t < t, gegeben ist, fiir 
z= 2z,—h, x, —2h,..., % —ph und t, <t<t,. Das Problem, die 
Funktion nach rechts fortzusetzen, kann man auffassen als die Aufgabe, die 
gewohnliche Differentialgleichung (10) unter der Anfangsbedingung (III) zu 
integrieren, wobei c= 2, +h, 2+ 2h, ... fest und O(z —h,t) eine 
gegebene Funktion ist. Die Integration ergibt: 


t t 
(a) ®(2,t) = GO M[Oe—hnerdr+O(ye 





=~ 


0 
(zx = 4 +h, a + 2h,...). 


5) Wollte man die Funktion #(z, ¢) fir alle x > x betrachten, so miBte man 
ihren Wert nicht nur fir z), sondern in dem Streifen x = z < x -+ h vorgeben. 















262 G. Doetsch. 





Setzt man ®(z,,t) = W(t), so kann man nach dieser Formel ®(z, t) 
sukzessive fir « = 2, +h, z+ 2h, ... ausrechnen. 


Wir wollen die Lésung noch explizit angeben, was sehr erleichtert 





t 
wird, wenn man fiir die Integralbindung { F,(r) F,(t—t)dt (Faltungs- 
0 


integral) die symbolische Schreibweise F, + F, einfiihrt. Dieses symbolische 
Produkt ist kommutativ und assoziativ; fiir eine iterierte Faltung mit n 
gleichen Faktoren schreiben wir F**. In dieser Symbolik ist 


+ epee eres 


——— 


t t 
® (z, t) = £O(z—h,thee *+@,(z)e ® (¢=a,+h, 2+ 2h,...), 


also 


>|~ 


t 
@(z,+ h,t) = +) se *4+@,(z,+hje *, 


t \*2 


®(z,+ 2h,t) = a Y (t)« (eo i) 5 — ®, (2, + ale x) 


_ 


>- = 


+ ®, (x, + 2h) e *, 
usw., schlieBlich allgemein: 


D(z, -+ mh, t) = a w(ye(e*) 


t \em t\e2 
+ hi ©, (a +h) (e *) $2. +26, (x + (m— i) le r) 
t 
+, (c,+mh)ye *. 
Nun ist aber 
_t\*" "-? sak 
(11) ¥ r) “tan A. 


Daher kann man die allgemeine Lésung auch in der Gestalt schreiben: 
t 


gmt, * 
(bd) OH + 04,6 = ER e 


me | yma 
+e rh (e+) “+ eee 


+ D, (x + (m — NA) at ®, (2, + my}. 









aes: 


- ep 


Pee eee 
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4. Die Charlierschen Funktionen 
als spezielle Fille der allgemeinen Lésung. 


Die Charlierschen Funktionen y, (z,¢) geniigen der Funktional- 
gleichung (6), miissen also in der Lésung (0) enthalten sein. Bei ihnen 
ist h = 1 zu setzen, und wir wollen z, = 0 nehmen. Die Randbedingungen, 
denen sie entsprechen, sind die folgenden: Gema8 (2) ist 


Y(t) = (— 1)*e~ 4. 
Um ®,(z) = lim y,(z,t) fir «= 1,2,... festzustelleh, gehen wir von 
t-+o 
der expliziten Darstellung (3) aus: 


Min (n, z) 


rod = et 3 emre()te() 


in (n, ¢*#-* 
wi oS (—}) lexan 


Aus dieser ersieht man, daf 


a) ®,(2) = | (—1r-*(2) fel sese. 
0 fir z>n 





ist. Wir kénnen durchweg ®,(z) = (— ip-*(*) setzen, da dieser Aus- 
druck fiir z > automatisch verschwindet. 
Mit diesen Funktionen VY bi und ®, (zx) ergibt die Formel (0): 


on | it 


© (m,0) = (— Irene Fa + te) ot 


+(—apreet(” apt r-9(2)} 
oder unter Beriicksichtigung von (11): 


@(m,t) = e* Y(—1p-* (*) 


s tm" 


was in der Tat mit y,(m,t) tibereinstimmt. 

Setzt man die Funktionen y, (x,t) vermittels der Funktional- 
gleichung (10) nach links, d.h. fir c= — 1, — 2,... fort, so verschwinden 
sie dort identisch. Denn (10) ergibt: 


Yu(— 1, t) = yo (0, t) + 2829 — (_ iyme-t 4 (— ys tte-t = 0; 


dann ist natiirlich erst recht y,(— 2,t), y,(— 3,¢) usw. gleich 0. 
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5. Eine allgemeinere Klasse von Polynomen. 

Diese Betrachtungen legen es nahe, die Charlierschen Funktionen y, (z, t) 
in eine allgemeinere Klasse einzuordnen, die sich sehr einfach und natur- 
gem&iB als eine besonders ausgezeichnete Lésungsschar der Funktional- 
gleichung (10) definieren laBt. 

Damit eine Lésung der Gleichung 





(13) P(x —1,t) = D(z, t) + 299 
(2 ganzzahlig) fiir s — — 1 verschwindet, mu8 
(0,1) + 22M _ 9, 
also ®(0,t) = ce-* sein. Ubrigens ist ¢ = ®(0,0) = O,(0). Ist 
®(— 1,t) = 0, so ist auch ®(— 2,t) = O(—3,t) = ... = 0; folglich: 
Die einzigen Lisungen von (13), die fiir = —1, —2,... und 


t > 0 verschwinden, sind diejenigen mit der Randfunktion 

Y(t) = O(0,t) = B, (0) e-*. 
Ihre Gesamtheit wird nach (6) fiir « = 1, 2,..., m,... und t > 0 gegeben 
durch *) 


@-" 


a m ™ J 

 (m,t) = et 3'9,(0) mai = wi - 2 @,(») v1 (™) t-", 
wo die ®,(v) beliebig vorgegebene Werte sind. 

Die Charlierschen Funktionen, die ja die Eigenschaft des Verschwindens 
fir z = — 1, —2,... haben, sind unter den @ enthalten: Setzt man 


im Einklang mit (12) speziell ®,(») = (— y-(") so geht D(m,t) in 
Yn (m,t), bzw. das fiir ganzzahlige z definierte Polynom 


P(z,t) = 2 Fol) (*)t-> 
in das n-te Charliersche Polynom p, (z,t) iiber. 

Die Funktionen ®(m,t) haben noch eine weitere Eigenschajt, die sie 
in unmittelbare Nahe der Funktionen y,(m,¢) riickt und die zugleich 
erkennen la8t, daB die y,(m,t) die einfachste Schar innerhalb der ®(m, t) 
darstellen. Eine Funktion ® hangt einzig und allein von den vorgegebenen 
Werten ®,(v) = D(»,0), » = 0,1,..., die ihre ,»Anfangswerte“ heifen 
mégen, ab. (Fiir negative » ist D(v,0) = in @(v,t) = 0 m setzen.) 

>0 


*) Wir bezeichnen diese Funktionen mit #, um daran zu erinnern, daB es 
sich bei ihnen um eine spezielle Klasse von Lésungen handelt. 
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Wir wollen nun einmal von einer ganz bestimmten Funktion ®(m, t) aus- 
gehen und auf sie den ProzeB A,, anwenden, durch den man nach (1) 
alle Funktionen y, (m,t) aus einer speziellen, nimlich y, (m,t), gewinnen 
konnte. (Nach (13) ist dieser ProzeB A,, gleichbedeutend mit dem 
ProzeB 0/At). Es ergibt sich (wenn man beachtet, daB ®,(— 1) = 0 ist): 


"iii late 


ll 

i) 
| 
~ 


A,, ® (m, t) 5 aot 3 Ol) 
vy=0 


(m—v—l1 


’ 


[,(»— 1) — (9) 


— 


~' Pee. 


(m— vy»)! 


Der ProzeB A,, macht also aus der Funktion ®(m,t) eine Funktion der- 
selben Klasse, die sich aus den ersten Differenzen der friiheren Anfangs- 
werte aufbaut. Durch Iterierung dieses Prozesses sieht man: Von jeder 
Funktion ® strahlt eine Folge von ebensolchen Funktionen aus, die suk- 
zessive durch den ProzeB A,, oder 0/0t auseinander entstehen und die thre 
Anfangswerte den Zeilen des vollstindigen Differenzenschemas der Werte ®,(v) 


entnehmen: 









































—s |} = 0 1 2 Se y 
A° itis 0 0 *, (0) , (1) #, (2) tee by (¥) 
Me. oss 0 O | A, (0) | AMo(1) | 4% 4(2)| «-- | A%o(r) 
A? i 0 0 A? 4, (0) | A24,(1)| 424% 9(2)| ... A*4,5(¥) 





Nun hat schon Charlier ganz allgemein den Gedanken ausgesprochen, 
statistische Verteilungen in Reihen zu entwickeln, die nach den Differenzen 
einer Funktion fortschreiten, wovon die oben behandelte y,-Reihe nur 
ein Spezialfall war. Die zu einer festen ®-Funktion gehérige Differenzen- 
folge diirfte hierzu besonders geeignet sein, da sie einerseits der in vielen 
Problemen bewihrten y,-Folge so nahe steht, andererseits aber wegen 
der Freiheit, die in der Wahl der Anfangswerte ®,(¥) liegt, befihigt ist, 
sich auch komplizierteren Verteilungen, die sich der y,-Entwicklung nur 
schlecht fiigen wollen, anzuschmiegen’). 


7) Auch in der Differenzenrechnung kénnen die Funktionen # (m, t) vielleicht 
eine Rolle spielen, da sich der 4-ProzeB an den unendlich vielen Werten %(,) 
umsetzt in den 4m-ProzeB an der einen, mit ihnen assoziierten Funktion “+. 
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Man sieht nun, da8 von diesem Standpunkt aus die Funktionen Vn 
in der Tat die einfachsten sind, auf die man verfallen konnte. Sie strahlen 
von der Funktion y, aus, und fiir diese lauten die Anfangswerte einfach: 

%,(0) = 1, (1) =0, %(2)=0,... 
Das Differenzenschema sieht hier so aus: 














wt Tank 0 1 2 3 ° 
a}... 0 | 0 0 0 ° 
a}...| 0 fo |-1 1 0 0 ° 
at...) 01/0] 1 -2 1 0 ° 
a} ...| © | 0 \—a"\(-1"-*(7)|(-19"-4(9) | (-1"-*(3)|--- |-"(*) | - 



































Nach n-maliger Differenzenbildung ergeben sich die Anfangswerte (—1)"—" (*), 


denn fiir » = 0 stimmt dieser Wert, und fiir die héheren n erweist er 
sich durch vollstindige Induktion als richtig: 


4 (ar (oy = (— ee» (2) (Ip) 


= (—1p-"*" [(," ,)+(*)] 


= (—1)"+0-> ‘gots * 


(Eingegangen am 13. 2. 1933.) 
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Uber asymptotische Entwicklungen bei Randwert- 
aufgaben der Gleichung 44u+Au = dy. 


Von 


Erich Rothe in Breslau. 


Zweck der folgenden Zeilen ist, am Beispiel von A4u+Au qu 
zeigen, daB die in einer friiheren Arbeit) erhaltenen Ergebnisse beziiglich 
asymptotischer Entwicklungen bei elliptischen Randwertaufgaben zweiter 
Ordnung sich auch auf Randwertaufgaben héherer Ordnung iibertragen 
lassen. Genauer gesprochen sollen die beiden folgenden Sitze bewiesen 
werden : 

Satz 1. Sei S ein im Endlichen liegender dreidimensionaler Bereich. 
An seinem Rande seien gewisse lineare homogene Randbedingungen H vor- 
geschrieben. Vorausgesetzt wird, daB zu diesen Randbedingungen und dem 
Operator 4® = A A eine reelle symmetrische Greensche Funktion K (s, t) *) 
existiere, die im Sinn der Theorie der Integralgleichungen brauchbar 
unstetig sei. Es seien ferner WS” bzw. W{” die beiden Winkelriume der 
komplexen A-Ebene, welche die positive bzw. negative reelle Achse in 
ihrem Innern enthalten und von den beiden durch den Nullpunkt unter 


den Winkeln + ¢ (0 < ee a) gegen die reelle Achse gezogenen Ge- 


raden begrenzt werden. Ist dann p(s) eine gegebene in 8 (4m + 4)-mal 
stetig differenzierbare Funktion und k eine beliebige reelle Zahl, so gilt 
in jedem inneren, vom Rande mehr als d entfernten Punkte fiir die 
Lésung v der durch die Randbedingungen H und die Gleichung 


A®y + Av = ity (A® = AA) 


1) E. Rothe, Uber asymptotische Entwicklungen bei elliptischen Randwert- 
aufgaben partieller Differentialgleichungen, Math. Annalen 108 (1933), 8.578. Im 
folgenden mit A. E. zitiert. 

2) Die Variablen s, t bedeuten Punkte des Bereiches 8. Entsprechend schreiben 


wir Raumintegrale kurz in der Form { / (t) dt. 
8 
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gegebenen Randwertaufgabe die Darstellung 


y A® y AM » ; ied Ae™-® 
=m 3 E sa + eee + (— 1 ‘ane + Pe 





mit 
| Pal < 


~gmti—k? 


wenn 4 auBerhalb der Winkelriume W:” und W~” liegt; C ist dabei eine 
von d,e,m, {x (s, typ dt}, dem Inhalt von 8 und der gegebenen Funk- 


tion y, aber nicht von A und s abhingige Konstante. 


Satz 2. Am Rande des dreidimensionalen Bereiches $ seien lineare 
inhomogene von A unabhingige Randbedingungen J vorgeschrieben. Zu 
den zugehérigen homogenen Randbedingungen H mége eine symmetrische 
Greensche Funktion K (s,¢) von AA existieren. Ist dann w die den Be- 
dingungen J geniigende Lésung der Gleichung 


AAw+iAw=0 


und 6 >d ein Paar positiver Zahlen, so gibt es eine positive Zahl A,, so 
da8 folgendes der Fall ist: In jedem inneren Punkte s von $, der vom 
Rande um mindestens 6 entfernt ist, gilt 


¢ é€ 
{wo | < glade ce 
fiir alle nicht W:”, WS angehérigen 4, deren Betrag oberhalb 4, liegt. 
Zum Beweise beider Sdtze geniigt es nach A. E., Hilfssatz V, und den 
zum Beweise der Sitze I und II in A. E. (§5) gemachten Ausfiihrungen, 


den folgenden, dem Hilfssatz VI in A. E. entsprechenden Hilfssatz 1 zu 
beweisen: 


Hilfssatz 1. Sei G(s, t, 2) in dem dreidimensionalen Bereich 8 der 
lésende Kern zu dem symmetrischen brauchbar unstetigen Kern K (s, t) 
der Satze 1, 2. Fiir s + ¢ geniige also @(s,t, A) (in s) der Gleichung 
(1) AAG +A4G =0. 

Ist dann der innere Punkt s vom Punkte ¢ und vom Rande des Be- 
reiches 8 um mehr als 7 entfernt und ist 6 eine positive, der Ungleithung 
(2) 0<bd<7n 

geniigende Zahl, so gibt es ein 4,, so da® fiir alle nicht in den Winkel- 
riumen W%”, WS gelegenen 4, fiir welche iiberdies || > A, ist, 


4 & 
—1A| ein = 3 


(3) |G(s, t,a)| <e 
gilt. 
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Zum Beweise zeigen wir zuniachst die Richtigkeit des folgenden 
Hilfssatz 2. Ist U eine in der Kugel k, mit dem Mittelpunkt s 
und dem Radius 7 regulire Lésung der Gleichung 


(4)  AAU+AU =0, 
so gilt : 
(5) 2aV—AU(s) = ¥ | Uae +f | AU dr, 
ky k 
wobei ; 
a mia ig) = Ga ig — aT 0 9 eg oe — cos¥ —An), 
6B =B(n)= => (Sin Vain + sin Y— in—V- An (Gol V—2 An 
sae + cos V— An)}, 


N= Meo) = 42) Cat Tnome ir 


1 l 
| teV—Aa IqV—A t A at 
i. (tg V n+ 3V— 0+) ie y aV—A ntgV¥— n}- 





Beweis. Wir setzen 





4 a 4 
y— = in V— 
6) v%, (r) = sores V, (r) = =, v; (r) ois sin - ao 
SinJ—ar 
Y.= se 


Diese Funktionen sind Lésungen von (4). Wendet man daher die fiir 
irgend einen Bereich 8’ und irgend zwei darin viermal stetig differenzier- 
bare Funktionen u, v giiltige Greensche Formel 


Jw4av—ed aware — | (u24% 4 aud? — 994% 49 2*)do 








Rand von 8’ 


(n auBere Normale) 


auf eine zu k, konzentrische Kugel vom Radius r << 7 mit u = U und 
v = v,(v = 1, 2,3, 4) an, so erhalt man in der iiblichen Weise, wenn 
man noch ys ia 


st | Uao+ = Bf Ande a PREIS SE 








(vy) = Or 


r r r 


(0, Oberfliche von k,) 
—4n(A4U — Y—AD) = (1), 
—42(4U + Y—AD) = (2), 

0 = (3), 
0 = (4). 


einfiihrt, 
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Diese Formeln fassen wir als lineare Gleichungen fiir die in (v) auf- 
tretenden Oberflichenintegrale mit den Integranden U, AU, “s". Ad 
auf. Auflésung nach den beiden erstgenannten liefert nach elementarer 
Rechnung unter Beachtung von (6): 


4 = Oy 
{4 Udo = 2xrV—A(SmY—Ar —sinf—AnU 


O, 


2ar 





4 4 
(Gin V— Ar+sinY—Ar)AU, 
—A 


[ Udo a oz [221 VA (Sin VF + sin Ve) 


O, 





aes (Gin V—Ar ~da¥—Aina u| 
— 


Integration iiber r von 0 bis 7 liefert 





‘ ——_ AU 
AUdt =2n2V—AUA+2n——B, 


wey ¥ 
" y 7 


4 AU 
V=a | Uae = 22 V1 B+ 205 A 
y—a 


Ry 


= a 4 
An + cos ¥—An} — As (Sin =A + sin VA, 


k 





mit 





—A 


=. 





cos ¥— An} — tee i (Gin V—An — sin Y—A An}. 


4 
Auflésung dieser Gleichungen fiir U und AU nach 22 ¥—AU liefert die 
Behauptung (5). 
Nunmehr gehen wir zum Beweise von Hilfssatz 1 iiber. Da G(s, t, A) 


als Funktion des ersten Arguments innerhalb k, eine reguldre ica 
von (1) ist, so kénnen wir in (5) 


(7) U (8) = G(s, t, a) 


4 
setzen. Setzen wir ferner Y—A=a-+ ib, so sind (fiir A + 0) wegen 
des Ausschlusses von W~” a und b + 0, und da die Gleichung (5) fiir jede der 


4 
vier Bestimmungen von Y— 4 gilt, kénnen wir ohne Beschrinkung der 
Allgemeinheit 
(8) a>0, b>0 
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annehbmen. Driickt man nun die in (5a) auftretenden trigonometrischen 
und hyperbolischen Funktionen durch die e-Funktion aus, so sieht man 
durch elementare Rechnung ein, da® fiir 4 + co (also auf Grund des 
Ausschlusses des Winkelraumes W* fiir a > oo, b +> oo) 


Eile tog) -- +g} 
ae aio es = 


rete pern+eG | ) 
y—2 \—in 


ist, wobei O das Landausche Symbol bedeutet. 
Was nun die Integrale in (5) betrifft, so bemerken wir, da8 nach 
A. E., Hilfssatz III 


(10) | (G(s, ¢, aydt| < C, 
ky 























ist, wobei die Konstante C, (fiir ¢ c 8) mur von ¢, Max J [K (s, t)}* dt 
und dem Inhalt des Bereiches 8 abhingt. Das andere abzuschitzende 
Integral in (5) ist nach (7) 
U,(t) = [AU dt = { y(t) A,G(z, t, Ade), 
ky 8 


wenn 
as 1 in k, 
?(™) = \0 auBerhalb &, 
gesetzt ist. Aus der Relation zwischen Kern und lésendem Kern 
G(x, t, A) = K(x, t)+ 4 (C(x, 0, a) K(0,0d0 
B 
folgt durch Differentiation 


A.G(t, t, 4) = 4K (r,t) + 4[ AG (r, 0, 4) K (0, dO). 
8 


Multiplikation mit g(r) und nachfolgende Integration liefert fiir U, (t) 
die Integralgleichung. 
(11) U,(t) — A[ K (0, .)U,(0)d0 = { p(t) A, K(z, t) dr. 

* B 


3) Der Index rt bei 4, soll andeuten, daB nach 1 zu differenzieren ist. 
4) Die Differentiation unter dem Integra! ist erlaubt. Man beachte hierzu, 


da8 r eine Grundlésung von 4 4u = 0 und daB Ar = 2 ist. 
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Sind u, die Eigenfunktionen und A, die zugehérigen Eigenwerte des sym- 
metrischen Kernes K(#, t), so lautet die Lésung von (11) 


(t) 

U, (0) = [o(2) 4K (, thdr+Aa s(25 J[mO) 94K (x, ddr ad}. 
i=1 

Fiir alle auBerhalb der Winkelriume W‘”, W gelegenen A ist daher auf 

Grund der Schwarzsehen und Besselschen Ungleichung 


JA} 
sin ¢ 


0,0 s {\4 K(t, tdr|+ 14! 


Ry 


are j) us(8) g(t) A, K(r, O)drdd| 





< {| 4. K(r,t)de|+ 4! y [xe x)’ dt {l{l4- -K (1, #)|dr|'dd. 


ky 


Also ist fir |A| > 2’ > 0 

(12) U, S ¢,|A| (t c 8), 
wo die Konstante C, von /’ und «, aber nicht von A oder? abhiangt. 
Aus (9), (10) und (12) im Verein mit (5) und (7) folgt nun fiir |A| > 2’ 


= 
(13) |G (8, t, A)| = Const | yA 6 e~ 1° Min (a, bd) 
(s,¢ c B), 


wo Const von 4’, « und 7, aber nicht von A, s oder ¢ abhingt. 
Da nun A in keinem der Winkelraume W!”, W% liegt, so liegt bei der 


4 
Festsetzung (8) arc ) — A zwischen e/4 und 2/2 — e/4, woraus man leicht auf 
4 \ 
(14) Min (a, 6) > VjA| sin + (0<ex<$) 


schlieBt. Aus (13) und (14) folgt aber sofort (3), wenn man noch (2) 
beachtet. Hilfssatz 1 und also auch die eingangs angefiihrten Sitze 1 
und 2 sind damit bewiesen. 


(Eingegangen am 24. 3. 1933.) 

















On the properties of domains and their boundaries in Z,,’). 


By 
R. L. Wilder in Ann Arbor, Mich. (USA.). 


In his work “Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannig- 
faltigkeiten”*), Schoenflies supplied definite direction and method for the 
topological investigation of plane sets of points. He gave special atten- 
tion to the relation of continua, especially Jordan continua*), to their 
complementary domains; his results concerning common boundaries of 
two domains, the converse of the Jordan curve theorem, and the charac- 
terization of Jordan continua by external properties, are classic. Although 
those topologists who proceeded in the direction which he indicated have 
virtually cleared up the topology of plane point sets, our knowledge of 
corresponding topological properties of point sets in higher dimensions is 
relatively meager. It is apparent, indeed, that there has grown up a 
feeling among topologists that the results obtained by Schoenflies are in 
great part not extendible to higher dimensions‘). 

1) The contents of this paper were presented to the American Mathematical 
Society in three parts: (1) A converse of the theorem regarding the separation of E, 
by a closed two-dimensional manifold of genus p (Bull. Amer. Math. Soc. 36 (1930), 
p- 219, abstract no. 196); (2) second paper, under same title as (1) (ibid. 87 
(1931), p. 519, abstract no. 236); (3) On Jordan continua that are the common boun- 
daries of two or more domains in E, (ibid. 37, p. 525, abstract no. 258). The main 
results of (1) and (2) are embodied in Theorems 16 and 20 of the present paper, 
and were originally obtained by very different although much more complicated 
methods than those used in the present instance. It was because the author re- 
cognized that the results of (3) could be used to obtain simpler proofs of the 
theorems given in (1) and (2) that the above papers are here combined. 

2) Erganzungsband, Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver., 1908. 

3) A Jordan continuum is a compact, connected and locally connected point 
set. Such continua ere also variously termed continuous curves, Peano continua 
or simply locally connected continua. 

*) See, for instan e, G. Feigl, Geschichtliche Entwicklung der Topologie, Jahresb. 
d. Deutsch. Math.-Ver. 87 (1928), pp. 273—286. 
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The reasons for this state of affairs, are, I believe, not difficult to 
ascertain. The so-called set-theoretic method, based on the neighborhood- 
limit point notion, which has been almost exclusively used in carrying 
on the researches begun by Schoenflies in the plane, is only partially 
the method used by Schoenflies, who made strong use of the properties 
of polyhedrals and the Riemann connectivity numbers, and who indicated 
in his paragraphs entitled “Ausdehnung auf den Raum” that in extending 
his results to higher dimensions, account must be taken of the connec- 
tivity of higher dimensional polyhedrals®). The fact that it has been 
fairly well established that the set-theoretic method alone is sufficient 
for plane topology, should not blind us to the possibility that in attemp- 
ting to extend results to higher dimensions we must at least adopt the 
complete method of Schoenflies. 


I have already indicated, in a previous work devoted to the con- 
verse of the “Jordan curve theorem” in £,°), what I believe to be the 
higher dimensional analogue of Schoenflies’ method. This consists in the 
use not only of the set theoretic properties of a point set M but of what 
we may call the combinatorial properties of M’). In this manner the 
properties in the large are made manifest, as well as the local properties 
exhibited by the set-theoretic method §). 


It is the purpose of the present paper, by continued use of this 
unified method, to obtain results which are the higher dimensional ana- 
logue of much of Schoenflies’ work concerning domains and their boun- 
daries in the plane. We shall find it expedient to introduce the finer 
methods of the pure combinatorial topology as begun by Brouwer®) in 
his amendments to the work of Schoenflies and later developed by Vie- 


5) See, for instance, the latter part of chapter 5 of Schoenflies’ work cited 
above. 


6) R. L. Wilder, A converse of the Jordan-Brouwer separation theorem in three 
dimensions, Trans. Amer. Math. Soc. 82 (1930), pp. 632—657. 


7) We shall use the ’modulo 2“ combinatorial topology throughout, since it 
seems sufficient to achieve the desired results. For an exposition of this see 
O. Veblen, Analysis Situs, Amer. Math. Soc. Coll. Pub. 5, part II, 1931 (204 ed.). 
A brief exposition which is sufficient for the purposes of the present paper will 
be found in the paper cited in *) below. 

8) See my paper Point seis in three and higher dimensions and their investi- 
gation by means of a unified analysis situs, Bull. Amer. Math. Soc. 88 (1932), 
pp. 649—692. 


*) L. E. J. Brouwer, Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve, Math. Ann. 
72 (1912), pp. 422—425. 
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toris’®). I shall first consider some fundamental questions concerning 
common boundaries of two or more domains, with special reference to 
Jordan continua and to the higher connectivity of the domains and their 
interlinking. In conclusion I shall give what we may say is the com- 
plete solution of the problem of extending Schoenflies’ converse of the 
Jordan curve theorem to £,. 

It was shown by Brouwer") that a plane closed curve, that is, 
a continuum which is the common boundary of all its (at least two) 
complementary domains, may bound more than two mutually exclusive 
domains. In his investigations concerning irreducible cuts of the plane). 
Kuratowski determined that a closed curve which has more than two 
such complementary domains is either an indecomposable continuum or 
the sum of two indecomposable continua. 

For the sake of uniformity, a compact, connected, metric space of 
dimension m whose Brouwer number p™(M) > 0 but such that if K is 
a closed proper subset of M then p™(K) = 0, we shall call (following 
Alexandroff) a closed cantorian manifold of dimension m™). In particular, 
then, a continuum in £, which is the common boundary of all its com- 
plementary domains is a closed cantorian manifold of dimension n— 1 
and conversely. 

We may first ask, in view of the results of Brouwer and Kura- 
towski just referred to: Do there exist, in Z,, closed cantorian manifolds 
that bound more than two domains, and that are neither indecompo- 
sable nor the sum of two indecomposable continua? We shall prove 
the following theorem: 

Theorem 1. There exists, in E,, a surface S, which is both a 
Jordan continuum and a closed cantorian manifold, and which bounds three 
(any finite number > 2 of, or a denumerable infinity of) domains"). 

Proof. We shall first construct the surface S,, We use a method 
similar to that employed by Wada in the construction of an indecompo- 


10) L. Vietoris, Ober den héheren Zusammenhang kompakter Raume und eine 
Klasse von zu gatreuen Abbildungen, Math. Ann. 97 (1927), pp. 454—472. 
See also P. Alexandroff, Untersuchungen iiber Gestalt und Lage 
Mengen beliebiger Dimension, Annals of Math. 80 (1928—29), pp. 101—187. 

11) L. E. J. Brouwer, Zur Analysis Situs, Math. Ann. 68 (1910), pp. 422—444. 
See also the example of Wada referred to below. 

18) C. Kuratowski, Sur les cowpures irréductibles du plan, Fund. Math. 6 (1924), 
pp- 130—145. 

18) See the memoir of Alexandroff cited in 1). 

14) It is well known that no Jordan continuum is an indecomposable conti- 
nuum. This fact follows easily, for instance, from the property of local connec- 
tedness and a theorem of Knaster and Kuratowski. See B. Knaster and C. Kura- 
towski, Sur les ensembles connexes, Fund. Math. 2 (1921), pp. 206—255, Th. VI. 


18* 
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sable continuum in the plane*’). Let us start with the set of all points 
(x,y,z) in cartesian three-space such that: 


(1) f—az2+y+2>0. 
(2) Y+2e+y+25>0. 
(3) etytes.. 


Denote this‘ set of points by S. Also, denote the set of all points of 
space that fail to satisfy the single condition (i) by D? (¢ = 1, 2, 3); thus 
E,—S = D2 + D} + Df. 

We first proceed as follows: From D}? we “bore” a “tunnel” into S 
expanding D? into a domain D} whose boundary is a topological 2-sphere 
not meeting F (D?) or F (D3)**), and such that every point of S— S-D} 
is within a distance unity from some point of D}. 
This tunnel is to be formed by boring out pieces 
bounded by semi-tori 7; (¢ = 1, 2,..., t,), which 
may vary in size, and which may be joined 
Tj consecutively in any manner (see figure 1) pro- 
vided that the joining be such that it is im- 
possible to join points of two non-consecutive 
semi-tori by a straight line interval which lies, 
except for its endpoints, within the tunnel. 
Furthermore, these semi-tori are not to lap back 
upon one another — more explicitly, T,; and T, 
have points in common if and only if 7 = i— 1 
or j =1%-+1, and no 7; meets F (D2) unless i = 1. 

We next bore a tunnel into S—S-D!, using semi-tori as above, 
expanding D} into a domain D} whose boundary is a topological 2-sphere, 
such that every point of S — S-(Dj + D}) is within a distance unity from 
some point of D}, and such that D} -(Di+ De) = 0. We then expand 

§ into a domain Dj satisfying similar conditions. This completes the 
first stage of the procedure. 

The n’th (n > 1) stage of the procedure begins as follows: Proceeding 
from D™~, we expand this domain into a domain D* by boring into 
S — S-.(D»~-1+ Dz—-* + Dz-?) as in the first stage, such that (1) every 
point of S not already tunneled out is within a distance 1/n from some 
point of D*, (2) every semi-torus that is used in this step is of diameter 
<l1/n, and (3) F(D®) is a topological 2-sphere that meets neither 
F(D3-*) nor F(Dz~—*). The expansions of D3-' and D"~' into Ds 


Ti+: 








5) See the memoir of K. Yoneyama, Theory of continuous sets of points, 
Téhoku Math. Journ. 12 (1917). p. 60. 


16) If D is a domain, by F(D) we mean the boundary, or frontier, of D. 
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and D® respectively will no doubt now be obvious to the reader from 
analogy to what has already been said. 

Denoting the set of points Dt — D»—' by Ar (i = 1, 2,3; "2 = 1,2, 
3,...) we define the following sets of points: 


co 


D, = Di +E A (i = 1,2, 3). 
n==1 


That S, is the common boundary of D,, D, and D, is readily seen, and 
that Z, — 8, = D,+ D, + D, is obvious, thus assuring us that S, is a 
closed cantorian manifold. (The connectedness of S, follows from a 
theorem of Brouwer'’), although this fact may be established indepen- 
dently by using the method which we give immediately in showing S, 
locally connected, to establish that S, is arcwise connected.) 

To show that S, is a Jordan continuum, it is necessary only to 
show that it is locally connected. Let P be any point of S, and e any 
positive number. We distinguish two cases, by noting that P may be 
a point in either of two sets M,, M,, defined as follows: 

oo 3 
mpd Oh 


M, = S, — M,. 


If P is a point of M,, there is a number 6 > 0 such that 6 < «/4 and 
if z is a point of M, whose distance from P is less than 6, then z is 
in an F(A") such that l/n < e/4. Let Q be any point of 8, whose 
distance from P is less than 6, and let PQ denote the straight line 
interval whose endpoints are P and Q. If all points of PQ belong to 
S,, then P and Q are joined by an arc of S, of diameter < ¢. Suppose z 
is a point of PQ not in S,. Then the component of PQ —S,-PQ 
determined by z is an open interval of PQ with endpoints a and 6, say. 
Clearly the points a and 6 belong to M,. Suppose they belong to 
F(A") (they may, it is true, belong to consecutive F(A*), but this case 
is handled similarly to the case in hand). Then a and 6b either both 
belong to the same semi-torus used in the construction of A*, or to 
consecutive semi-tori; since the semi-tori used in the construction of A* 
are all of diameter < 1/n (which is, in turn, < ¢/4), a and 6 are joined 
by an arc of M, which lies either wholly on one semi-torus or on two 
semi-tori that entered into the construction of A*; such an arc is of 


17) L. E. J. Brouwer, Beweis des Jordanschen Kurvensatzes, Math. Ann. 69 (1910), 
pp- 169—175. 
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diameter < ¢/2 and will be denoted by ¢,,. Clearly every point of ¢,, 
is at a distance less than e from P. 

As the points of PQ—S,-PQ form a denumerable set of open 
intervals ab, the arcs obtained as indicated above form a denumerable 
set of arcs t,, t,, t,, ..., whose diameters converge to zero. Then the set 


t=S,-PQ+ St, 


i=1 
is a Jordan continuum and therefore contains an arc s joining P and Q. 
Thus, P and Q are joined by an arc of S, of diameter < «. 
The case where P is a point of M, offers no difficulty in view of 
what we have shown above. If P is a point of F(D*), we must stipu- 
late, in addition to conditions analogous to those above, that 6 is such 


ke 
that if z and y are points of F(A") whose distances from P are less 


n=k—1 
than 4, then they are joined by an arc of 8, | > F(4")| whose dia- 
n-o=k—1 
meter is <_e/2. The construction of the arc s then proceeds practically 
as before. 

It follows, then, that S, is locally connected and therefore a Jordan 
continuum. This completes the proof of the theorem for the case of three 
complementary domains. 

To obtain n(n > 3) complementary domains, we of course proceed in 
a similar fashion, starting, however, with nm domains D{(i = 1,2,..., n) 
complementary to S. To obtain a denumerable infinity of domains, we 
start with a denumerable set of domains complementary to S, whose dia- 
meters converge to zero, and which converge to a common limiting point 
in S. The construction of tunnels then proceeds by the common diagonal 
procedure through the set of domains. 

Let us inquire more closely into the properties of the surface S,. 
We assert: (a) The Brouwer number p'(E, — S,) = 0; indeed, the 1-cycles 
of E, — 8, bound uniformly in E, — 8,**); (b) no are of S, disconnects S, ; 
and (c) no simple closed curve of S, disconnects S,. 

The proof that p'(Z, — 8,) = 0 is simple. Suppose J" is a 1-cycle 
of Z,—S8,. Without loss of generality, we may assume that J" is an 
irreducible cycle, hence connected, and therefore a subset of one com- 
plementary domain, say D,, of S,. Clearly, then, there exists an n such 
that J" is contained in Dt. But D® is a domain complementary to the 


18) If @ is an open subset of Z, we shal! say that the i-cycles (i < n) bound 
uniformly in G or are uniformly homologous to zero in G if p'(@) = 0 and for 
every « > 0 there exists a 56 > 0 such that every i-cycle of G of diameter < 6 
bounds a complex in @ of diameter < «. 




















Domains and their boundaries. 279 


topological sphere F (D*) and consequently '~0O in D*, and hence in 
E, — 8,. 

The rest of property (a) now follows from the following theorem: 

Theorem 2. In E,, let M be a Jordan continuum, and D a domain 
complementary to M such that the boundary, M’, of D has no cut point. 
Then if the (n — 2)-cycles of D all bound in D, they are uniformly homo- 
logous to zero in D. 

Proof. For purposes of symmetry, let us add the point at infinity 
to E, so that we may consider M as imbedded in the euclidean n-dimen- 
sional sphere H,. If the (m — 2)-cycles of D are not uniformly homo- 
logous to zero in D, there is a positive number « and a point P of M 
such that for every number 6 > 0 there exists, in D-S(P,4), an (n — 2)- 
cycle that is not homologous to zero in D-S(P, e)*). 

It is now necessary to know that P is not a cut-point of M. For 
this purpose we note the following lemma: 

Lemma 1. In E,, a cut-point of the boundary of a domain D com- 
plementary to a compact continuum M is also a cut-point of M*). 

Proof. Let M’ denote the boundary of D and let P be a point 
of M’ such that M’ — P is the sum of two mutually separated sets U 
and V. Let A and B denote points of U and V, respectively. By a 
theorem of Knaster and Kuratowski®™), there is a continuum K which 
separates A and B in £, and which contains no point of M’— P. By 
a theorem of Mazurkiewicz™), there is a subset C of K which forms an 
irreducible cut of E, between A and B. As C is an (m — 1)-dimensional 
closed cantorian manifold, the set C — P is connected**). 

As A and B are boundary points of D, it is clear that D-(C — P) 
+0. Then, since M’-(C —P)=0, C—P must be a subset of D. 
Consequently, M-(C — P) = 0. Thus C-M =P, and as C separates 
the points A and B of M, the set M — P is not connected. 

To return to the proof of Theorem 2: Since, by Lemma 1, P cannot 
be a cut-point of M, there exists an M-domain™) H containing P and 

19) For any positive number 5 the symbol S(P,6) denotes the set of all 
points of space whose distance from P is < 6. The boundary of S(P, 5) we shall 
denote by F (P, 6). 

20) For the case n — 2 see G.T. Whyburn, Concerning continua in the plane, 
‘Trans. Amer. Math. Soc. 29 (1927), pp. 369—400, Theorem 19. For the converse 
of this lemma see R. L. Moore, Concerning the common boundary of two domains, 
Fund. Math. 6 (1924), pp. 203—213, Theorem 8. 

1) Loc. cit., Theorem XXXVII, which holds in £,. 

#2) S. Mazurkiewicz, Sur un ensemble Gj, punctiforme, qui n’est pas homéo- 
morphe avec aucun ensemble linéaire, Fund. Math. 1 (1920), pp. 61—81, Theorem I, 

23) See P. Alexandroff, loc. cit., p. 154. 

24) An M-domain is a connected open subset of M. 
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lying in S(P,¢), such that M — H is connected”). Let 6 be a positive 
number such that M-S(P,d)c H. Let I’"~* denote any (n — 2)-cycle 
of D-8(P,4), and lt H—H=F=H-(M—H). Then there exist 


complexes J*~* such that 


(4) re-1+I*-* [D; H, — Hy) 
r=-1 1-2 (8(P,6); H, —[(M —H)+F(P,@)]}. 
Let the cycle ['*"-!-+ I'p—-* be denoted by J"~'. The complement of 
I’*—* is a finite number of domains. Furthermore, M —H is a conti- 
nuum which does not meet [*~'. For 
r=—1.(M — H) = (Ip? + 'p-)-(M — H) 
c I's—.(M — H) + I2-1.(M — H) = 0. 
Consequently M — H lies wholly in one of the domains complementary 
to *-'. Then from the domains complementary to J"—' that do not 
contain M— H we may form an n-complex bounded by /"*~—'; that is, 


(5) re-1~0 [H, —(M —H); H,— F). 

But 

(6) H-\(M —H)+F(P,e)} = H-(M—H) =F, 
and 

(7) H+ (M — H)+F(P,2) = M+F(P,e). 


Then from relations (4)—(7) and the Alexander Addition Theorem**) we 
have that [*-*~0 in D-S(P,e). As I'"—* was any (n — 2)-cycle of 
D-S(P,6), the theorem is proved. 

Since a (compact) common boundary of two domains has no cut 
point, we have the following corollary of Theorem 2. 

Corollary 1. If a common boundary of (at least) two domains in E,, 
is a Jordan continuum and D is one of these domains such that all (n — 2)- 
cycles of D bound in D, then the (n — 2)-cycles of D are uniformly homo- 
logous to zero in D. 

It is clear that the proof of Theorem 2 may be adapted to prove 
the following theorem: 

Theorem 2a. If, im Theorem 2, the condition that the (n — 2)- 
cycles of D all bound in D be replaced by the condition that there exists 
an e >0 such that all (n — 2)-cycles of D of diameter less than ¢ bound 
in D, then the set of all (n — 2)-cycles of the latter type bound uniformly in D. 

25) R. L. Wilder, On the imbedding of subsets of a metric space in Jordan 
continua, Fund. Math. 19 (1932), pp. 45—64. 

26) J. W. Alexander, A proof and extension of the Jordan-Brouwer separation 
theorem, Trans. Amer. Math. Soc. 28 (1922), pp. 333—349, Corollary W‘. For future 


reference we note that Theorem Y of this paper is what is known as the Alexander 
Duality Theorem. 
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Theorem 2a is applicable to such cases as, for instance, the case 
where M is a 2-dimensional manifold of optional connectivity in E,. 

Preparatory to showing that the surface S, has property (b) we prove 
the following theorem: 

Theorem 3. Let M be an m-dimensional closed cantorian manifold, 
and K a closed subset of M such that p™-*(K) =k. Then M—K has 
at most k +- 1 components. 

Proof. By the Menger imbedding theorem’), there exists an 
n(= 2m-+- 1) such that M can be imbedded in Z,. As M is an m-dimen- 
sional closed cantorian manifold, p™(M) > 0, and there is accordingly 
an (n — m — 1)-cycle, ["-™~—', which links M in E,”*). 

Suppose, now, that M— K has at least k+ 2 components. Then 
there exists a separation 

M—K=M,+4M,+4+... + Me+s, 
where the M, are mutually separated sets. As the set of points 
‘> M, + K is a proper closed subset of M, and M is a closed cantorian 


manifold, 
rk+?2 . 
are 
By virtue of (8), there exists a — M?~—™ such that 
(9) milena oo 2M, +m) (i = 1,2,...,k + 2). 
\ese 4 


Consider the cycles 
(10) yj" = Ms-" 4+ Mj-* (j = 2, 3, ..., &+ 2). 
We shall show that the cycles (10) form a set of k + 1 cycles which are 
linearly independent with respect to homologies in Z, — K. For suppose 
there exists a homology 


(11) H-™+ He +... +yp—"~0 (BE, — K). 
By (10), this hematile may be expressed as follows: 
(11’) Mj,” +-(Ma-" + 77, "+... +9, ")~0 (EB, — &). 


27) See K. Menger, Dimensionstheorie, p, 295. 

28) By well-known duality relations. See P. Alexandroff, Uber die Dualitat 
zwischen den Zusa hangszahlen einer abgeschlossenen Menge und des zu thr kom- 
plementdren Raumes, Gitt. Nachr. 1927, p. 323; F. Frankl, Topologische Beziehungen 
in sich kompakter Teilmengen euklidischer Réume zu ihren Komplementen sowie An- 
wendung auf die Prim-Enden-Theorie, Wien. Akad. d. Wiss., Math.-Naturw. KL, 
Sitz., Abt. 2A, 186 (1927), pp. 689—699; P. Alexandroff, loc. cit, pp. 156 ff; S. Lef- 
schetz, Closed point sets on a manifold, Annals of Math. 29 (1928), pp. 232—254. 
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But from relations (9) we have the following bounding relations: 


k+2 \ 
M}-* + [*- “| at ( x M+) 
(12) d rd 


Mr "+3, "+... +9, ">I" """ [B, — (Mj, + K)), 
and applying the Alexander Addition Theorem we have, by virtue of (11’) 
and (12) that 
(13) [=-=-1~0 (E£, — M), 
which stands im contradiction to the fact that /"-™~—* links M. 

We have shown, then, that if M has at least k + 2 components, 
there exists a set of k-+ 1 linearly independent (n — m)-cycles (10) in 
E,,— K. As this contradicts the fact that 

p"—™ (E, — K) = p™—'(K) = k®), 
we must conclude that M — K has at most k-+ 1 components. 

We now note that the fact that M is a closed cantorian manifold 
was used in the proof of Theorem 3 essentially to obtain relations (9). 
However, if M is given as a common boundary of two domains in £,, 
not necessarily a closed cantorian manifold, the relations (9), with 
n—m = 1, are obtainable without relations (8) (which may not now 
hold) by making use of the fact that if D, and D, are domains of which M 
is a common boundary, and P is a point of M, there exists a simple 
l-complex joining arbitrary points of D, and D, which meets M only in 
an arbitrarily small neighborhood of P. Consequently we have the 
following theorem: 

Theorem 4. (Generalized Urysohn-Alexandroff Theorem.) IJ/ a 
compact set M is the common boundary of two domains in E,, and K is a 
closed subset of M such that p"~*?(K) = k, then M — K has at most k +-1 
components. 

In particular, if K is of dimension < n — 3, then p"—*(K) = 0, 
and M — K is connected (Urysohn-Alexandroff) **); and in any case, if 
p"—°?(K) = 0, M —K is connected (Alexandroff)*). 

For the general theory of Jordan continua, especially in E,, the 
following corollary of Theorem 4 is of special interest: 

Corollary 2. Let M be a Jordan continuum which is a common 
boundary of (at least) two domains in E,. Then 1) no arc of M dis- 


2%) Proved for n = 3 and suggested for the general case by Urysohn; see 
P. Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, Fund. Math. 7 (1925), 
pp. 30—137 (especially p. 123) and ibid. 8 (1926), pp. 225—356 (especially pp. 311 
—313). Proved for the general case by P. Alexandroff, loc. cit. (p. 154). 

30) See P. Alexandroff, loc. cit. (p. 154). 
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connects M, 2) M is cyclicly connected*'), and 3) if J is a simple closed 
curve of M, then the set of points M —J has at most two components. 

We now turn to property (c) of S,, namely, that no simple closed 
curve of S, separates S,. Although a proof of this fact may be derived 
from the special properties of S,, we shall see, in the following theorem, 
that this is a general property of continua that are boundaries of at least 
three domains. 

Theorem 5. In E,, let M be a compact set that is the common 
boundary of at least three domains, D,,D, and D,. Then ij K is a closed 
subset of M such that p"-*(K) = k > 0, then M—K has at most k 
components. 

Proof. Let P, denote a point of D; (i = 1, 2,3) and suppose that 
M—K = M,+M,+...+Me+:, where the M, are mutually separated 
sets. Then there exist l-complexes Mj? such that 

Mi? + P,+P,[Ba— (K+ 2M); (= 1%)..0k+0, 

ae 

M? + P, be P, ss . is P 

Mf? + P, + P, " : ‘e 
Denote the 1-cycle M\”+ Mj” by y} (j = 2,3,....k4+1). It is 
shown, as in the proof of adie 3, that the cycles y'} form a complete 
set of k linearly independent cycles linking K. 

Consider the cycle M + M2 + M, which we shall denote by I". 
It will be noted that we are here assuming that k >1. The cycle J” 
links K, as may be shown by use of the Alexander Addition Theorem, 
and therefore there exists a homology relation 


(15) I~ my, (En—K); = 1,2,...,8). 

Suppose, first, an even number of the 7’s are different from zero. 
Then writing (15) with “0” in the right-hand member, and combining 
symbols modulo 2 wherever possible, we get 


(15’) MY + 2, MY? ~0 (E,, — KR). 


(14) 


However, we have the EP ay relations 
MY)>P,+ P, [E,—(K+M,+ M,+.. + Mah 


2M)? > P+ P, [B, — (K+ M,)) 
i+1 

31) A Jordan continuum M is called cyclicly connected if every two points 
of M lie on a simple closed curve of M. Every two points of a locally connected 
continuum having no cut point lie on a simple closed curve of that continuum; 
see G. T. Whyburn, On the cyclic connectivity theorem, Bull. Amer. Math. Soc. 37 
(1931), pp. 429—433, and earlier papers by the same author and W. L. Ayres 
referred to therein. 


(16) 
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and combining relations (15’) and (16) we see that M does not separate 
P, and P,, thus yielding a contradiction. 

Suppose, then, an odd number of the 7’s are different from zero. 
First, suppose only », +0. Then we have 


(17) I~ MY + MY (Z, — K) 
or, writing (17) with “O” in the right-hand member, 
(17’) MY + MY + MY ~0 (E,, — K). 


But we have the bounding relations 
MY +M2 + P,+ P, [(F,—(K+M,+ M,4+...+ My;,)], 
MY + P,+ P, [E, — (K + M,)), 

and relations (17’) and (18) imply that M does not separate P, and P,, 
again yielding a contradiction. The case where only 7, +0 is treated 
similarly. 

Consequently, there is at least one »,, where i > 2, that is not zero. 
We can therefore write (15) in the form 


(18) 


(15”) M? + MP + MM, + MY +...+ MP ~0 (EZ, — K). 


2h 

Again we have the bounding relations 
Mt, > P, + P, [Z, —(K + M,+- ee $My+ Mya at... +Mey,)J, 
My’ + M;)+ My) +...+MY,>P,+P, (Ea—(K+Mi+,)). 
Relations (15) and (19) imply that M does not separate P, and P,, 
giving the final contradiction for the case k > 1. 

If k = 1 (for k = 0, see Theorem 4), we proceed as follows: The 
cycle MY) + M® must link K, as already noted. Likewise, the cycle 
M® + M® + M® links K. Since p'(Z, — K) = p*-*(K) = 1, 


(19) 


(20) MY + My ~~ MY + M® 4- MS (E,, —s R), 
or 
(20’) MY + M+ MY ~0 (EZ, — K). 
But we have 

M? + P,+ P, [Z, — (K+ M,)}, 
i My +MY + P,+ P, (B, — (K+M,)) 


and relations (20’) and (21) imply that M does not separate P, and P,, 
contradicting our hypothesis. Thus the theorem is proved. 

Returning now to the surface S, and property (c): Since the 1-di- 
mensional Brouwer number of a simple closed curve is 1 and S, is a 
common boundary of at least three domains in E,, Theorem 5 tells us 
that no simple closed curve of S, disconnects S,. 
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Because of the relation between Theorems 3 and 4 it is now natural 
to ask if there does not exist an analogous relation between Theorem 5 
and a theorem on closed cantorian manifolds)? In the following theorem 
we answer this question. Because of the greater complications that arise 
in the general conditions assumed we give the proof completely, although 
there is some analogy to the proof of Theorem 5. 

Theorem 6. Let M be an m-dimensional closed cartorian manijeld 
such that p™(M)> 1; also, le’ K be a closed subset of M such that 
p™-"(K) = k>0™). Then M—K has at most k components. 

Proof. We can assume (Menger imbedding theorem) that M is 
imbedded in some E£,. Since p™(M) is at least as great as 2, there 
exist linearly independent cycles [’"—™~1 and '7—™~—? linking M in E,,*). 

Suppose M—K .= M,+ M,+...+ My4,, where the M, are 
mutually separated sets. As M is a closed cantorian manifold, 


k+1 
p™ Zz M,+K)=0 (¢ = 1,2,...,.k+1). 
s=1 


sti 
Hence, for each i, there are complexes M’ and M® such that 


@=1 
sti 


BP + fe-"** |B — ( -(x+ at) 
M;” — Ir: ofa ” 
Suppose first that k = 1. The cycle M“+ M{ must link K; likewise 
the cycle M® + M® links K. Consequently, since 
p"—™(E, — K) = p—"(K) =k = 1, 
MY + MY ~ M® + MY (EZ, — K) 
or 
(22) (M® + MY) + (MP + MY) ~ 0 (E,, — K). 
However, relation (22) together with the relations 
Mw” ae M = [e-9-1 + I'p-9-! (E, aad (K + M,)), 
My + Me _ ['s—e-1 + ip--e~2 (EZ, — (K + M,)] 
imply that 
FPr Oe? 4 Tye! oe ® (£, — M), 
which is impossible since these cycles are linearly independent in E,, — M. 


82) We recall the fact that a continuum which is a common boundary of two 
or more domains in Z, is not necessarily a closed cantorian manifold, since it may 
have other complementary domains of which it is not itself the boundary, in the 
sense that their boundaries are proper subsets of the continuum. 

38) For k = 0, Theorem 3 may be applied. 
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Consider then the case k > 1, in which there are at least three sets 
M,,M,,M,. Denote the (n —m)-cycles M{” + Mj” by y{} (j = 2,3,..., 
k-+ 1). As in the proof of Theorem 3, we may show that these con- 
stitute an (mn — m)-basis for FE, — K. 

That the cycle MY) + MY + M+ M® links K is shown in the 
usual manner, since we have 


BP + Mp + Ty-*— + -*— [E, — (K+ M,)}, 
f k+ 

P+ BP Fpre—§+ | - K+ 2m) 
i=1 
- : ixt&3 


Consequently, there exists a homology relation 


(23) M® + M2 + MY + MO ~n,y)+...4 my (E,, — K). 


1(k+1) 


Suppose, first, that an even number of the 7’s are different from 
zero. Then, writing (23) with “0” in the right-hand member, combining 
symbols modulo 2 wherever possible, we get 


(23) MY + J Mi? ~0 (E,, — K). 


i>1 


However, we have the bounding relations 


k+1 
(24) ene. | [F. : (x +g, M.)| 
zu? th seal [Z,, — (K +- M,)), 


and relations (23’) and (24) imply that [’"-"~—' does not link M. 


Suppose, then, that an odd number of the 7’s in (23) are different 
from zero. First, suppose only 7, +0. Then we have 


(25) MP+MP+MP+MP~MP+MP — (B,—K) 
or 
(25 MY + MP +MP+ MP ~o (B, — Ki). 


However, we have the bounding relations 


k 
MP + MP + [p-*-14 Fp-=— k " (* +2 m.)} 
ims / 


Mp + MP + Pp—"-1 + Tp-=—1 (Ba — (K + M,)) 
and relations (25’) and (26) imply that [»—"-'!+ Is—"—' does not 


link K. Similarly, for only 7, to be different from zero would imply 
that I'y—*—* does not link K. 


(26) 
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We may assume, then, that there is a least one »,, where i > 2, 
that is not zero. Let such an 7 be »,. We can therefore write (23) in 
the form 


(23”) My + My + M+ M?..+MP+...+ MP ~0 (EB, — RK). 


(oh 
But we have the bounding relations 
k+1 
M2,>T-"  [B,—-(K+ E M,)), 


(27) takes +3 


MP + MP + MP + MP +... 4+ MP, + I-84 Mh 


igh 
and relations (23’) and (27) imply that [’?-™~-* does not link M. 

In every ease, then, we are led to a contradiction, and the theorem 
is proved. 

It will probably occur to the reader that although Theorems 5 and 6 
place an upper limit on the number of components of M — K, it is 
possible, a priori, that there exists a smaller upper limit. Thus, for the 
surface S,, it appears as though no subset K of S, with the number 
p' (K) finite can disconnect S,. This raises the question, is it true in 
general that we could have, in Theorems 5 and 6, the conclusion that, 
for k finite, the set M — K is connected? That this is not the case, and that 
the upper limit imposed on the number of 
components of M —K in these theorems is 
really the smallest upper limit in general, the 
following example shows: 

In figure 2, D? and D}? are domains 
bounded by right cylinders and their bases. 
The domain D$ is the exterior of the solid 
whose appearance is that of a W superimposed 
on an M; this solid has the property that the 
plane 7 intersects it in a set K = J,+ J,, 
where J, and J, are simple closed curves. 
Obviously here p'(K) = k = 2. To get the 
surface we wish, we tunnel into the solid as 
in the construction of S,, except that Di, for 
instance, is obtained by extending D{ both 
above 7 and below 7, as in the figure. The 
resulting surface, S,, obtained by the complete process, has three com- 
plementary domains of which it is the common boundary, and conse- 
quently is a 2-dimensiona] closed cantorian manifold such that p* (S,) = 2. 
Clearly S,— K is the sum of two components, so that here we have a 
case where the number of components of M — K is exactly k > 1. 
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It is interesting to aote that by a slight modification in the con- 
struction of S, we obtain a curious surface S,. By way of introducing 
this surface we note that it is known) that a Jordan continuum which 
is not disconnected by the omission of any one of its arcs, but is dis- 
connected by the omission of any one of its simple closed curves, is 
a simple closed surface (topological 2-sphere). Furthermore, that if H, 
is a simple closed surface imbedded in £,, then we have the relations *) 


p’ (A;) = p’ (EB; — A) = 1, 
(28) p'(H,) = p' (£, — H,) = 9, 
p’(H,) = p*(E, — H,) 0. 

Theorem 7. There exists, in E,, a Jordan continuum S, which 
satisfies relations (28) if S, is substituted for H,, is the common boundary 
of its two (simply connected) complementary domains, and is not disconnected 
by the omission of any arc; yet not only is S, not a simple closed surface, 
but no simple closed curve of S, disconnects 8,. 


Proof. We proceed as in the construction of S,, except that the 
solid S is now the set of all points that satisfy relations (1) and (3), 
and D? and D are defined as before. It is easy to see, in view of our 
observations regarding S,, that the surface S, so constructed satisfies all 
of the conditions of Theorem 7, except the property that no simple closed 
curve of S, disconnects S,. As this property does not follow from any of 
our theorems we proceed to establish it. Let J be a simple closed 
curve of S,, and suppose S,—J is not connected. 

Consider the sets 


M, = 8,-SF(D); M, = 8, EF (D4). 


Neither of the sets S, — M,, S,— M, contains J. For M,, for instance, 
is connected and M, = S,, so that if J were wholly in S,—M,, then 
S,—J would be connected by virtue of the fact that it a connected set 
be augmented by the addition of an arbitrary subset of its limit points 
the resulting set is connected. 

Let us denote by B, the set of points J-M,(i = 1,2). Then 
M, — B, is not connected since if it were S,—J would be connected; 
for not all of the points of M, in the neighborhood of an arbitrary point 
of S, can belong to B,. Consequently M, — B, = A,-+ A,, separate. 


34) L. Zippin, On continuous curves and the Jordan Curve Theorem, Amer. Journ. 
Math. 52 (1930), pp. 331—350. 

85) J. W. Alexander, loc. cit., Theorem X‘. It is to be noted that the numbers p’ 
are uniformly less by unity than the numbers R’ employed in Alexander's paper. 





















Domains and their boundaries. 





289 


Denote the semi-tori that enter into the construction of D, by 
ti}, t?, t},..., where the superscripts denote the order of their construction, 
and let S,-# = Ti (i = 1, 2,3,...). Then, no matter how great n 
may be, there exists m>n such that T*-B, = 0; otherwise every 
point of S, would be a limit point of J. Furthermore there exists s > n 
such that A, (i = 1,2) has points in 7{. For suppose A,, say, lies 


wholly in F (D?) +- By Ti. The latter set is topologically a 2-cell whose 
i=1 


boundary we can assume contains no point of A,. The parts of this 
2-cell that belong respectively to A, and to A, constitute a separation 
of the 2-cell by a subset of an arc that does not meet the boundary of 
the 2-cell, which is of course impossible. 

Let n, be such that T™-B, = 0. Then Tm cA,, say. There 
exists n, > mn, such that T™-A, + 0, and n, > n, such that 7™. B, = 0. 


But the set of points s Ti is homeomorphic with the lateral surface 

of a finite right cylinder, “and since no points of B, lie in either 7™ 

or Ts, the omission of points of B, belonging to it does not dis- 

connect 5 Ti. But the separation of M, by B, induces a separation 
i=m 

of z Ti since the latter set contains points of both A, and A,. Thus 

the assumption that S,—J is not connected leads to a contradiction. 


Before proceeding to the next theorem it may be noted that although 
in the construction of surfaces S, and S, we have started from spherical 
regions of Z, to construct complementary domains, we might have started 
with regions bounded by tori, or, in general, with regions bounded by 
any closed 2-dimensional manifold of genus p. In this way we may 
arrive at Jordan continua that are common boundaries of at least three 
domains D; and such that p'(D,) + 0. 

It is well-known that in Z#, if M is a common boundary of two 
uniformly locally connected domains, at least one of which is bounded, 
then M is a Jordan continuum™). It is fairly obvious that the domains 
complementary to the surfaces constructed above are not uniformly locally 
connected. This raises the question, does there exist in H, a Jordan 
continuum which is the common boundary of more than two uniformly 








36) See R. L. Moore, On the relations of a continuous curve to its complementary 
domains in space of three dimensions, Proc. Nat. Acad. Sci. 8 (1922), pp. 33—38; 
in this paper will also be found some interesting examples of continuous curves 
in three dimensions; also see my paper referred to in °), p. 644, II, a slight alteration 
in the last paragraph of which yields a proof of this forthe case where there may 
be other complementary domains. 

Mathematische Annalen. 109. 19 
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locally connected domains? It is already known that if n= 2, the 
answer to this question is negative, since a bounded Jordan continuum 
in E, that is the common boundary of two domains is a simple closed 
curve *’); and we have already noted in the introduction the result of 
Kuratowski concerning a common boundary of more than two domains 
in E,. However, the situation in higher dimensions is decidedly different, 
as the following theorem and observations to be made subsequent to its 
proof will show. 

Theorem 8. There exists, in E,, a Jordan continuum S, which is 
the common boundary of three (any finite number > 2, a denumerable infinity 
of) domains, each of which is uniformly locally connected. 

Proof. As in the proof of Theorem 1, we shall use a tunneling 
process. For the sake of simplicity we shall illustrate the process by 
starting with just two initial domains D? and D$ (just as we might have 
done in indicating the method of constructing S,); the extension to more 
than two domains will be obvious. 


of 


TARAS 
Fig. 4. 


Let us, then, start with the set of points (z,y,z) such that 
l>2?+y'+2 >}, which constitutes a solid that we shall call S. De- 
note the bounded domain complementary to this solid by D}, the other 
domain by D}. Let ¢,, &5, €,,... denote a sequence of positive numbers 
which converge to zero. 

We shall not bore along semi-tori this time, but shall use a network 
of tunnels. Thus, starting out from D} we lay out a network somewhat 
as in figure 3, such that the diameter of the mesh is < ¢,; the mesh 
does not meet F(D}); the cross-diameter of the tube used is always 
<e,; and finally, if the domain into which D? is expanded is denoted 
by Di, then every point of S—S&-D} is within a distance ¢, of some 
point of D}. 

We now lay out a network from D} which interlinks the one con- 
structed above but does not meet it at any point, and which satisfies 





37) See R. L. Moore, Concerning continuous curves in the plane, Math. Zeitschr. 
15 (1922), pp. 254—260, Th. 5, and C. Kuratowski, loc. cit., Th. VII. 
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similar conditions. The mode of interlinking may be such as shown in 
figure 4. The domain into which D} is expanded by this new network 
of tunnels we denote by D}. 

In the next step, that is in the expanding of D} into D}, the network 
used in obtaining D} is extended so that every point of S — S -(D? 4- D}) 
is within a distance «, of some point of D?; the tube used in this 
extension is of a cross-diameter < «,, and in general the mesh is of 
diameter < «, except that a certain number of meshes will of necessity 
be of diameter > ¢,, perhaps (but not of diameter > e,), where it becomes 
necessary to link a tube of D} by a new mesh. 

The construction of Dj by extending D} now parallels that of Dj, 
and again we note that it is required that F (Dj)-F(D;) = 0. 

As the networks are more and more refined, it will appear that the 
number of meshes in Di, say, that link a tube of D] and hence are 
limited only to a diameter < «¢,, increases with i. However, it is to be 
noted that wherever it happens that two meshes, such as M, and M, in 
figure 5, lying side by side and linking Dj, reach a sufficient degree of 
proximity to one another, they are to be connected by tubes forming a 
finer mesh of Dj. Furthermore, that as more and 
more of such meshes as M, and M, are constructed, 
they fit more closely to D{ in such a way that a 
point P which is a limit point of a sequence of 
points P,, P,, P;,..., where P; and P,; (1 +) are 
from different meshes M, and M,, must lie on F (D}). 











We define 
dD, = Py Di, 
i=0 
D, = 5 Di, 
= Fig. 5. 


S, = F(D,) = F (D,). 
Then the domains D,, D, are uniformly locally connected. Consider D,, 
for instance. Let ¢ be an arbitrary assigned positive number, and let P 
be a point of F(D,). There is a 6 > 0 such that that part of the net- 
work entering into the construction of D, and having points in S(P, 4) 
is so fine that any two points of D, in S(P,6) can be joined within 
this network by an arc that lies wholly in S(P,«). From this it follows 
that D, is uniformly locally connected. 

Concerning the surface S, referred to in the statement of Theorem 8 
we now make the following assertions: (I) Every point of S, is accessible 
from each of the complementary domains of S,; (Il) tf P is any point of 
S, and ¢ is an arbitrary assigned positive number, then the component of S, 
19* 
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determined by P in S(P,«£) is the common boundary of three uniformly 
locally connected domains in S(P,«); (III) if P is any point of S, and « 
is an arbitrary assigned positive number, then in S(P, 2) there exist 1-cycles 
I} c Di (¢ = 1, 2,3) such that I} links S,; (IV) if D,; is any one of the 
domains complementary to S,, then p'(D,) is infinite. 

Property (I) is of course a well-known property of the boundaries 
of domains that are uniformly locally connected. However, in &, it is 
not possible for every point of a common boundary of three domains to 
be accessible from all of these domains *). 

Property (II) is a consequence of the following theorem: 

Theorem 9. Let a compact set K be the common boundary of 
m(> 1) uniformly locally connected domains D,(i = 1, 2,...,m) in &,. 
Also, let P be any point of K, « any positive number, and C the component 
of K determined by P in S(P,2). Then C is a locally connected common 
boundary of m uniformly locally connected domains D; in S(P, e). 

Proof. That C is locally connected and an open subset of K is a 
consequence of the fact that K is a Jordan continuum. Let A denote 
an arbitrary point of C and 4, a positive number such that 


8 (A, 5,) S 8 (P,«), 
K -8(A, 44) c C-S(A, d,). 
For each i let a, denote a -cell such that a, c D,;-S(A,5,). 

Consider any two points a,,a, (i+). Then a, and a, are separated 
by C in S(P,«). For if not, they are not separated by F + C in E£,, 
where F = F(P,«), and there exists a connected 1-complex Mj such that 
(30) M; > a,+ a, [E, —(F + C)). 


Since [F +(K — C)]-S(A,4,) = 0, there is a connected complex M} 
such that 


(29) 


(31) M} + a, +a, (E,, — (F + (K—C)}}. 
But the l-cycle Mj + Mj must bound in S(P,«); i.e., 

(32) Mi + Mj ~0 (EZ, — F). 
Since [F + (K — C)]-[F + C] c F, it follows from relations (30)—(32) that 
(33) a,-+a,~0 (EZ, — (F + K)}. 


But (33) contradicts the fact that K separates a, and a, in Z,. Conse- 
quently a, and a, are separated by C in S(P, e). 


38) See G. T. Whyburn, Concerning accessibility in the plane and regular accessi- 
bility in n dimensions, Bull. Amer. Math. Soc. 84 (1928), pp. 504—510. 
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For every point A of C there is a 6, satisfying conditions (29). Let 
(34) D= J S8(A,4,). 
ace 


Then D is a connected open subset of EZ, such that S(P,e)> D> C. 

Let a, and a, be any two points of D-D,. Then a, and a, are not 
separated by C in S(P,«). For let S(A,,4,4,) and S(A,,4,4,) be elements 
of the sum (34) containing a, and a,, respectively. On the straight line 
interval a, A, let A; be the first point of K; determine Aj similarly re- 
lative to-a,. There is an arc A; A; of C joining A; and A;. By a 
method of approximation (based on the uniform local connectedness 
of D,) used in my paper A converse of the Jordan-Browwer separation 
theorem in three dimensions*), it can be shown that there exists, in 
D,-S(P,e), an are from a point on a, A; to a point on a,Ay. Thus a, 
and a, are not separated by C in S(P,e). Consequently if we let D; 
denote the component of D,-S(P, «) determined by a, in S(P, e) — C, 
then all points of D-D, belong to Dj, and thus C is the common boundary 
of m domains in S(P,«e). That D; is uniformly locally connected follows 
from the fact that D, is uniformly locally connected and all points of 
D- D, belong to Dj. 

It will be noted that the above proof also shows that if K is the 
common boundary of exactly m uniformly locally connected domains, 
then C is the common boundary of exactly (in particular, not more than) 
m uniformly locally connected domains in S (P,.e). 

Before taking up the proof of property (III) of S,, which will follow 
from a general theorem, it will be expedient to prove another theorem 
concerning the set C of Theorem 9, as well as certain preliminary lemmas. 
We note first the following lemma: 


Lemma 2. Let S be a compact domain in E, whose boundary is 
an (n —1)-sphere F; also let M be a closed subset of S and I(t <n —1) 
an i-cycle of S—M. Then I‘ links M in S if and only if i links M 
in E,,. 

Proof. It is obvious that if J‘ links M in Z,, it links M in S, 

Suppose J“ links M in S, but that ['~0O in Z,—M. Then 
there exists a complex M‘+' such that 


Mi+i14/7% (E,, — M). 


Let S’ be a compact domain whose boundary is an (n — 1)-sphere F’ concentric 
with and of smaller radius then F, and such that S’> M. Let the cells 
of M‘+* be subdivided so finely that any cell of M‘+' that meets 
E,, — 8 fails to meet F’ +S’. Then the set of all (¢+ 1)-cells of M‘+? 
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that meet Z, — S is a complex M‘+* whose boundary, J/, lies entirely 
between F and F’ in E,. Now 


p[E, —(F + F’)] = p*-'—'(F + F’) = 2 if i = 0, 
= Of « + 0. 


If i + 0, then, //~O in £E,—(F+F’). If i = 0, it is obvious 
that [i ~~ 0 in the domain bounded by F + F’. In any case, then, 
35) ri~o (E, — (F + M)}. 

From the fact that M‘+!—+ TJ and Mi+! + Ii, we have 

Mit! + Miti+ i+ Piri, 
and noting that M‘+! + M‘+! is a subset of Z, —(F + M), 
(36) r+ri~o (E, —(F + M). 
From relations (35) and (36) it follows that 
rM~o (EZ, — (F + M)}. 
But this contradicts the fact that J’ links M in S. Consequently 
for J“ to link M in S implies that it links M in #, — M. 


Theorem 10. Under the hypothesis of Theorem 9 (with n> 2), 
if M is a closed subset of C such that p*-*(M) = k, then C — M has at 
most k +- 1 components. 

Proof. Suppose C—M = C,+0C,+...+ C40, where the CO, 
are mutually separated sets. Let a, denote a 0-cell of D; (as defined in 
the proof of Theorem 9), and denote the 0-cycle a, +a, by y®. There 
exists a l-complex M} such that 


M} > »° |S (P, «) — (M+ ‘$C, )} 


+s 
We define 
(37) y} = M} a M} (j = 2, a °9 k - 2). 


Then the cycles (37) form a set of &+ 1 linearly independent cycles 
linking M in E,. For suppose we have 


(38) Ns¥2 + Ns¥s +--+ + M+ 2Ve+2~O (Z, — M). 


At least one of the 7’s is not zero; suppose, for instance, 7, +0. Then 
we have the relations 

M; >» (E, —(F + (C—C,)}}, 
Mi + s7i +---+ Me+evks2 > [E, —(F 4+M+C,)). 


(39) 
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Now [F +(C —C,)]-[F + M+ C,] = F + M, and since by Lemma 2, 
relation (38) holds in E,—(F+M), it follows from the Alexander 
Addition Theorem that C does not separate a, and a, in S(P,e). But 
this is impossible and hence the cycles y} are linearly independent in 
E,—M. As this contradicts the assumption that 


p"—*(M) = p'(E, — M) = k, 
we must conclude that C —M has at most k-+ 1 components. 


Corollary 3. Let K be a compact set in E,(n > 2) which is a 
common boundary of at least two uniform!y locally connected domains. Then K 
is not locally disconnected by the omission of any closed subset F such 
that p"—*(F) = 0%); furthermore, K contains simple closed curves 
locally *°). 

In particular, then, such a continuum K has no local separating 
point’). Thus, from a theorem of Whyburn*') we have: 

Corollary 4. If K is a compact set in E, (n > 2) which is a com- 
mon boundary of at least two uniformly locally connected domains, and P 
and Q are distinct points of K, then K contains a continuum T such that 
T= SZ PxQ where, for each z,PxQ is an are from P to Q, and for 


+SeDS1 
0x 2<ySl, PxrQ-PyQ =P+Q. Furthermore, if P and Q are 
points of C (as defined in Theorem 9), then T lies in C. 

Since by Corollary 3 such a continuum as K is not locally separated 
by arcs, and if, in addition, it were locally separated by all its simple 
closed curves, it would be locally an #,**) and thus a closed 2-dimen- 
sional manifold**), we have the following corollary: 


Corollary 5. Under the hypothesis of Theorem 9 (with n > 2)’if C 
is separated by all its simple closed curves, then n = 3 and K is a closed 
2-dimensional manifold. 

Lemma 3. In E,, let J be a simple closed curve, P a point of J 
and « a positive number. Then there exists in S(P,e) an (n — 2)-cycle 
which links J. 


39) That is, for every point P of K there exists an « > 0 such that if C is 
the component of K determined by P in S(P,«) and F CO, then C—F is 
connected. 

40) Let OC be defined as in **). Then as C has no cut-point it is cyclicly 
connected [see footnote 5")]. 

41) G. T. Whyburn, Continuous curves without local separating points, Amer. 
Journ. Math. 53 (1931), pp. 163—166. 

42) See T. Radé, Uber den Begriff der Riemannschen Flache, Acta Litt. ac 
Scient. (Szeged) 2 (1925), pp. 101—121. 
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Proof. Let ["~* denote an (n-2)-cycle which links J. We may 
assume ¢ so small that J has points not in S(P,«) and no point of ~* 
lies in S(P, e). 

If ¢ denotes the component of J determined by P in S (P, e/2), 
then J—t is an arc J,. There exists, in Z,—J,, a complex M*~—? 
bounded by J*-*. Let the cells of M"~-' be so subdivided that all 
are of diameter less than ¢/2, and let K"~* denote the complex con- 
sisting of those cells which (together with their boundaries) meet ¢. Denote 
the boundary of K*~* by y"~—*. 

The cycle y*~* has no points in common with J. For suppose it 
has a point Q in common with J. Then all (n — 1)-cells of M"~* which 
have Q in their boundaries lie in K"~'. As the collection of all such 
(m — 1)-cells is even in number, it follows that Q cannot be in the boun- 
dary of K*—'. 

That y*~* lies in S(P,e) is obvious, and that it links J follows 
from the relation 

M*~—) + K*—1 ~ ['*—2 1 yn-? (EZ, — J) 
and the fact that it is already known that ["~-* links J. 


Lemma 4. In any fundamental subdivision of E, (n > 2) let ['p-? 
and I'y~* be two irreducible (n — 2)-cycles that have no common point, 
and let M"~* and M3~* be complexes which have no common point and 
are bounded by I'n—* and I'p—* respectively. Also, let Mz—* be bounded 
by 'r-* + I'p-* and let I be an irreducible 1-cycle which links both 't—* 
and I'z~* and does not meet M=—*. Then if M denotes the point set 
which consists of all points in the complexes Mj'~* (i = 1, 2,3), there exist 
two arcs, t, and t,, of I™', each of which joins a point of M"—* to a point 
of M}—*, and which lie, except for their endpoints, in different domains 
complementary to M. 

Proof. It is clear that J meets both Mr~—' and My—* since it 
is linked with their boundaries. As all of the complexes under conside- 
ration are formed from the same subdivision of E,, only a finite number 
of open arcs of J” lie in domains complementary to M. Let those arcs 
which join M*—' to Mp-' be denoted by ¢, (i = 1,2,..., 2k), where 
the subscripts correspond to a definite cycle order on J. Suppose that 
the arcs ¢; all lie in the same domain, D, complementary to M. Denote 
the endpoints of ¢; by a; and b;, where a; c M"—1. Let a; be a 0-cell 
on t, in D, and let any 1-complex irreducible from z,,_, to 2; (i = 1, 2,..., &) 
in D be denoted by E}**). Since all complexes are in EZ, (n > 2) we 


*) That is, each Z; is a simple arc. 
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may assume that no two Ej meet and also that they meet J” only in 
their endpoints. 

Consider the l-cycle 7; formed by EZ} and the portion 2 ;— ; @3;—1 3%; 
of J*“). It is clear that 7; does not meet either Mp-! or Ms 
and consequently links neither [*~* nor [y~*. Thus the irreducible 


1 


k ‘ 
l-cycle J2 + ST, links ['?-*. But the cycle J? + Y 7; does not meet 
i=1 


i=1 


k 
M?~—* and accordingly I~ * does not link it. But J*+ > 7; and 'p—* 
i=1 


are both irreducible cycles and therefore either each links the other or 
neither links the other**). Consequently the assumption that the ares ¢; 
all lie in one domain complementary to M leads to a contradiction. 


Theorem ll. In E,, let K be a (compact) common boundary of two 
uniformly locally connected domains, D, and D,. Then if there exists a 
point P on K and a positive number ¢ such that all 1-cycles of D,;-S(P,e), 
(i = 1, 2), are homologous to zero in D;, K is the common boundary of 
only two domains. 

Proof. As K is a common boundary of two uniformly locally con- 
nected domains, it is a Jordan continuum. In S(P,«) let C be the com- 
ponent of K determined by P. Then by Theorem 9 and Corollary 3, 
C is a locally compact **), metric, connected and locally connected space 
which has no cut point and is therefore cyclicly connected"). 


Suppose K is a common boundary of three domains, D,, D, and D, 
(where D, and D, are as defined above). Let J be a simple closed curve 
of C. By Theorem 5, since p'(K) = 1, the set K —J is connected. 

By Lemma 3 there exists, in S(P,«), an irreducible 1-cycle J' which 
links J. Let @ denote the distance between the point sets (J"') and J*’). 

There exists in K, by virtue of Theorem 10 of my paper On the im- 
bedding of subsets of a metric space in Jordan continua®), a Jordan con- 
tinuum N and a positive number 7 such that every point of N is within 
a distance 0/4 of some point of J, N contains every point of K that is 
within a distance 7 of J, and such that K--N is connected. Obviously 
(™)-N = 0. 


44) We assume here that this portion of J! contains no point 6; this is 
clearly a matter of properly assigning the notation. 

46) See L. Pontrjagin, Zum Alezanderschen Dualitdtesatz, Gdttinger Nachr. 
(1927), pp. 315—322, Th. 3. ; 

46) That is, if Q is a point of ( there is a neighborhood U of Q in C such 
that U is compact. [P. Alexandroff, Math. Annalen 92 (1924), p. 294.) 

47) Hereafter, if K is a complex, we shall denote by (K) the point set con- 
sisting of all points in K. 
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Now, since J" links J, it is easy to show by the method of approxi- 
mation referred to in the proof of Theorem 9 that there exist irreducible 
l-cycles ['{ and J°} such that J’} (i = 1, 2) lies in D, and links I", and 
every point of (J;') is within a distance 7 of J. By hypothesis there 
exists in D; a 2-complex M?} bounded by J. Also, since in the con- 
struction of J’; the 1-cells are chosen in spheres S(P,m) (where P c J), 
one 1-cell of J’ and one 1-cell of I’; in S(P, y), there exists a 2-complex M4, 
which lies entirely within an 7-neighborhood of J and is bounded by 
r+}. It is obvious that J links M3, since it links I. 


Let M = 3'(M}). Then M is a closed point set, and there exist, 


i=1 
in J", two arcs which join points of M} to points of M} and which lie 
except for their endpoints in different domains complementary to M 
(Lemma 4). As M} and M} lie in different domains complementary to K, 
there exist on these respective arcs points A, and A, of K. 

Since A, and A, lie on J", they also lie in K—N. Then there 
exists an are A, A, of K — N, since the latter is a connected open subset 
of K**). But the arc A, A, has no points in common with M. For 


(40) M-K c(M}3)-KcN-K=N, 
and since 
(41) A,A,-M < K-M, 


we have, by combining relations (40) and (41), that A, A,-M cN. Then, 
as A, A,-N = 0, it follows that 


(42) A, A,-M = 0. 


But (42) stands in contradiction to the fact that A, and A, lie in 
diffesent domains complementary to M. Thus the supposition that K is 
a common boundary of three domains leads to a contradiction. 


Before proceeding to the statement of Theorem 12, we make note 
of a general property of complexes which are irreducible with respect to 
their boundaries. In general, if M* +J*~-', then M* contains an N* 
such that N* + J*~' and such that no proper subcomplex of N* is bounded 
by I’*—* (as is shown by deleting s-cycles from M*). Call such a com- 
plex N* irreducible with respect to its boundary I'*-*. Then we have the 
following property of such complexes: 





48) See R. L. Moore, Concerning continuous curves in the plane, loc. cit., Th. 1; 
the proof of this theorem is valid when the imbedding space is any £,. 
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Lemma 5. If a complex M* (s > 1)*) is irreducible with respect to 
its boundary I'*-' and I'*—* is an irreducible (s—1)-cycle, then (M*) and 
(M*) — (I"*-*) are both connected point sets. 

Proof. That (M*) is connected is easily seen, due to the fact that 
every irreducible (s — 1)-cycle (s > 1) is connected. 

Suppose (M*) — (J’*—") is the sum of components (C,) (¢ = 1,2,..., 4), 
and denote by C,; the s-complex (cells coinciding with cells of M*) con- 
stitued by the point set (C,). At least one of the complexes C; is not an 
s-cycle, else [*-1 = 0. Suppose C, not an s-cycle; denote its boundary 
) by B7-*. 

The cycle B*-' is a subcomplex of J*-1. For the complexes C; 
meet only in cells of J'*-1, and if a cell b of 6#—* were not in J*—}, 
all of the cells of M* incident with it would lie in C,. As these cells 
are even in number, 6 could not be in f;—'. 

But £—* is an (s —1)-cycle, and J*—* is an irreducible (s — 1)-cycle. 
Consequently £*—* is identical with J*-'. But then C, must be iden- 
tical with M*, since M* is irreducible with respect to its boundary. There- 
fore C;, for i+ 1, must be vacuous. 

Theorem 12. Let a compact set K be a common boundary of k uni- 
formly locally connected domains D; in E, (n> 2). Then if I'-* is an 
irreducible cycle that links K, there exists in every D; that does not con- 
tain I'*—* a 1-cycle that links both 's—* and K. 

Proof. Because of its connectedness the cycle J'’*—* ties in one 
domain complementary to K, say in D. 

Consider D; + D. Denote the distance between K and (I'~*) by e. 
Let Z denote a subdivision of F, into cells of diameter 6 so small that 
if two 0-cells of D, are a distance apart less than 56, they bound a 
l-complex (made up of cells of Z or of a subdivision of Z) of D; of dia- 
meter less than e/2. Let JZ denote that polyhedral complex consisting 
of all n-cells of Z which (with their boundaries) meet K. 

It is clear that [’"-? and /7 do not meet. Then, since J’*~* links K, 
it must also link JJ. Accordingly, by a theorem of Pontrjagin™), there 
is an irreducible 1-cycle J‘ of J7 that is linked with [’"—?*. 

Let pq be any one of the 1-cells that make up J’, its boundary 
being made up of 0-cells p and g. Let C, and C, be n-cells of /7 of 





f ve me @ 


~=~ a= & 


4%) For s = 1, I~! is a pair of points and M* is a 1-cell, in which case this 
lemma is obviously true. 

50) Loc. cit. From Theorem 1 of Pontrjagin it follows that K contains a 
l-cycle C! that is I'nked with F'~*. That C! contains an irreducible cycle .J' 
that links "~* follows from the fact that if no such cycle links /]'~*, then C! 
cannot link rj'~*. 
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which p and g are, respectively, vertices. In C, and C, (together with 
their boundaries) there are points p’ and q’, respectively, of K. Let P 
and Q be 0-cells in D; whose distances from p’ and q’, respectively, are 
less than 6. Then o(P,Q)<.546, and accordingly P and Q bound a 
l-complex Mpg in D, of diameter < ¢/2. By proceeding, in a given 
cyclic order, from 1-cell to 1-cell of J', we may replace in this fashion 
each cell pg by a complex Mpg of D,; it can be assumed that these 
complexes do not overlap and that they are irreducible with respect to their 
boundaries. Denote the sum Mpg by L’. Then L’ is an irreducible 
1 - cycle. 

The cycles J‘*-* and L* are linked. For pq and Mpg lie within a 
sphere S of radius « that encloses at least one point of K and hence 
encloses no point of /‘*-*. A l-cycle, formed by pq, Mpg and 1-com- 
plexes from p to P and from g to Q that lie in S, must bound in 8S, 
and we conclude that 


(43) Pak (E, —I'?-?). 
Clearly (43) implies that if [’"-* and J'* are linked, so too are [?~—? 
and L’. 

That LZ’ links K follows from the fact that if it bounds in EZ, — K, 
then by Lemma 5 it bounds a connected 2-complex which accordingly 


lies wholly in D, and does not meet J‘?—*; such a situation would conflict 
with the fact just proved, viz., that [»—* and L’ are linked. 


Theorem 13. In E,, let a compact set K be the boundary of a uni- 
formly locally connected domain D. Then if T~*, Ij~*,...,Tf~* are 
cycles of E,,— K independent with respect to homologies in E,, — K, there 
exists in D a set of 1-cycles yi, yj, ..., yi such that any linear combination 
of the cycles I'~* links at least one cycle y}. 


Proof. Let e denote the distance between K and x (I, . and 
i=1 
let Z denote a subdivision of EZ, all of whose cells are of diameter < 4, 
where 6 is such that if two 0-cells of D are a distance apart less than 5 4, 
they bound a l-complex of D of diameter < ¢/2. Let /7 denote that 
polyhedral complex consisting of all n-cells of Z that (together with their 
boundaries) meet points of K. 

Since the cycles I'~* are linearly independent with respect to homo- 
logies in E,, — K, they are certainly linearly independent with respect to 
homologies in E, —J7. Then by a theorem of Pontrjagin™) there exist, 
among the cycles of the 1-dimensional basis of JJ, a set of 1-cycles y; 


£1) Loc. cit., Theorem II. 
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(i = 1,2,...,%) such that every linear combination of the cycles I? a 
links at least one of the cycles yj. 

Pursuing an argument similar to that used in the proof of Theorem 12 
in the construction of the complexes Mpg, we see that there exists, for 
each i, an ¢-deformation of y; into a l-cycle y} of D. 

Let L(Ij'~*) denote any linear combination of the cycles I~ *. 
Then L(I*~*) links some cycle y,. Then, by Theorem IV of the paper 
of Pontrjagin cited above, L(I*~*) links yj. 

Theorem 14. Let a compact set K be the common boundary of two 
uniformly locally connected domains D, in E,, (n > 2), and let p»~ * (EZ, — K) = k, 
where k is finite. Then there exists a positive number « such that no (n—2)- 
cycle that links K is of diameter less than e. 

Proof. Every cycle that links K contains an irreducible cycle that 
links K. We need, then, consider only irreducible cycles that link K, 
since the diameter of a cycle is at least as great as that of any one of 
its sub-cycles. Furthermore, if k = 0, the theorem is obviously true, so 
that we need consider only the case k > 0. 

Denote the cycles of an (mn — 2)-basis for Z,—K by I~* (i = 
1,2,..., k). There exists, by Theorem 13, a set of l-cycles y/ (i = 1, 2,...,k; 
j= 1,2) im D, such that any linear combination of the cycles [~* 
links at least one cycle y/. 


Let [’"—* be any irreducible cycle linking K. Then 
meow +r t+... + (Z, — &). 


A 

Let M"-' denote an (n—1)-complex of Z,—K bounded by *—*+ J IZ 
j=1 

Let N"—' denote that component of M"*~—' which contains ["-*. The 

boundary of N*-' is ['"~—* together with certain of the cycles 4 


say I's, *, Is, - *~* Furthermore, N*—? must lie in one domain D 


so * Sy 


complementary to K. Either D+ D, or D+D,. Suppose D+ D,. The 
eycle S'1'3~* links y}, say, of D,. 
Since N*~-* lies wholly in D + D,, we have 
re wT + TS +... + Ta* (E, — y?). 
Then J"—* must link y}. 
Denote by o the distance between K and the set of points Py 2 (vp. 


Then /'*-* must have a diameter at least as great as 9. For suppose 
not. Let S denote a spherical neighborhood of diameter < 0 enclosing J""~*. 
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2 sk 

The neighborhood S cannot contain points of both K and Y J (y)). 
j=1 i=1 

But J’"-? ~ 0 in S, and does not, therefore, link both K and y}. Thus 

the diameter of J""~* must be at least as great as 0, and if we set e = 9, 


the theorem is proved. 


Theorem 15. In E,, let a compact set K be a common boundary of 
two uniformly locally connected domains, and let p'(E, — K) be finite. 
Then K is the common boundary of only two domains. 

Theorem 15 follows from Theorems 11 and 14. 

We now raise the question, has such a set K as defined in the 
hypothesis of Theorem 15 any complementary domains other than the 
two of which it is the common boundary? That is, is such a set K a 
closed cantorian manifold? In the next theorem we shall show that not 
only is this the case, but K is an ordinary 2-dimensional closed manifold 
of the combinatorial topology™). 


Theorem 16. In E,, let K be a compact point set which is a common 
boundary of two uniformly locally connected domains, D, and D,, and such 
that p'(E,— K) = k, where k is finite. Then K is a closed 2-dimensional 
(combinatorial) manifold of genus 4 p'(E,— K). 

Proof. By Theorem 14 there exists a positive number « such that 
no l-cycle of diameter <« links K. Let P be any point of K, and 
let C be the component of S(P,«) determined by P. By Theorems 9 
and 10 C is a cyclicly connected open connected subset of K. that is 
locally connected and is not disconnected by the omission of any arc. 

Let J be any simple closed curve of C. Then the set C—J is 
not connected. For suppose C —J is connected. Then K —J is also 
connected”). Let J be an irreducible 1-cycle which links J and lies 
in S(P,e) (Lemma 3), and denote the distance between (J™) and J by o. 
We now proceed almost exactly as in the proof of Theorem 11 to obtain 
a contradiction. 

Now by Corollary 5, K is a closed 2-dimensional manifold. Since 
only those closed 2-dimensional manifolds that are orientable can be im- 
bedded in £,, it follows that the genus of K is }p'(K), which, by the 
Alexander Duality Theorem”), is equal to }p'(Z, — K). 

Since all of the conditions imposed upon K in the hypothesis of 
Theorem 16 are known to hold in case K is a closed 2-dimensional mani- 

52) For a summary of the possible types of closed 2-dimensional manifolds, 
see Veblen, Analysis situs, pp. 50—51. (Note that Veblen’s numbers R, are uni- 
formly greater by unity than the numbers p which we are using.) 

58) This follows readily from the fact that C is an open subset of K. 
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fold in Z,™), we have in Theorem 16 a converse theorem, analogous to 
the converse of the Jordan curve theorem of Schoenflies — indeed, since the 
simple closed curve is the only 1-dimensional manifold, Theorem 16 con- 
stitutes the complete analogue for Z, of the plane case given by Schoen- 
flies. In case p'(Z, — K) = 0, the conclusion of Theorem 16 is that K 
is a 2-sphere (simple closed surface). If p'(Z, — K) = 2, then K is a 
torus. And so on. It is interesting to note that it is not necessary to 
assume in Theorem 16 that p'(Z,— K) is an even number; furthermore, 
that it is not necessary to assume that p°(Z,— K) = 1%). 

The results obtained above clearly suggest that if a set K is a common 
boundary of k uniformly locally connected domains, then p' (#, — K) = k-m, 
where if D is one of the k domains, p'(D) = m; and if B is a domain 
not in the above set, then p'(B)=0. We proceed to investigate this 
possibility. 

Theorem 17. Let a compact set K be the boundary of a uniformly 
locally connected domain D in E,. Then p'(D) > p"—*(E, — D). 

Proof. Let I~’, r~*,...,I"~* be linearly independent cycles 
of the (mn — 2)-basis of E,— D. Let e denote the distance between D 
and 3 (I'*~*). Let Z be a subdivision of E, whose cells are all of dia- 

i=1 
meter < 6, where 6 is such that if two 0-cells of D are a distance apart 
less than 56, they bound a 1l-complex of D of diameter < ¢/2. Let // 
denote that polyhedral complex consisting of all fundamental cells of Z 
which (together with their boundaries) meet K. 

As the cycles I~? link D, they link K and hence /7. Then there 
exists in the 1-basis of J7 a set of cycles y/, yj,...,y; such that every 





64) For the uniform local connectedness of the domains complementary to a 
manifold, see my paper referred to in ®). 

55) That is, it is not necessary to assume that 2,—K consists of exactly two 
domains. It might be noted here that in the plane case Schoenflies assumed (Uber 
einen grundlegenden Satz der Analysis Situs, Géttinger Nachr. 1902, p. 185) that 
p® (EZ, — K) = 1, and it was later shown by P. M. Swingle (An unnecessary con- 
dition in two theorems of Analysis Situs, Bull. Amer. Math. Soc. 84 (1928), pp. 607 
—618) that in the presence of Schoenflies’ other conditions (which included the 
condition that p®(Z,— K) => 1) this condition was unneces ary. 

I should also like to call attention to the fact that whereas in the proof of 
the converse theorem for simple closed surfaces given in my paper referred to in ®) 
it was felt necessary, in order to associate the combinatorial conditions imposed 
on the complement of the set K with the topological properties of K, to introduce 
a new definition of the simple closed surface in terms of what might be called 
properties in the large, we have succeeded in the proof of Theorem 16 in associating 
the combinatorial properties of E, — K directly with the local topological pro- 
perties of K. 
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linear combination of the cycles J/*~* links at least one of the cycles y}, 
and conversely). 


Approximating the cycles y}, we find in D a set of 1-cycles Li, 
Li, ..., Z} such that 
- 
(44) L} ~y} (B, — 2 17") 
(¢ = 1, 2,..., 8). ssn 
The cycles Z} of this set are linearly independent with respect to homo- 
logies in D. For suppose we have a complex M’ such that 


/f ® 


(45) M* +I} +L}+...+D} (D; E, — zr"). 
i=1 
However, by (44) we have 
(46) M} + Li +7) (Z,— 2 r?~*) 
(i = 1, 2,..., 8). _— 
From relations (45) and (46) we have 
h h s “oe 
M+ 5 M2 +> Sy} (z,— Z77-*). 
j=. 7% gar? ‘=1 


But this is impossible since every linear combination of the cycles y} 
links at least one of the cycles J*~*. Thus the cycles L} are linearly 
independent with respect to homologies in D. Since the maximum number 
of such cycles is p'(D), it follows that s < p'(D). Consequently we 
have p'(D) > p"—*(E, — D). 

Suppose now that K is a common boundary of two uniformly locally 
connected domains D, and D, in E,. Then by Theorem 17 


p'(D,) > p (E, — D,) > p(D,), 
p(D,) => p(B; — D,) = p' (D,). 
p’(D,) = p* (D,). 


Obviously, then, if K is a common boundary of uniformly locally connected 
domains D,, D,, D,,..., we have 


p(D) = p(D,) (=1,2,3,...; 7 = 1,2,3,...). 
Thus we have the following theorem: 


Theorem 18. Let a compact set K be a common boundary of the 
uniformly locally connected domains D,, D,, D,,..., in E,. Then 


Consequently, 


p(D) = p(D,) (i =1,2,3,...; 7 =1,2,3,...). 


) L. Pontrjagin, loc. cit., Theorem II. 
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Suppose, now, that p'(D,) = k, finite. Then by Theorem 17 
p"~*(E, — D,) < k. Consequently, under the hypothesis of Theorem 18 
there can be at most two of the domains D,, provided k > 0, since three 
domains would require 


p'(E, — D,) > p(D,) + p'(D,) = 2k. 


However, in case k = 0, Theorem 11 tells us that there can be at most 
two domains D,. Consequently we have 


p(D,) = p'(D,) = k, 
p (E, — D,) =} p'(D,) = k, 
p(B, ~~ D,) = Pp (D,) = k, 


p' (E, — D,) = k. 


and therefore 


It follows at once, then, that 
p(B, — K) = p'(D,) + p(B, — D,) = 2k. 
Consequently we have the theorem: 

Theorem 19. If a compact set K is a common boundary of at least 
two uniformly locally connected domains in E,, and p'(D) = k where D is 
a fixed one of these domains and k is finite, then K is a common boun- 
dary of only two uniformly locally connected domains D, and D, and the 
following duality relations hold: 

p*(D,) = p'(D,) = k, 
p' (E,- K) = p\(K) = 2k. 
Furthermore, if D is any other domain complementary to K, then p'(D) = 0. 

Property (IV) of the surface S, now follows from Theorem 19. Also, 
from Theorems 16 and 19 we have the following simple converse of the 
theorem regarding the separation of Z, by a closed 2-dimensional mani- 
fold of genus k: 

Theorem 20. Let K be a compact set which is a common boundary . 
of at least two uniformly locally connected domains in E, such that the 
l-dimensional connectivity number of one of these domains is a finite 
number k. Then K is a closed 2-dimensional (combinatorial) manifold of 
genus k*"). 

67) Since a (compact) common boundary of two uniformly locally connected 
domains is a Jordan continuum, it might occur to the reader to ask, is a locally 
connected 2-dimensional closed cantorian manifold K such that p'(K) is finite 
necessarily a closed 2-dimensional (combinatorial) manifold? That such is not the 


case is shown immediately by the surface S, of Theorem 1. However, a locally 
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In conclusion we note that in the proof of Theorem 16, the infor- 
mation that p'(Z,— K) is finite is used only to establish (by virtue of 
Theorem 14) the existence of a positive number e such that no 1-cycle 
of diameter less than « links K. Thus we can state the converse theorem 
for 2-dimensional closed manifolds in #, in the following form, which is, 
a priori, of a quite different nature from the forms in Theorems 16 
and 20: 

Theorem 21. In E,, let a compact set K be a common boundary of 
(at least) two uniformly locally connected domains D, and D,, and let there exist 
@ positive number « such that if I is a 1-cycle of D,; (i = 1 or 2) of dia- 
meter less than «, then I’ ~ 0 in D,. Then K is a closed 2-dimensional 
(combinatoria.) manifold. 





connected 1-dimensional cantorian manifold is a 1-dimensional (combinatorial) 
manifold (= simple closed curve), as shown in my paper On the linking of Jordan 
continua by (n — 2)-cycles, to appear soon in the Annals of Math. 


(Eingegangen am 1. 3. 1933.) 








Gebietsteilung durch eine Kurve zweiter Ordnung. 
Von 


Karl Kommerell in Tabingen. 


Bei der synthetischen Behandlung der Kurven zweiter Ordnung wird 
die Eigenschaft einer solchen Kurve, die projektive Ebene gleich einer 
Jordankurve in zwei véllig getrennte Gebiete zu teilen, mit Hilfe der 
Stetigkeit bewiesen. Dabei ist mir nur ein Beweis bekannt, der alle 
Anforderungen an Strenge erfiillt: ich meine den Beweis von Enriques 
in seinen ,,Vorlesungen iiber projektive Geometrie“ (iibers. von Fleischer, 
1903, § 69, 8.241 ff.). Den Beweis, den Reye in seiner ,,Geometrie der 
Lage“ (3. Aufl. 1886, I, 8.95) gibt, wird man heute nicht mehr als ge- 
niigend erachten, und bei Sturm, ,,Die Lehre von den geometrischen Ver- 
wandtschaften“ (Bd.I, 1908, 8.146), kann von einem Beweis kaum die 
Rede sein. Enriques schlieBt sich bei seiner Grundlegung der projektiven 
Geometrie an den klassischen Standpunkt v. Staudts an und benutzt 
also Stetigkeitsaxiome. 

Nun kann man aber den Fundamentalsatz der projektiven Geometrie 
ohne Benutzung von Stetigkeitsaxiomen mit Hilfe des Desarguesschen 
und Pascalschen Satzes fiir ein Geradenpaar gewinnen, wie es Schur in 
seinen ,,Grundlagen der Geometrie“ (1909, 8.49f.) getan hat. In einer 
schénen Note*) hat dann Schur die Polarentheorie der Kegelschnitte mit 
Hilfe des Desarguesschen Satzes und des Pascalschen Satzes fiir eine 
Kurve zweiter Ordnung entwickelt. Bei einem solchen Aufbau der pro- 
jektiven Geometrie entsteht dann das Bediirfnis fiir einen Beweis des 
Satzes, wonach eine Kurve zweiter Ordnung die projektive Ebene in 
zwei getrennte Gebiete zerlegt, der ohne Stetigkeitsaxiome auskommt. 
Dies ist der Anla8 fiir die folgenden Entwicklungen. 

Dabei bedienen wir uns des Pasch-Axioms (P-A); in der Hilbert- 
schen Axiomgruppe ist es das Axiom II,: ,,£s seien A, B,C drei nicht 
in gerader Linie gelegene Punkte und a eine Gerade in der Ebene A, B,C, 


1) ,,.Uber den Hauptsatz der Polarentheorie der Kegelschnitte, Sitzungsber. 
d. Bayr. Akad. d. Wiss., math.-naturw. Abtlg., Jahrg. 1927, 8. 2601. 














308 K. Kommerell. 


die keinen der drei Punkte trifft; wenn dann die Gerade a durch einen 
Punkt der Strecke AB geht, so geht sie auch entweder durch einen Punkt 
der Strecke BC oder durch einen Punkt der Strecke AC“. 

Wir beweisen zuerst den 


Satz. Jede Gerade, die durch einen inneren Punkt in der Ebene 
einer Kurve zweiler Ordnung geht, schneidet die Kurve*). 

Dabei soll ein ,,innerer“’ Punkt ein solcher sein, von dem aus es 
keine Tangenten an die Kurve gibt, oder fiir den die Involution kon- 
jugierter Strablen elliptisch ist, d.h. keine Doppelstrahlen besitzt. 
Schneidet man die Involution konjugierter Strahlen des inneren Punktes P 
mit seiner Polaren p, so erhailt man auf ihr die Involution konjugierter 
Punkte, die nun auch elliptisch ist. 

Eine die Kurve schneidende, aber nicht durch den Mittelpunkt 
gehende Gerade aus P treffe p in Q, und die Polare g von Q schneide 
p in R, dann ist PQR ein Polardreieck. QR trigt eine elliptische In- 
p p volution, PQ als Sekante eine hyperbolische 

Involution konjugierter Punkte. 


1. Fall (Fig. 1). Die Gerade durch den 
inneren Punkt P treffe QR in einem Punkt P’, 
der zwischen Q und R liegt. A sei ein Punkt 
auf P P’, der zwischen P und FP” liegt. Nach 
dem (P-A), angewendet auf das Dreieck P P’ R, 

Fig, 1. schneidet Q A die Gerade P R in einem PunktQ’, 

der zwischen P und R liegt; ebenso schneidet R A 

die Gerade PQ in einem Punkt R’, der zwischen P und Q liegt. Die Polare a 
von A schneide PQ in R’”,Q R in P” vind R Pin Q”, dann sind (P’ P’”’), (Q’ Q”), 
(R’ R”) konjugierte Punkte, da z.B. der Verbindungslinie der Punkte A 
und P der Schnittpunkt ihrer Polaren a und p, d.h. P” als Pol ent- 
spricht. Da die Involution konjugierter Punkte auf QR elliptisch, auf 
PQ hyperbolisch ist, so liegt P” nicht zwischen Q und R und damit 
auch nicht zwischen Q und P”’, der Punkt R” dagegen liegt zwischen P 
und @. Nach dem (P-A), angewendet auf das Dreieck P P’Q, schneidet 
P” R” = a die Gerade P P’ in einem Punkt A’, der zwischen P und P’, 
liegt und zu A konjugiert ist. Die Involution (P, P’), (A, A’) konjugierter 
Punkte ist also hyperbolisch, und PP’ schneidet die Kurve. Nach dem 


R 





2) Den Fall, wo der innere Punkt P der Mittelpunkt, also die Gerade QR 
in Fig. 1 und 2 die unendlich ferne Gerade ist, ibergehen wir. Durch leichte Ab- 
anderung des im Text Gesagten ergibt sich der Beweis. Im tibrigen kénnen dieser 
Fall und die weiter unten erwahnten Sonderfalle durch eine passend gewahlte 
Zentralprojektion auf die im Text behandelten Fille zuriickgefahrt werden. 
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(P-A), angewendet auf das Dreieck PQR, schneidet P’ R” = a die Ge- 
rade PR in dem Punkt Q” zwischen P und R. Die Involution (P, R), 
(Q’, Q”) konjugierter Punkte ist wieder hyperbolisch, und darwm schneidet 
auch PR die Kurve. 

2. Fall (Fig.2). Die Gerade durch P schneide die Gerade QR in 
einem Punkt P’, der nicht zwischen Q und R liegt. Man kann annehmen, 
daB Q zwischen R und P” liegt: anderenfalls vertausche man die Namen 
der Punkte Q und R. A sei wieder ein Punkt von PP’ zwischen P 
und P’. RA schneidet nach dem (P-A) fiir 
das Dreieck PP’Q die Gerade PQ in einem 
Punkt R’ zwischen P und Q. Der zu RF 
konjugierte Punkt R” auf PQ liegt zwischen P 
und Q, und der zu P’ konjugierte P” auf QR 
zwischen Q und R, also nicht zwischen Q 
und P’. P” R” ist jetzt die Polare a von A 
und schneidet nach dem (P-A) fiir das Drei- 
eck P P’Q die Gerade P P’ in einem Punkt A’ 
zwischen P und P’, dem konjugierten zu A. 
Die Involution konjugierter Punkte (P, P’), 
(A, A’) ist also hyperbolisch, und P P’ schneidet 
die Kurve, womit der Satz bewiesen ist. 

Nennt man dufere Punkte in der Ebene 
einer Kurve zweiter Ordnung solche, von 
denen aus zwei Tangenten an die Kurve 
gehen, so ist jeder Punkt einer Geraden, die 
die Kurve nicht schneidet, fiir die also die 
Involution konjugierter Punkte elliptisch ist Fig. 3. 

(vgl. die Gerade QR in Fig.1 und 2) ein 

fiuBerer; denn die Polare irgendeines ihrer Punkte P”’, namlich PP’, 
schneidet die Kurve. Sind J und K die Schnittpunkte, so sind JP” 
und K P” die Tangenten aus P”. 

Alle Punkte einer Tangente ¢ auSer dem Beriihrungspunkte 7 sind 
aiuBere Punkte; denn ist ¢’ eine andere Tangente, so schneiden die 
Kurventangenten aus ¢ und ¢’ projektive Punktreihen aus. Ist A ein 
von T verschiedener Punkt von ¢t, A’ der entsprechende auf ?¢’, so ist 
AA’ Tangente und verschieden von t. Von A gehen also zwei Kurven- 
tangenten aus, nimlich ¢ und AA’. 

Ob nun innere Punkte wirklich existieren, folgt aus dem Vorher- 
gehenden nicht: Seien darum (Fig.3) U,V zwei Kurvenpunkte und R 
der Schnittpunkt der Tangenten in U, V — der Pol von UV —, 80 
lege man durch R eine beliebige Sekante RX Y, welche UV in P trifft. 


2. ar da 
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Die Tangenten in den Kurvenpunkten X, Y schneiden sich in einem 
Punkt Q von UV, und es ist jetzt das Dreieck PQR ein Polardreieck. 
Wir behaupten nun, daB P ein imnerer Punkt ist. 

Beweis*). Wir kehren zu Fig.1 zuriick, wo, wie in Fig.3, PR 
und PQ hyperbolische Involutionen konjugierter Punkte tragen. P’ sei 
wieder ein Punkt zwischen Q und R, und A ein Punkt zwischen P 
und P’. RA schneidet PQ in einem Punkt RF’, der zwischen P und Q 
liegt, und QA schneidet PR in einem Punkt Q’ zwischen P und R. 
Der zu R’ konjugierte Punkt R” auf PQ liegt zwischen P und Q, und 
der zu Q konjugierte Q” auf PR liegt zwischen P und R, da PQ und 
PR hyperbolische Involutionen konjugierter Punkte tragen. Nach dem 
(P-A) fiir das Dreieck PQR schneidet Q” R’, d.h. die Polare a von A, 
die Gerade QR in einem Punkt P”, dem konjugierten zu P’, der nicht 
zwischen Q und R liegt. Die Involution konjugierter Strahlen (PQ, P R) 
und (PP’, PP”) aus P ist also elliptisch, und P ist, wie behauptet 
wurde, ein innerer Punkt. 

Die Schnittpunkte U Y (Fig. 3) der Geraden PQ mit der Kurve be- 
grenzen nun auf der Gesamtgeraden UV zwei Kontinua: wir behaupten 
nun, da8 alle inneren Punkte des Kontinuums, in dem P liegt, innere 
Punkte in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung sind. 

Beweis. Wie in der Fig.3 bereits angenommen wurde, heiBe der- 
jenige der beiden Schnittpunkte U,V, der zwischen P und Q liegt, V. 
Das Kontinuum, in dem P liegt, zerfallt in die Teilkontinua UP und 
PV, und darum sind zwei Faille zu unterscheiden‘). 

1. Fall (Fig. 4). FR’ sei ein Punkt zwischen P und V, dann liegt 
der zu R konjugierte Punkt R” von UV zwischen V und Q: R’, R’ 
werden namlich von U, V (harmonisch) getrennt und von P,Q nicht, da 
die Involution (P,Q), (R’, R”) hyperbolisch ist. Ist nun A ein Punkt 
auf RR’ zwischen R und R’, so schneidet QA nech dem (P-A), an- 
gewendet auf das Dreieck PRR’, die Gerade PR in emem Punkt Q’, 
der zwischen P und R liegt: da namlich UV PQ vier harmonische 
Punkte sind, so liegt Q nicht zwischen P und V und darum auch nicht 
zwischen P und R’, und A wurde ja zwischen R und R’ angenommen. 





5) In der Figur wurde angenommen, daB weder Q noch R im Unendlichen 
liegt. Wir iibergehen der Kiirze halber diese Fille, die ahnlich zu behandeln sind, 
und verweisen im iibrigen auf den SchluB der FuBnote auf 8S. 308. 

*) In der Figur wurde angenommen, de8 das Kontinuum, in dem P liegt, 
die Strecke U V ist. Es kénnte nun auch U ins Unendliche fallen, oder P kénnte 
auBerhalb der Strecke U V liegen. Diese Fille erledigen sich ganz analog. Auch 
den Fall, da® UV Durchmesser ist, also R ein unendlich ferner Punkt ist, iiber- 
gehen wir. Es sei nochmals auf den Schlu8 der FuBnote auf S. 308 verwiesen. 
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Der zu Q konjugierte Punkt Q” auf PR liegt auch zwischen P und R, 
da PR eine hyperbolische Involution tragt. Q” R” ist die Polare a von A 
und schneidet nach dem (P-A), angewendet auf das Dreieck PRR’, die 
Gerade RR’ in dem zu A konjugierten Punkt A’ zwischen R und PF. 
Die Involution (R, R’), (A, A’) ist hyperbolisch, R R’ schneidet die Kurve, 
und R’ ist aus demselben Grunde imnerer Punkt wie in Fig.3 P als 
Schnitt von UV und XY. 


2. Fall (Fig.5). R’ set ein Punkt zwischen U und P. Der zu R’ 
konjugierte Punkt R” auf UV liegt, da R’, R” von U,V (harmonisch) 
getrennt liegen, nicht zwischen U und V, also auch nicht zwischen FR’ 
und P. A sei wieder ein Punkt zwischen R und R’, dann schneidet AQ 
aus PR den Punkt Q’ aus, der zwischen P und R liegt. Der zu Q’ 
konjugierte Punkt Q” auf PR liegt wie oben auch zwischen P und R. 








R R 
A 
v7 
a 
var, PRV Rk OO R P VY ? 
Fig. 4. Fig. 5. 


Nach dem (P-A), angewendet auf das Dreieck PRR’, schneidet Q” R”, 
d.h. die Polare a von A, die Gerade RR’ in dem zu A konjugierten 
Punkt A’ zwischen R und R’. Die Involution (R, R’), (A, A’) ist hyper- 
bolisch, RR’ schneidet die Kurve, und PR’ ist aus demselben Grunde 
innerer Punkt, wie in Fig.3 P als Schnitt von UV und XY. 

Das ganze von U, V begrenzte Kontinuum UV, in dem P liegt, mit 
Ausnahme der Begrenzungspunkte U, V (Kurvenpunkte), besteht also aus 
inneren Punkten. 

Durchlauft P in Fig.3 das Intervall der inneren Punkte, so durch- 
lauft der konjugierte Punkt Q, der ja nach dem obigen stets ein fuBerer 
Punkt ist, das offene Restintervall der Gesamtgeraden UV. Dieses 
offene Restintervall besteht also aus lauter duBeren Punkten. Daraus folgt: 
Von einem beliebigen inneren Punkt A kann man nach einem beliebigen 
inneren Punkt B auf gerader Linie gehen, wobei nur innere Punkte 
passiert werden. Entsprechendes gilt fiir zwei aiuBere Punkte. Dagegen ist es 
unméglich, auf gerader Linie von dem inneren Punkt A nach dem duBeren 
Punkt B zu gelangen, ohne die Kurve zu treffen. Ja man sieht auch 
leicht ein, daB es keinen Polygonweg gibt, der, ohne einen Kurvenpunkt 
zu treffen, von A nach B fiihrt. Damit ist unser Ziel erreicht. 











312 K. Kommerell, Gebietsteilung durch eine Kurve szweiter Ordnung. 


Wir beweisen zum Schlu8 noch den 


Satz. Von einem Polardreieck einer Kurve zweiter Ordnung liegt 
stets eine Ecke im Gebiet der inneren Punkte, die zwei anderen Ecken 
liegen im Gebiet der duBeren Punkte. 

Zum Beweis gehe man in Fig.3 von dem duBeren Punkt Q aus, 
so schneidet seine Polare X Y die Kurve, die zwei anderen Ecken P 
und R werden von X,Y harmonisch getrennt; der eine dieser ist also ein 
innerer, der andere ein fuBerer Punkt. Geht man von dem inneren 
Punkt P aus, so schneidet PR stets die Kurve in zwei Punkten X 
und Y. R ist jetzt ein duBerer Punkt, und die Tangenten in X 
und Y bestimmen als Schnittpunkt die dritte Ecke Q, die ein auBerer 
Punkt ist. 

Tiibingen, den 8. Juni 1933. 


(Eingegangen am 11. 6. 1933.) 








Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer 
Verinderlichen. 


Uber die Verallgemeinerung des WeierstraBschen Produktsatzes. 


Von 


H. Behnke und P. Thullen in Minster (Westf.). 


Mit der Ubertragung des WeierstraBschen Satzes von der Existenz 
einer ganzen Funktion zu vorgegebenen Nullstellen auf Funktionen von n 
komplexen Verianderlichen und den damit zusammenhingenden Fragen — 
insbesondere der Quotientendarstellung meromorpher Funktionen — be- 
schaftigen sich bereits die friihesten Untersuchungen zur Funktionen- 
theorie mehrerer Verianderlichen. Wir erinnern an die Arbeit von Poin- 
caré aus dem Jahre 1883') und vor allem an die Cousinsche Arbeit aus 
dem Jahre 1895*), die das Ergebnis von Poincaré wesentlich verschirft. 
Eine besondere Schwierigkeit bei der Ubertragung des Satzes von Weier- 
straB entsteht dadurch, daB im Raume von n Veranderlichen die Null- 
stellen einer reguléren Funktion nicht mehr isoliert liegen, sondern 
(2 — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeiten bilden; in den diese Mannig- 
faltigkeiten charakterisierenden analytischen Gleichungen treten méglicher- 
weise Funktionen auf, deren Singularitiiten es unméglich machen, nach 
dem klassischen Verfahren die Produkte zu bilden*). 


Zum Verstindnis des Folgenden fiihren wir zuniachst den Begriff der 
Acuivalenz von Funktionen ein: Zwei in der Umgebung eines Punktes P 
reg.lare Funktionen f und g heiBen im Punkte P Aquivalent in bezug 


auf Livision oder kurz dquivalent, falls der Quotient £ im Punkte P 
regulir und von Null verschieden ist. 


1) Poincaré, "Sur les fonctions de deux variables complexes‘‘, Acta Math. 2 
(1883). 

2) Cousin, ’’Sur les fonctions de n variables complexes“, Acta Math. 19 (1895). 

3) Zur vorliegenden Arbeit vgl. insbesondere a) Osgood, Lehrbuch der Funk- 
tionentheorie II,, Kap. III, §§ 22—28. b) Hartogs, ,»,Uber neuere Untersuchungen 
auf dem Gebiete der analytischen Funktionen mehrerer Variablen‘‘, Jahresber. D. 
M. V. 16 (1907). c) Behnke-Thullen, Theorie der Funktionen mehrerer komplexen 
Veranderlichen. 
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Der Cousinsche Satz lautet dann: 


Satz A*). Jedem Punkt PF des endlichen Raumes R,, der n kom- 
plexen Verinderlichen z,, 2, ..., % (bzw. eines einfachzusammenhiingenden 
Zylinderbereiches 3) sei eine Umgebung U(P) und eine dort reguldre 
Funktion {p(z,, 2, ..-, Z) 80 zugeordnet, daB stets, falls Q einen beliebigen 
Punkt aus U(P), fg die Q zugeordnete Funktion bedeuten, die Funktionen 
fp und fo im Punkie Q dquivalent sind. Dann gibt es eine ganze (bzw. 
in 3 regulire) Funktion G (z,, 2, ..., 2), die in jedem Punkte P mit der 
zugehdrigen Funktion fp dquivalent ist. 

Aus Satz A folgt fast unmittelbar*): 

Satz B. Ist die Funktion F (z,,z,,..., Z,) tm ganzen endlichen 
Raume R,, (bzw. in dem einfachzusammenhingenden Zylinderbereich 3) 
meromorph, so gibt es stets zwei ganze (bzw. in 3 regulire) Funktionen 

plies nce il 
G (z,, 2, ---» %) und H (z,, 2, ..., 2,), 80 dap F (z,, 2, ..., %) = pee 
G und H sind dabei in jeder gemeinsamen Nullstelle zueinander teilerfremd. 

Satz B hangt eng mit der bisher nur bei speziellen Bereichen ge- 
lésten Frage zusammen, 0b ein Meromorphiebereich stets auch ein Regulari- 
taitsbereich ist. Ist namlich R der Meromorphiebereich einer Funktion F 
und 148t sich F als Quotient zweier in R reguliren Funktionen G und H 
darstellen, so ist R mit dem Durchschnitt der Regularitatsbereiche der 
beiden Funktionen @ und H identisch, nach dem Hauptsatze iiber die 
Regularitatshiillen also selbst ein Regularitatsbereich ‘). 

Lange war die Frage offen, ob sich Satz A und damit Satz B auf 
beliebige Bereiche des R,, tibertragen laBt, bis Hartogs*) als erster (an 
dem Beispiele eines beschrinkten, allerdings mehrfachzusammenhingenden 
Bereiches) nachwies, da8 sicher Satz A nicht mehr in beliebigen Bereichen 
gelten kann. Spiter gab dann H. Cartan‘) einen beschriinkten, einfach- 
zusammenhangenden Bereich und Gronwali’) sogar einen (mehrfach- 
zusammenhingenden) Zylinderbereich an, auf die sich Satz A in der 
obigen Form nicht verallgemeinern JaBt. 


*) Zur Theorie der Regularitatsbereiche und Regularitatshillen vgl. a) Thullen, 
»Die Regularitatshillen“, Math. Ann. 106 (1932), und insbesondere b) H. Cartan- 
Thullen, ,,Regularitéte- und Konvergenzbereiche“, Math. Ann. 106 (1932). 

5) Vgl. 5) b), S. 238. Hartogs lieB noch offen, ob in dem von ihm angegebenen 
Beispiel Satz B gilt. Man kann nun leicht zeigen, daB auf den angegebenen Be- 
reich Satz B sicher ibertragbar ist. 

®) Auf einem Gastvortrage in Minster im Mai 1931. 


7) Gronwall, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 20 (1914), S. 173 und Transact. Amer. 
Soc. 18 (1917). 
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Durch die Kenntnis der Regularitatshiillen*) gelingt es nun (vgl. § 1), 
ein ajlgemeines Prinzip zur Konstruktion von Bereichen dieser Art an- 
zugeben, auf das auch die Beispiele von Hartogs und Cartan zuriickgehen. 

In §2 untersuchen wir die Kreiskérper und vor allem die Reinhardt- 
schen Kérper hinsichtlich der Ubertragbarkeit von Satz A. Wir werden 
insbesondere zeigen, daf ein Reinhardischer Kérper (von speziellen Aus- 
nahmen abgesehen), im dem Satz A gilt, notwendig ein Regularitdts- 
bereich ist. 

Andererseits ist eine in einem Reinhardtschen Kérper meromorphe 
Funktion stets noch im kleinsten umfassenden vollkommenen- Rein- 
hardtschen Kérper meromorph*). Hat somit ein solcher Kérper einen 
Dizylinder zur Regularititshiille, so gilt dort nach Satz B sicher die 
Quotientendarstellung der im Innern meromorphen Funktionen. Es ist 
also zugleich die Existenz (auch einfachzusammenhingender) Bereiche be- 
wiesen, auf die sich zwar Satz B, nicht aber Satz A iibertragen lapt. 

In §3 wird gezeigt werden, wie man — unter Abanderung der 
Cousinschen Bedingungen — zu vorgegebenen ,,Nullstellenfunktionen“ zu- 
gehérige analytische Funktionen konstruieren kann, sobald in den vor- 
gegebenen Bereichen gewisse Entwicklungen der dort reguliren Funktionen 
méglich sind. 

Die im folgenden auftretenden Bereiche setzen wir samtlich als 
schlicht voraus. 


§ 1. 

Gegeben sei der Raum R,, der » komplexen Verinderlichen z,, z,, 
..» 2m: By sei ein beliebiger Bereich des R,,, mit der Eigenschaft, daB 
seine Regularitatshiille § (6,) mindestens einen 
Punkt P, und eine volle Umgebung U(P,) ent- 
halt, die keinen Punkt mit 8, gemeinsam hat. 
E sei dann eine durch P, laufende (2n — 2)- 
dimensionale analytische Ebene, die den Be- 
reich %, trifft (eine solche Ebene existiert 
sicher); E habe die Gleichung A (z,, 2, ..., 2) 
=a,+ 4,2, +4,%+...+4,2%, = 0. 8, sei 
ferner ein Bereich, der U(P,), aber auBer den 
in U(P,) liegenden Punkten der Ebene £ keine 
weiteren Punkte auf # enthilt; die Bereiche 8, und %, mégen einen 
Durchschnitt gemeinsam haben. Wir behaupten dann, daB sich Satz A nicht 
auf den Vereinigungsbereich der beiden Bereiche 8, und %, tibertragen laBt. 





8) Vgl. etwa H. Cartan, ,,Les fonctions de deux variables complexes etc.“, 
Journ. de Math. (10) 9 (1931), S. 24. 


21* 
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Hierzu wahlen wir fp = h(z,, z,, ..., 2) in jedem Punkte P auf £, 
der zugleich im Innern von %, liegt. In allen iibrigen Punkten von % 
(insbesondere also in P,) sei fp=1. Bei geeigneter Wahl von Um- 
gebungen U(P) geniigen offenbar die {p der Aquivalenzbedingung. 

Existierte nun eine in 8 regulire Funktion G (z,, z,, ..., 2), die in 
allen Punkten mit der zugehérigen Funktion fp aquivalent wiire, so miiBte 
die Funktion 


ol G (21, 2) «++» 2) 
+» &n) = h (215 2g, +++» Z) 





F (2, % «. 


in %, und damit im Innern der Regularititshiille §(®,) regular sein — 
also auch in P, selbst. Da aber h(P,) = 0, ist dies nur méglich, falls 
auch G in P, verschwindet; G kénnte somit in P, nicht mit fp, =1 
aquivalent sein, w. z. b. w. 

Bemerkt sei, daB an die Stelle der Ebene E jede andere durch P, 
laufende (2 — 2)-dimensionale analytische Flaiche § treten kann, sofern 
sie den Bereich %, schneidet und durch eine in 8%, regulire Funktion 
dargestellt wird, die innerhalb 8, nur auf § verschwindet. 

Bei geeigneter Wahl von P, unterscheidet sich der Bereich 8 be- 
liebig wenig vom Bereiche &,. 


§ 2. 

In diesem Paragraphen beschrinken wir uns der Einfachheit halber 
auf Funktionen der beiden Verinderlichen w und z. Die Ergebnisse 
lassen sich aber ohne Schwierigkeit auf Funktionen von n Verinderlichen 
iibertragen. 


Hilfssatz 1. Das durch den Punkt P laufende analytische Flachen- 
stiick § sei in der Umgebung von P’ Nullstellenfliche der in P reguliren 
Funktion f{(w, z). Ist dann Q ein beliebiger Punkt, auf §, der sich mit P 
durch eine auf % liegende Kurve € verbinden la6t, die nur aus regu- 
laren Punkten der Funktion / besteht, so ist Q ebenfalls eine Nullstelle 
von f. 

Wire naimlich der Satz falsch, so miiBte es auf dem Kurvenstiick € 
von P aus einen ersten Punkt Q’ geben, so daS in jeder Umgebung 
von Q Punkte auf % lagen, in denen f nicht verschwindet. Q’ ist selbst 
(wegen der Stetigkeit) eine Nullstelle von /. Dann aber folgt aus dem 
Vorbereitungssatze*) und der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung 
eines analytischen Flichenstiickes, daB / in einer geniigend kleinen Um- 
gebung von Q’ in simtlichen Punkten von § verschwinden miiBte, im 
Widerspruch zu unserer Annahme. 


%) Vgl. *) a), S. 86 ff. 
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Aus dem Hilfssatze ergibt sich unmittelbar: 

Satz 1. Ist B ein nicht vollkommener Kreiskérper'), so lassen sich 
stets Funktionen fp so withlen, daB sie zwar der Aquivalenzbedingung ge- 
niigen, aber keine in B reguliire Funktion ewistiert, die in jedem P mit 
der zugehérigen Funktion fp dquivalent wiire. 

Ist nimlich 8 nicht vollkommen, so gibt es mindestens eine Ebene 
w =c,z, die aus B eine Kreisscheibe 


(3,) |wP+|eP<r, s=— =e, 
und einen mit §, punktfremden Kreisring 
(8.) n<|wP+l|2ePon, s=a(ron<%) 


ausschneidet. In jedem Punkte P auf §, waihle man fp = w — c,z = g(w,z), 
in allen iibrigen Punkten von % sei fp = 1; bei geeigneter Wahl der U(P) 
geniigen die fp der Aquivalenzbedingung. Da nun jede in 8 regulire 
Funktion auch im kleinsten umfassenden vollkommenen Kreiskérper, ins- 
besondere also auf der vollen Kreisscheibe 

(%) \wP+\|zP<on, s=e, 

regular ist“), muB nach dem Hilfssatze eine mit g in den Punkten 
von %, aquivalente Funktion auf ganz § verschwinden, kann also auf §, 
nicht mit f = 1 dquivalent sein, w. z. b. w. 

Satz 2. Gilt in einem Reinhardtschen Kérper 8 die Aussage von 
Satz A, so ist B notwendig entweder ein Regularitdtsbereich oder unter- 
scheidet sich von einem solchen héchstens um Stiicke der beiden Symmetrie- 
ebenen w = 0 und z = 0. 

Beweis. Der Reinhardtsche Kérper 8 sei kein Regularititsbereich, 
noch unterscheide er sich von seiner Regularititshiille nur um Stiicke 
der w- oder z-Ebene. Wir beweisen, daB man in 8 geeignete fp wahlen 
kann, die den Aquivalenzbedingungen geniigen, so daB es aber keine in 8 
regulire Funktion gibt, die mit allen fp jeweils in P fquivalent wire. 

I. B sei nicht vollkommen! (Auch unterscheide sich B von einem 
vollkommenen Reinhardtschen Kérper nicht lediglich um Stiicke der Ebenen 
w = 0 oder z = 0). 8 ist dann sicher kein Regularititsbereich, da jede 
in $8 regulére Funktion in den kleinsten umfassenden vollkommenen 
Reinhardtschen Kérper fortsetzbar ist '). 





10) Unter einem Kreiskérper bzw. Reinhardtschen Kérper des R, versteht man 
bekanntlich einen Bereich $, der mit einem Punkte (a,b) auch alle Punkte 
(ae'*, be) baw. alle Punkte (ae’’, be”) und ferner den Punkt (0, 0) enthalt. 
Liegen auBerdem stets alle Punkte (ka, kb) bzw. alle Punkte (ka, hb) mit |k|=1, 
h| = 1 in 8, so heiBt B ein vollkommener Kreiskérper baw. ein vollkommener Rein- 
hardtscher Korper. 

11) Vgl. 4). 
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In diesem Falle gibt es zwei reelle Zahlenpaare (0,, g,) und (r,, 1,) 
mit 0 < r, < 0,,0 < 1, < @,, 80 daB alle Punkte (w, z) mit |w| = 9,, 
|z| = 0, und |w| =+,, |z| = r, Randpunkte des Bereiches 8 sind. Wir 
diirfen ohne Einschrankung 0, = 0, = 1 voraussetzen. 

Da r,, 7, < 1, lassen sich zwei ganze positive Zahlen «~ und » so 
wahlen, daB r, > r¥ und r, > 73. Die beiden Hyperflaichen 

ri |z|=17,|w\* und r5|w| = 7,|2\’ 
laufen dann durch (0,0) und (r,,7,), und die auBerhalb des Dizylinders 
|w| <1r,, |z| < 7, liegenden Stiicke dieser Hyperflichen trennen den 
Randpunkt (1, 1) des Bereiches $ von dem inneren Punkte (0, 0). Hieraus 
ergibt sich, daB entweder die Fliche 


(§) riz = 7,0 
oder 
(¥”) mhw=rT,2 


den Bereich § in zwei punktfremden Stiicken }{ und § schneidet. 
Da die Regularitatshiille § (6) den kleinsten 8 umfassenden vollkommenen 
Reinhardtschen Kérper enthalt™), sind } und § sicher innerhalb. (8) 
tiber Punkte der Fliche % bzw. §* miteinander verbindbar. Die Be- 
hauptung ergibt sich dann wie in Satz 1. 

II. B sei ein vollkommener Reinhardtscher Kérper, aber kein Regu- 
laritdtsbereich. Sind (0,, 0,) und (r,, 7,) mit r, << 9,, 7, > 0, zwei Paare 
reeller, positiver Zahlen, so gibt es genau eine Hyperfliche der Form 
(+) |w||z2"=C (B > 0), 
die die beiden Punkte (w = 0,,2=,) und (w=1r,,2=,,) enthilt. 
(Beweis durch Ausrechnung.) 

Hilfssatz 2. Ein vollkommener Reinhardtscher Kérper ist dann 
und nur dann ein Regularitatsbereich, falls folgende Bedingung erfiillt 
ist: Liegen die beiden reellen Punkte (0,, 0,) und (r,, r,) mit 0< r, < 9,, 
0 < 0, <r, auf dem Rande von 8%, ist ferner |w||z\? = C die durch 
diese beiden Punkte bestimmte Hyperfliche (+), so liegen s&mtliche 
Punkte (w, z) im Innern von §%, fiir die zugleich: 

lwW}<ep |2l<r, |wllzl? < C. 

Diese Bedingung ist naimlich nach einem bekannten Satze"*) not- 
wendig und hinreichend dafiir, daB 8 der Konvergenzbereich einer Potenz- 
reihe ist. % ist aber dann und nur dann ein solcher Konvergenzbereich, 
wenn er ein Regularititsbereich ist”). MHilfssatz 2 la8t sich iibrigens 


12) Vgl. etwa Hartogs, Math. Annalen 62 (1906) und B. Almer, Ark. f. Math. 
17 (1922), N.7, S. 15. 


18) Vgl. *) b) 8. 641. 
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auch unmittelbar aus der Konvexitat beziiglich einer Klasse von Monomen 
beweisen ™*). 

Ist demnach der vollkommene Reinhardtsche Kérper 8 kein Regu- 
larititsbereich, so gibt es auf dem Rande von $ mindestens ein reelles 
Punktepaar (0,, 0,) und (7,, 7%), 9<7,< @,) O<ay< 1, 80 dab 
innerhalb 
(3) lwi< ea, lz}<r, |wlleh<C 
Punkte liegen, die nicht dem Innern von $8 angehéren (|w||z|? = C 
bedeute wieder die zu den beiden Punkten gehérige Hyperfliche (+-)). 
Da die nicht in 8 liegenden, aber gleichzeitig die Ungleichungen (%) 
befriedigenden Punkte mindestens ein vierdimensionales ,,Ringgebiet‘‘ aus- 
fiillen, so schneidet fiir geniigend kleines ¢ die zu dem Punktepaar 
(o,, (1 — t)o,) und ((1 —¢)r,, 7.) gehérige Hyperflaiche || |z|*’ = C’ den 
Bereich 8 in zwei punktfremden Stiicken; wir kénnen dabei ¢ so wahlen, 
da8 f’ rational ist — etwa pf’ = =. p und q ganz positiv. Es schneidet 
also insbesondere die analytische Flache 
(%) wizrP—C¢=0 
aus % zwei punktfremde Flachenstiicke %, und §, aus, die aber sicher 
innerhalb der Regularititshille § (8) auf der Fliche  miteinander ver- 
bindbar sind (vgl. Hilfssatz 2). Hieraus ergibt sich dann, wie oben, die 
Behauptung. 

Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen, so kénnen wir 
sagen: 

Das Versagen des Cousinschen Satzes in den von uns betrachteten 
Fallen liegt darin, daB der vorgegebene Bereich $ von einem analytischen 
Flachenstiick § in zwei punktfremden Stiicken §, und §, geschnitten 
wird, andererseits aber jede in 8 regulire, auf einer der beiden Flachen- 
stiicke verschwindende Funktion notwendig auch -uf dem anderen Stiick 
verschwindet. Der Grund hierfiir war in den Beispielen des §1, daB zu 
einem solchen Bereiche $ ein Teilbereich $, existierte, der das Flaichen- 
stiick §,, aber keinen Punkt von §, enthielt, die Regularitatshiille von 8 
aber sowohl §, wie §, umfaBte. In den Beispielen des §2 lieBen sich 
, und %, innerhalb der Regularitatsbiille durch eine nur aus Punkten 
der Fliche §§ bestehende Kurve miteinander verbinden. 

Insbesondere sahen wir, daB Satz A auf keinen Reinhardtschen 
Kérper iibertragbar ist, dessen Regularitatshiille um ein volles vier- 
dimensionales Stiick ,,gréBer“ ist. So fragt es sich, ob es tiberhawpt einen 
einfachzusammenhdngenden Bereich 8 gibt, auf den sich Satz A itibertragen 
lapt, dessen Regularitatshiille aber zugleich einen Punkt enthilt, der mit 
einer vollen Umgebung auferhalb von ® liegt. 
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Auf der anderen Seite gelang es bisher nicht, einen einfachzusammen- 
haingenden Regularitétsbereich anzugeben, in dem Satz A nicht gilte. 
Es ist also noch vollkommen die Frage offen, 0b nicht Satz A und damit 
Satz B wenigstens auf alle einfachzusammenhdngenden Regularitatsbereiche 
verallgemeinert werden kann. 

Die letzte Frage hingt eng mit der folgenden zusammen: Gibt es 
einen einfachzusammenhangenden Regularititsbereich R, der von einem 
analytischen Flachenstiick g(w, z) = 0 (g regular in ®) in zwei punkt- 
fremden Stiicken geschnitten wird, zu dem ferner ein Bereich 8, existiert, 
der nur Punkte eines der beiden Flichenstiicke enthalt und zugleich ® 
zur Regularitatshiille hat. Auf einen solchen Bereich R wire nimlich 
Satz A sicher nicht iibertragbar (vgl. § 1). 

Bemerkung. DaB auch ein einfachzusammenhingender Regularitits- 
bereich durch eine analytische Fliche in zwei punktfremden Stiicken 
geschnitten werden kann, zeigt das folgende Beispiel (hier gelingt es 
natiirlich nicht, einen Bereich 8, der oben gesuchten Art zu finden): 
Die Flache w = 10z — 202* hat mit dem Dizylinder |w| < 1, |z| < 1 
den Punkt (0,9) und (0, $) gemeinsam. Aus |w| > 10|z|— 20|z/? folgt, 
da8 auf |z| = } innerhalb |w| < 1 kein Punkt der Flache liegen kann. 
Die Punkte (0,0) und (0, }) miissen also zwei punktfremden Stiicken §, 
und %, angehéren. 

Hieraus ergibt sich weiter, daB es im Dizylinder Funktionen gibt, 
die auf §,, nicht aber auf §, verschwinden, fiir die also die obige Flache 
nicht Nullstellenflache bleibt. Man hat hierzu nur auf §, die Funktionen 
fp = w — 10z+ 202 und in den iibrigen Punkten fp = 1 zu wihlen. 
Die nach Satz A zu diesen fp existierende Funktion G leistet bereits das 
Verlangte. 

Man beachte ferner, daB jeder Bereich, der den Dizylinder als Regu- 
laritatshiille hat, notwendig Punkte beider Flachenstiicke enthilt. 


§ 3. 

Die Ergebnisse von §1, §2 zeigen uns, da8 man im allgemeinen 
Falle die Bedingungen im ,,Kleinen“, wie sie Cousin verlangt, aufgeben 
muB, um in vorgegebenen Bereichen zu gegebenen Nullstellenmannig- 
faltigkeiten Funktionen konstruieren zu kénnen. Wir stellen daher die 
folgende Frage: 

In einem Bereiche 8 des R,, sei eine abzihlbare Menge dort regu- 
larer Funktionen g,, 9,,.--,; Jm»--- gegeben, die je in mindestens einem 
Punkt aus 8 verschwinden mégen, ohne dabei identisch zu verschwinden. 
Gibt es dann eine in B® regulire oder meromorphe Funktion f (z,, 2», .--,2n), 
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die genau die g,, zu Nullstellenfunktionen hat? Ausfiihrlicher gesagt, heiBt 
dies: Gibt es eine Funktion f mit den Eigenschaften: 1. / verschwindet 
in 8 nur, wo eines der g,, verschwindet; 2. die Funktion £ ist (fiir 


jedes m) in B regular (bzw. falls f nur meromorph, so ist - mindestens 


in sémtlichen Punkten aus %, in denen g,, = 0, regulir “oder aufer- 
wesentlich singulir von zweiter Art *) '*)). 

Zunichst ist klar, daBS zu den g,, nur dann in $ eine solche 
Funktion / existieren kann, falls die Nullstellenflichen der g,, sich in 
keinem inneren Punkte des Bereiches 8 hiaufen oder — was dasselbe 
bedeutet — falls in jedem ganz im Innern von 8 liegenden Teilbereiche 8, 
nur endlich viele der g,, verschwinden kénnen. 

Setzt man dieses voraus, so laBt sich in vielen Fallen die Existenz 
einer zu den g,, gehérigen reguldren Funktion f nachweisen. Im all- 
gemeinen Falle versagt das angegebene Verfahren; indessen gibt es stets 
eine in 8 meromorphe Funktion F, die genau die g,, zu Nullstellen- 
funktionen hat. 

Es gelten die beiden Sitze: 


Satz 3. In einem Bereiche B sei eine abzihlbare Menge dort regulérer, 
nicht identisch verschwindender Funktionen 9,, go, ---» Gm» +++ gegeben, von 
denen in jedem ganz im Innern von B liegenden Teilbereiche B, jeweils 
nur endlich viele verschwinden mégen. Dann gibt es stets eine in B mero- 
morphe Funktion F, welche stmtliche g,, und nur diese zu Nullstellen- 
funktionen hat. 

Beweis. Wir kénnen eine Folge von Bereichen %,, 8,, ..., By, ... 80 
wihlen, daB jedes abgeschlossene %,, im Innern von %,,,, und 8 liegt, 
und lim %,, = %, ferner fiir jedes m die Nullstellen von g,, auSerhalb 


des abgeschlossenen Bereiches %,, liegen. 
Bezeichnet man dann mit M,, + 0 as Minimum von |g,,| in B,, 


und setzt man C,, > me iat | \sz fiir alle Punkte 





so ist 
M,,’ 





C.Im i 
aus %,,. 
Es konvergiert also das Produkt 


PR ty nay II ‘a C,.%m ail 


18a) AuBerwesentliche Singularitéten zweiter Art treten nimlich dort auf, wo 
9,, = 9 und eine Polflache von / sich schneiden. 

14) Diese Frage hat zuerst Herr St. Bergmann in einer kiirzlich erschienenen 
Arbeit aufgeworfen, vgl. »,Uber die Nullstellen einer Funktion von zwei komplexen 
Veranderlichen*‘, Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 35 (1932), S. 1188—1194. 
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gleichmaBig im Innern von 8%. F stellt eine in ganz &% meromorphe 
Funktion dar; Polstellen sind dort, wo C,,g, + 1 = 0; diese Polstellen- 
flachen kénnen sich im Innern von $ nicht hiaufen™). F ist offenbar die 
gesuchte Funktion. 


Satz 4. Die in 8 reguliren Funktionen g,, mégen den Voraus- 
setzungen von Satz 3 geniigen. Ferner existiere eine Folge von Bereichen 
%,, B,, ..., B,,... mit den Eigenschaften: 1. der abgeschlossene Bereich B,, 
liegt in. Innern von 8, ., und B (u = 1, 2,...) und es ist lim 8, = 8; 
2. jede in einem Bereiche ®,, regultire Funktion lift sich in eine dort gleich- 
méipig konvergente Reihe entwickeln, die nach noch in B reguliren Funk- 
tionen fortschreitet. Dann gibt es stets eine im Innern von B reguldre 
Funktion }, die genau die g,, 2u Nullstellenfunktionen hat. 

Der Beweis wird ganz analog dem Beweis des entsprechenden Satzes 
iiber die Nullstellenflachen ganzer Funktionen gefiihrt**). 

G, sei das Produkt aller g,,, die in 8, verschwinden; G,(u > 2) das 
Produkt der g,,, die in B,, aber nicht in| 8, _, verschwinden. Auf Grund 
der Voraussetzung lat sich dann G, in %,_, darstellen durch 


G, = gut Fn 
wobei P, und R, in B regulir sind und der Rest R, in B,_, beliebig 
klein gemacht werden kann (u = 3,4, ...); es sei etwa | R,| < = in By». 
Das unendliche Produkt 


f(z, 2s, ery Zn) = @,4, [] @,e-* 
3 


konvergiert dann im Innern von % gleichmaBig und stellt dort die ge- 
suchte Funktion dar. 


Folgerung. Ist 8 ein Reinhardtscher Kérper oder ein Kreiskdrper 
oder ein Rungescher") Regularitatsbereich des R,, so gibt es zu vorgegebenen g.,, 
die den Voraussetzungen von Satz 3 geniigen, stets eine in B reguldre 
Funktion, die genau die g,, 2u Nullstellenfunktionen hat. 

Ist naémlich $ ein Reinhardtscher Kérper oder Kreiskérper, so lait 
sich $ durch eine Folge ganz im Innern liegender Reinhardtscher Kérper 
bzw. Kreiskérper approximieren; jede in einem solchen Kérper regulare 


8) Die C,, sind so zu wiahlen, da8 nie Pol- und Nullstellenflaichen zusammen- 
fallen. 

16) Vgl. etwa *) a), S. 260ff. 

17) Wir nennen einen Bereich § einen Rungeschen Bereich, falls sich jede in 8 
regulére Funktion in eine in $ gleichm&Big konvergente Polynomreihe ent- 
wickeln 14Bt. 
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Funktion ist in eine Potenzreihe bzw. eine Reihe homogener Polynome 
entwickelbar **). 

Ist 8 ein Rungescher Regularititsbereich, so ist 6 konvex in bezug 
auf eine Klasse von Polynomen™). Es la6t sich nun leicht zeigen, dab 
ein solcher Bereich stets durch ganz im Innern liegende Teilbereiche 
approximiert werden kann, die gleichfalls konvex in bezug auf Polynome 
sind — Bereiche dieser Art sind aber nach einem Satze von A. Weil**) 
selbst wieder Rungesche Bereiche, woraus sich die Behauptung ergibt. 

Die Frage, ob in einem beliebigen Bereiche 8 zu vorgegebenen Null- 
stellenmannigfaltigkeiten nicht nur eine in 8 meromorphe Funktion, sondern 
stets auch eine dort regulire Funktion existiert, haingt wiederum 
mit Satz B zusammen. Es sei nimlich Satz B auf einen Bereich B 
iibertragbar. F sei die zu den vorgegebenen Nullstellenfunktionen g,, 
nach Satz 3 sicher existierende in 8 meromorphe Funktion. Nach unserer 


Annahme gibt es zu F zwei in % regulire Funktionen G und H, so daB 
= e Da G und H iiberall in 8 (in eventuell vorhandenen gemein- 
samen Nullstellen) teilerfremd miteinander sind, mu8 G genau die Null- 
stellen von F besitzen, ist also die gesuchte Funktion. Wir kénnen 
somit sagen: 
Lapi sich Satz B auf einen Bereich B tibertragen, so gibt es stets zu 
vorgegebenen Funktionen g,,, die den Voraussetzungen von Satz 3 geniigen, 
eine in B regulare Funktion, die genau die g,, 2u Nullstellenfunktionen hat. 


18) Vgl. ®), S.14, 19, vgl. auch *) a) Satz 10 und 11. 

19) Vgl. *) b). 

20) Vgl. A. Weil, “Sur les séries de polynomes de deux variables complexes“, 
C. R. Acad. Sci. Paris 194 (1932), S. 1304—1305. 


(Eingegangen am 30. 7. 1933.) 











Zwei Sitze aus dem Ideenkreis des Schwarzschen 
Lemmas iiber die Funktionen von zwei komplexen 
Verinderlichen. 


Von 


Stefan Bergmann in Berlin. 


§ 1. 
Problemstellung. 

Eines der wichtigsten Hilfsmittel bei der Untersuchung der Funk- 
tionen von einer komplexen Verinderlichen (= F. v. 1 k. V.) bildet das 
Schwarzsche Lemma. Es erlaubt uns, aus einigen wenigen Angaben 
iiber die Funktion weitgehende Schliisse hinsichtlich ihres Wertevorrates 
zu ziehen. 

Bei dem Beweise des Lemmas bzw. verwandter Siitze aus diesem 
Ideenkreise stiitzt man sich im wesentlichen auf die folgenden EKigen- 
schaften der F. v. 1k. V. bzw. der harmonischen Funktionen: 

I. Das Maximum des absoluten Betrages einer im Bereich reguliren 
Funktion wird am Rande angenommen. 

II. Zu jedem Bereich existiert eine Greensche Funktion G (zx, y; &, 7), 
die in einem beliebig vorgegebenen Punkte £, 7 des Bereiches eine logarith- 
mische Singularitat hat. 

III. Zu jeder harmonischen Funktion g(z,y) gibt es eine kon- 
jugierte k(z,y), so daB g(x,y) +tk(z,y) = f(x+ty) eime F.d.k.V. 
z=2-+ity wird. [Unter Benutzung von II und III erhalt man in 
ef uiimtikK@w5” die bei dem Beweise des Lemmas (Lindeléfsches 
Prinzip) angewandte Vergleichsfunktion, die am Rande des Bereiches den 
Betrag eins hat und im Punkte é, » eine Nullstelle erster Ordnung 
besitzt]. 

IV. Fir die F. v. 1k. V. gilt der Cauchysche Integralsatz. (Aus II, 
IV gewinnt man die Jensen-Nevanlinnasche Formel.) 

Bei dem Versuche, die Saétze aus dem angegebenen Ideenkreis auf 
den Fall der F. v. 2 k. V. zu iibertragen'), findet man zwar, daB I auch 


1) Verallgemeinerungen des Schwarzschen Lemmas, die die Eigenschaften der 
durch ein Paar von F. v. 2 k. V. erzeugten Abbildungen betreffen, findet man in 
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bei F. v. 2 k. V. allgemein gilt, hingegen ist es offenbar unméglich, eine 
F. v. 2k. V. zu konstruieren, die auf dem (dreidimensionalen) Rande des 
Bereiches den Betrag eins hat und gleichzeitig in einem vorgegebenen Innen- 
punkte des Bereiches verschwindet. Aus einem bekannten Hartogsschen 
Satze folgt namlich, daB eine Funktion, die irgendwo im Innern eines 
Bereiches $*) verschwindet, auch auf der Randmannigfaltigkeit 6 von B 
Nullstellen besitzen muB. 


Daher werden hier Verallgemeinerungen der Sitze aus diesem Ideen- 


kreise auf den Fall von F. v. 2k. V. mit Hilfe der folgenden beiden Be- 
trachtungsweisen erzielt. 


I. Man untersucht allgemeine*), einfach zusammenhingende Bereiche, 
wobei man den log des Absolutwertes der Funktion betrachtet und die 
Eigenschaften der biharmonischen Funktionen heranzieht; anstatt aber 
die Abschitzungen mittels der Jensen-Nevanlinnaschen Ungleichung bzw. 
durch Vergleich mit einer bekannten Funktion zu gewinnen, benutzt man 
gewisse aus der Theorie der Orthogonalfunktionen herriihrende Sitze. 





den bekannten Arbeiten von Reinhardt ,,Uber Abbildungen durch analytische 
F. v. 2k. V.“* Math. Ann. 88 (1921), S. 211—255. II. Teil, von Carathéodory ,,Uber 
das Schwarzsche Lemma bei analytischen F. v. 2 k. V.“* Math. Ann. 97 (1927), 
8S. 76—98 und Carathéodory »Uber Geometrie der analytischen Abbildungen, die 
durch analytische F. v. 2 k. V. vermittelt werden‘. Abh. a. d. math. Sem. d. 
Hamburg. Univ. 6 (1928), S. 96—145. Die in der vorliegenden Arbeit betrach- 
teten Fragen liegen aber in einer wesentlich anderen Richtung als die in den ge- 
nannten Arbeiten behandelten. Dagegen besitzt die vorliegende Untersuchung Be- 
rihrungspunkte mit der Note: ,,Uber F. v. 2. k. V., die ebene Pol- und Null- 
flachen besitzen“‘, Jahresber. d. D. M. V. 39 (1930), S. 266—268. 

2) Mit deutschen Buchstaben sollen im folgenden stets Mannigfaltigkeiten be- 
zeichnet werden, wobei: 


fette, groBe Buchstaben vierdimensionale Mannigfaliigkeiten, 


» kleine e dreidimensionale a 
gewohnliche, groBe ee zweidimensionale ie 
i kleine Pa eindimensionale Ps 


bedeuten. Durch die — groBen und kleinen — gleichen Buchstaben werden wit 
im folgenden einen Bereich und seine Berandung bezeichnen. So bedeutet a die 
Berandung von &, b die Berandung von ®, ¢ die von ©. 8(z, = 2,) bedeutet 
den Schnitt der Mannigfaltigkeit 8 mit der Ebene z, = Zz). Die im folgenden 
vorkommenden Mannigfaltigkeiten sind stets offen, falls nicht avusdriicklich das 
Gegenteil hervorgehoben wird. 

3) Wir werden im folgenden nur schlichte, ganz im Endlichen gelegene Bereiche, 
die von endlich vielen reguliren dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten berandet 
sind, betrachten; die Bezeichnung ,,allgemeine“ soll nur als Gegensatz zu gewissen, 
spiter vorkommenden, sehr spezielien Bereichen mit ausgezeichneter Randfliche 
dienen. 
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Dieser Weg wird im §2 eingeschlagen. Nach Erledigung gewisser 
Hilfsbetrachtungen iiber biharmonische Funktionen, die es erlauben, jede 
solche Funktion durch ihren quadratischen Mittelwert im betrachteten 
Bereiche abzuschitzen, gelangen wir zu dem folgenden Ergebnis: 


Es bedeute f(z,,z,) eine in 8 meromorphe Funktion mit endlichem 
(1, 1) J(f) = | (log |f(z,,2,)|)®>do = F (d@ vierd. Vol.-E1.). 


Unter n,(z,,z,), & = 1,2, ... l, baw. p,(z,,2z,), k = 1, 2,...7, verstehen 
wir irgendwelche in ® reguliren und (um Triviales auszuschlieBen) in 
mindestens einer inneren Stelle von $ verschwindende Funktionen mit 
endlichen J(n,) bzw. J (p,). 

Zu jeder Funktion n, (bzw. p,,) 14Bt sich ein geeignetes in 8 regulares 
quadratintegrierbares h, (z,,z,) bestimmen, derart, daB der log des Betrages 
der Funktion 


m, (21, 2) P,, (21» 2) 
(1, 2) re (4) =a (bew. Fn = aa 








zu allen in $ biharmonischen Funktionen (im iiblichen Sinne) orthogonal 
ist. Die Funktion (1,2) (deren Nullstellen mit denen von n, iiberein- 
stimmen) bezeichnen wir als normiert in bezug auf ®. 


kor 
f (2,» 2) J], (@» %) 


Falls der Ausdruck —,——* in ® regular ist und 


TIT », (z, 29) 


k=1 

dort nirgends verschwindet, bezeichnen wir die ~»,(z,, zs), 
k=1,2,...1 baw. 2, (2,,2,),k = 1,2,...r als die (gesamten) nor- 
mierten Null- bzw. Polfunktionen von f(z,,z,) in B. 

Es gibt in diesem Falle eine positive, nur von B abhingige (positive) 
Funktion H(z,,2,), ferner eine Konstante S, die von ® und den nor- 
mierten Pol- und Nulljunktionen abhingt, so daB fiir jedes f(z,,z,) mit 
J ({) = F der angegebenen Art in ® die Ungleichung 





k=l | 
eas| LT 2 ev) 


l k=1 
(1, 3) ty “re t=<r S |f (2, 2) | 
la (2, =) TI ™, (24+ 2%) | sills 
k=1 
“TT % (#2) 
¥» (24s 2 
< [H(,,2,))""—*| = _— 
IT =, 2) 


k=1 














Funktionen von zwei Ver&nderlichen. 327 


gilt). Es gibt Funktionen, fiir die die angegebenen Schranken erreicht 
werden. 
II. Will man die Untersuchung auf spezielle Gebiete beschrinken, so liegt 
es nahe, ,,Bereiche mit ausgezeichneter Randflaiche“ zu betrachten. 

Hierunter verstehen wir Bereiche, die die Eigenschaft haben, da8 
auf der (dreidimensionalen) Berandung des Bereiches eine (zweidimen- 
sionale) Flache liegt, die (funktionentheoretisch) eine ahnliche Rolle spielt, 
wie in der Theorie d. F. v. 1 k. V. der Rand zweidimensionaler Bereiche. 

Insbesondere wird hier eine spezielle Klasse von ,,Bereichen mit aus- 
gezeichneter Randfliche“ betrachtet, die in einer fritheren Arbeit niaher 
untersucht wurde *). 

In der genannten Arbeit wurde gezeigt, daB zu jeder Fliche § mit 
der Parameterdarstellung 

2, =f, (4,%), y, =f, (4,0), 2 = 9,(%), Ys = 95 (r), 

wo f, bzw. g, reelle periodische Funktionen der reellen Verinderlichen u 
und wv bedeuten, die gewissen Stetigkeits- und Konvexititsbedingungen 
unterworfen sind, Bereiche & existieren, deren Bestimmungsfliche § ist. 
(Naheres vgl. §3). Unter Bestimmungsfliche (das ist ein Spezialfall 
einer ,,ausgezeichneten Randfliche“) wird eine Fliche verstanden, 
die folgende Eigenschaften hat: 

1. Jede in @ regulire, in M+ a stetige Funktion nimmt 
das Maximum des absoluten Betrages auf § an. 

2. Zu jeder auf § stetigen (reellen) Funktion u(z,, z,)°), die ge- 
wissen Nebenbedingungen NW’) geniigt, gibt es eine in M reguliare, 





*) In der entsprechenden Ungleichung im Falle d. 1k. V. tritt an die Stelle 


von [H (2, 2,))*¥-s das max |/(z)| am Rande. [Vgl. dazu z. B. Bieberbach, 
Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. II (1927), S. 121, Formel (7).] 

5) ,, Uber ausgezeichnete Randflachen in der Theorie der F. v. 2 k. V.‘‘ Math. 
Ann. 104 (1931), 8S. 611—636. Vgl. auch die Arbeit ,,Uber die Veranschaulichung 
der Kreiskérper und Bereiche mit ausgezeichneter Randfliche“, Jahresber. d. deutsch. 
Math. Verein. 42 (1932), S. 238—252, insbesondere § IV, S. 249 ff. Die erste dieser 
Arbeiten werden wir im § 3 als die Arbeit A, die zweite als Arbeit V bezeichnen. 

6) Mit Z,, Z, werden die Koordinaten der Punkte von § bezeichnet. Es 
werden im folgenden im allgemeinen (auch als Argumente von reellen Funktionen) 
an Stelle der Ver&nderlichen z,, y, die komplexen z, = z,+iy, (k = 1,2) 
benutzt. 

7) Der Sinn der Nebenbedingung WN ist der folgende: Im Innern von @ liegt 
der Produktbereich $, = € x R, wo € der von der Kurve z, = g, (v) + igy(v) 
berandete Bereich ist, und &, den Kreis |z,|< ¢ bedeutet (¢ > 0, hinreichend 
klein). Der auf der Bestimmungsfliche ; von M gegebenen Funktion 1 (2,, 23) 
wird durch gewisse Vorschriften in eindeutiger Weise eine Funktion U, auf der 
Bestimmungsfliche ©, von , zugeordnet. Die Bedingung N besagt nun, daB es eine 
in %, regulare biharmonische Funktion gibt, die auf G, die Randwerte U, annimmt. 
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in &+ a stetige biharmonische*) Funkticn U (z,,z,), die auf § die 
vorgeschriebenen Randwerte annimmt. 

Man bezeichnet § als die ,,kleinste Bestimmungsfliche“ fiir die Klasse 
der in @ reguliren, in @-+a stetigen Funktionen, falls § auBerdem die 
folgende Eigenschaft hat: 

la) Zu jedem Punkte P von § gibt es eine in YU regulire, 
in &+ a stetige Funktion h, so daB |h(z,,z,)| sein Maximum (bzgl. 
“+ a) in P und nur dort erreicht’). 

Die biharmonische Funktion U (z,, z,) = P[z,, 2; u(Z,, 2); &] ist 
also durch die (der Nebenbedingung N unterworfene) Funktion u(z,, z,) 
in & eindeutig bestimmt (Funktionenfunktion hinsichtlich u(z,2,)). Ist 
@ der Bizylinder @: |z,|< 1, |z,|<1, so laBt sich die angegebene 
Funktionenfunktion in sehr natiirlicher Weise auf den Fall verallge- 
meinern, daB u(z,,2,) beschrinkt und abteilungsweise stetig ist (aber 
nicht notwendigerweise der Bedingung N geniigt), indem man unter 
P [z,,2,; «(Z,, 2); UW] diejenige doppeltharmonische Funktion versteht, die 
durch das Poissonsche Doppelintegral 


(1, 3) P [r, effi, r, 92; u (ei %, ef 2); €] 
2222 
‘a j j u(e!*, ef 2) P(r,,D, — y,) P(r, 9, — 9) dP, d®,, 
0 0 
bean dia 


22 14+ r°—2rcost 
gegeben ist '*). Unter Heranziehung dieser Funktionenfunktion kann man im 
Falle des Bizylinders den folgenden Satz von Ostrowski verallgemeinern: 
Zerlegt man die Peripherie f des Einheitskreises € in n Teile f, 
(t = Dy t,), so gibt es m in € positive, nur von der Zerlegung abhingige 


t= 
Funktionen B,(z,€), so daB fir jede in © regulare, in €+e stetige 
Funktion f in € die Ungleichung gilt 








n 
log | f(z)| < XY log M, -B, (z, ©), M,, = Max'|f(z)|. 
k=i auf t 
*) Die Definitionsgleichungen der biharmonischen Funktion lauten 
®f®U RU al = 
(A) dai oy —— 
(B) #U &U #U 0 


Or, 0x, , Ay, 94, °, 02%, OY, ~ Oxy 0y, 
Funktionen, die nur (A) befriedigen, bezeichnet man als doppeltharmonische. 
Real- bzw. Imaginarteil einer F. v. 2 k. V. ist eine biharmonische Funktion. 

®) Das Erfilltsein von la) bei den Bereichen & wurde in der in der Fub- 
note 5), 8.327 zitierten Arbeit A nicht explizite bewiesen, man erschlieBt es aber 
leicht mit Hilfe der dort angegebenen Methoden. 
10) Vgl. dazu die in der FuBnote °) S. 327 zitierte Arbeit A. 
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Im §3 wird gezeigt, daB man allgemein in den Bereichen & eine Funk- 
tionenfunktion definieren kann, die alle notwendigen Eigenschaften. be- 
sitzt, um eine der Ostrowskischen analoge Formel aufzustellen. Hierbei 
wird entsprechend der Zerlegung der Randkurve im Falle d. F. 1 k. V. die 
Bestimmungsfliche § inn Teile zerlegt, und die in der Ungleichung (3, 25) 
auftretenden Funktionen P, [z,, z,; ¢,(2,,Z,); M] erweisen sich als positiv 
in jedem Punkt von &. 


§ 2. 

Abschitzung der meromorphen Funktionen in allgemeinen Bereichen. 

® sei ein einfach zusammenhingendes schlichtes Gebiet, das ganz 
im Endlichen liegt. Mit 
(2, 1) By, (2, 2), m = 1, 2,3,4,5,... 
bezeichnen wir ein fiir die Klasse der in 8 quadratintegrierbaren bi- 
harmonischen Funktionen vollstindiges System von Orthogonalfunktionen. 
Die Orthogonalitiatsrelationen lauten hier 
(2, 2) { Ba (21, %) By (2; %)€@ = Ons Omm = 1 

Oma = 0 (m + n). 


Hierbei ist dw das vierdimensionale Volumenelement, und unter { soll, 
Ss 


wie auch stets im folgenden, lim {  verstanden werden, wo 
nr =x 


&,, (m = 1,2,3,4...) eine abzihlbare Folge von ineinander geschachtelten 
Bereichen bedeutet, die ® ausschépfen. Die Existenz eines solchen voll- 
stindigen Systems kann leicht in derselben Weise wie in einem ana- 
logen Falle in einer friiheren Arbeit’) dargetan werden. Um den dort 
auf 8. 401—405 angegebenen Beweis auf unseren Fall zu iibertragen, 
,braucht nur der Satz herangezogen zu werden, da die Grenzfunktion 
einer im Bereiche 8 gleichmiBig konvergierenden Folge von biharmonischen 
Funktionen wieder biharmonisch ist. (Vgl. dazu auch die Ausfiihrungen 
auf 8.333 der vorliegenden Arbeit.) Mit Hilfe der Theorie der Ortho- 
gonalfunktionen beweisen wir nunmehr den 

Hilfssatz 1. Zu jedem Bereich ® evxistiert eine in jedem Punkte von 
B positive und stetige Funktion x(z,,2z,)°), so dap fiir jede im Bereiche 
regulire biharmonische Funktion G(z,,z,) mit endlichem I" = [@4o die 
Abschitzung 


(2, 3) |G (z,, %)| S VI"2 (%, %) 


11) Zwei Satze iiber F. v. 2 k. V., Math. Ann. 100 (1928), S.399—410. Vgl. 
zum folgenden auch ,,Uber unendliche Hermitesche Formen ...“, Math. Zeitschr. 
29 (1929), S. 641—677. 

Mathematische Annalen. 109. 292 
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Beweis. Es sei P,(z},z?) ein Punkt von ® und 3, ein ganz im 
Innern von $ gelegener Bizylinder mit dem Mittelpunkt in P, und mit 
den Radien 9, > 0 und go, > 0. Wir wollen zeigen, daB fiir jede in 8 
regulare biharmonische Funktion H (z,, z,) 


(2, 4) j dw > x 0} 0} H} 
Ss 


— 


gilt, wobei zur Abkiirzung H(z}, 2!) = H, gesetzt wurde. 

Fiihrt man fiir den Augenblick vermittels r,e'’* = z, — z? (k = 1, 2) 
neue Koordinaten r,,p, ein, so lat sich jede Funktion in 3, in der 
Form 


(2,5) H = Hy + LLP 7} [am, cos (m —y, + Py) + bmg Sin (mM —, + N Gs] 
= H,+ Re[L LZ (Gan — t bmn) re ret mn +42) 18) 


darstellen. Wir schlieBen dann in iiblicher Weise 
(2, 6) J Hdw 


g2(m +1) oa +1) 


> {Pio = wot of He + 2X 2 (ann + bmn) Gn FI 


=> 2° o} 0} H}. 
Setzt man nun 


Dy B, (2, Z,) B, (2?, 22) 





(2, 7) M,, (2,, 2; 22, 22) = —_! . ey 
> Bile. 2) 
k=1 
so erhalt man: 
(2, 8) [M2 (2,45 24, 2)do = + 
8 x Bet. 22) 


k=1 

Da M,, (2,22; z?,22) = 1 ist und m beliebig groB oye werden kann, 
so folgt nach (2,4) fiir den Kern”) y(z,, z) = 5 [B, (2,, 2)}? die Un- 
gleichung a ab 
(2, 9) x(2p%) S 





x of of” 


118) Die Kombination (m,n) = (0, 0) ist bei 2 2 auszuschlieBen. 


2) Zu einem Bereiche ® gibt es unendlich e vollstandige Orthogonal- 
systeme (die durch unendliche orthogonale Transformationen auseinander hervor- 
gehen). Der Kern x (z,,2,) ist von der speziellen Wahl des vollst&éndigen Ortho- 
gonalsystems unabhangig. 
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wobei g, und g, die Radien der beiden Faktorkreise eines Bizylinders 
bedeuten, der ganz in ® liegt und dessen Mittelpunkt der Punkt z,, 2s 
ist. Aus der Endlichkeit des Kernes, der Ungleichung (2,4) und der Voll- 
stindigkeit des Systems B,,(z,,z,) folgert man, daB jede in B reguldre 
biharmonische Funktion G (z,,2,) mit J Gdw =I < @ sich in B in der 


Form 


(2, 10) G (2, %) = F Bu(%,%) (@ Bado 
m=1 B 


darstellen laft, woraus map mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung (2, 3) 
erschlieBt. Die Reihe (2,10) konvergiert in jedem ganz im Innern von 8 
gelegenen Teilbereich gleichmaBig und absolut. Die in 8 regulire Funktion 


E Boy (4s 24) Bre (ths ty) 
(2,11) W(z,, 23 t,t) = M x (2,, 23 ty, te) Vx (ty, b) ="St, — a 
y X Br (ty, ty) 





, 


fiir die 
(2,12) [W (2,255 .t)da, = 1, |W (ty ty5 t,65)| = Vx (th, 4) 
gilt, bezeichnen wir als die zu dem Punkt (t,,¢,), [(t,,¢,) cB] gehdrige (bi- 
harmonische) Minimalfunktion des Bereiches ®. 
Hilfssatz 2"). Ist 5 a2, endlich, so ist 


m=1 


(2, 13) lim \(5 a, By (2, “do ae 


m—> co 


Um (2,13) zu beweisen, setze man fiir ganzes n << m 
k=™m i) 
Fam (z,, 29) = 2 a, B, (2,, 2), Tr (2,, 2») =2 ay B, (2,, Z,). 
Es ist dann offenbar 


k=™ oo 
[indo = Ps aj = = ap und Tn (2, 2) _ Tnm(2,, Z») + Tm (z,, 2»), 


k=n kt=n 
Ss 


woraus Th = Tim + 2amTr +m folgt. 
Fiir jeden ganz im Innern von ® gelegenen Teilbereich B, gilt also 


[nde = [ rindw+ 2 f Tam Tmo + { rado 


Pp BS) 8, %, 


18) Der Hilfssatz 2 wurde bei einer anderen Gelegenheit von Herrn Hammer- 
stein aufgestellt. 


22° 
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und mit Riicksicht auf die Schwarzsche Ungleichung 
(2, 14) J rdwox ( r?,,dw + f ridw+2 j r2 ,dw j r?, do\"*. 
P %, %, S, S, 
Ist nun ¢ > 0 vorgegeben, so gibt es wegen der gleichmaBigen Kon- 


vergenz von » a, B,(z,,z,) in ®, zu « und B, ein m,, so daB fiir m > m, 


t=1 
und alle Punkte in 8, 
é€ 
| tm (2%) |" S yor wp 
ausfallt, wobei Vol. (®) das Volumen von $ bedeutet. Dann ist aber 
fiir m > m, 
Jn dw Se. 
v 
Diese Abschitzung ergibt, in (2,14) eingetragen, 
| rdw = Sat+ 2Ve( Sat)" +e, 
k=n k=n 
bd 
und hieraus folgt fiir e +0 
| ridoax by a}, 
8, k=n 
giiltig fiir jeden inneren Teilbereich von 8. Damit ist (mit Riicksicht 
auf die Definition von j ) die quadratische Integrierbarkeit von r, fiir 
B 
jedes n erwiesen, und es gilt 
| rdw < SE al, 
Ss k=n 
woraus nun, da Dy a? endlich ist, (2,13) folgt. 
k=1 
Die Existenz der Orthogonalfunktionen B,, (z,,2,) erméglicht es, einen 


fiir das Folgende erforderlichen Begriff einzufiihren. Sei R(z,,z,) eine 
in $ definierte (reelle, nicht notwendigerweise biharmonische) Funktion 


mit endlichem f Rdw. Gilt nun 
BS 


(2, 15) J] BBado = 0, m = 1,2,3,4,5, ..., 


so folgt auf Grund des Hilfssatzes 2 und des Entwicklungssatzes, daB 
(2, 16) J RGdw = 0 
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gilt, wenn G@(z,, z,) eine beliebige in 8 biharmonische, quadratintegrier- 
bare Funktion ist, und die Funktion R(z,,z,) ist somit ,,in bezug auf die 
Klasse der in 8 biharmonischen Funktionen orthogonal“. 

Ist eine nicht orthogonale Funktion 7 (z,,z,) mit endlichem [Pte 
gegeben, so erhilt man in 


(2, 17) T (2, 2) _ T (z,, 2) w~! E B, (z,, «) | T B,dw 
7 
S 
die der Funktion T (z,,z,) entsprechende orthogonale Funktion. 


5 By (2%) | T B,dw stellt eine in 8 reguliire quadratintegrierbare 
k=1 


biharmonische Funktion dar. Die Tatsache, daB T(z,,z,) orthogonal ist, 
folgt auf Grund des Hilfssatzes 2 in iiblicher Weise aus der Vollstindig- 
keit des Systems B,, (z,, z,). 

Unter einer zu der biharmonischen Funktion B(z,,z,) konjugierten 
Funktion versteht man in Analogie zu der Theorie d. F. 1k. V. eine bi- 
harmonische Funktion K(z,,z,), die durch die Cauchy - Riemannsche 
Differentialgleichung mit B(z,,z,) verbunden ist, also fiir die 
(2, 18) 0B OK @B OK 


~ wl, Bee oe on ; ait@ 

dz, dy, Oy, da, (% = % + t¥, & = 1, 2) 
gilt. Die zu B(z,,z,) konjugierte Funktion lat sich offenbar in der Form 
21s Vir 22 LP 


OB OB OB 
(2,19) K= \(- nda, ae Za dy, — ay, ¢% + Fz, 4%) -+- const. 


@1, 04, A, be 
darstellen, und es ist B+ iK = g(z,,2,), wo 9(z,,2,) eine in allen Regu- 
laritaétsstellen von B und K regulire F. v. 2k. V. ist"). 

Die Einfiihrung der konjugierten Funktion erlaubt u. a. zu zeigen, 
daB die Grenzfunktion einer in einem Bereiche 3 gleichmiaBig 
konvergierenden Folge von biharmonischen Funktionen in einem 
ganz im Innern von 8 gelegenen Teilbereich 3’ wieder bi- 
harmonisch ist. Wir kénnen offenbar bei dem Beweise annehmen, dab 3 
ein Bizylinder mit dem Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt ist. 
B (z,,2,) sei die Folge der biharmonischen Funktionen, B(z,,z,) ihre 
Grenzfunktion, K™(z,,z,) die zu BM (z,,z,) konjugierte. Aus der Ent- 
wicklung von B® (z,,z,) in 3: 

Bm (r, eM, rg e'%2) = ~ [at r* r! cos (k p, + 1 p,) +c rk rt sin (k p, +1 —,)] 


kl". 

14) Vgl. dazu Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie II. Bd. (Leipzig und 
Berlin, 1924), 8.19, ferner F. Severi, ,,Risultati, vedute e problemi nella teoria delle 
funzioni analitiche di due variabili complesse“, Rendiconti del Seminaro matematico 
e fisico di Milano 5 (1931), S. 1—-59. 
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folgert man leicht, a8 [Pde = J K°’dq@ gilt, woraus man dann 
weiter erschlieBt, daB g,(z,,z,.) = BY +iK™ in B’ gegen g(z,,2,) 
= B+ ik gleichmaSig konvergiert, und B somit in 3’ biharmonisch ist. 


Es sei nun n(z,,z,) eine in ® regulire F.v.2k.V. mit end- 
lichem 


J (n) = J flog |m (2,, 2) I do. 
Wir bilden die dem log|n (z,, z,)| entsprechende orthogonale Funktion 


(2, 20) log | n (z,, 2.) | —2 B, (2,, 2 | B,, (z,, 23) log | n(z,, 2,)|d w. 
=1 
B 
Da J(n) endlich ist, ist 


B (2%) = E Buln %) | Bs 2%) log) m(2%))| do 
» 


eine in 8 regulaire biharmonische Funktion. Bezeichnet man dann mit 
K (z,,2,) die zu ihr konjugierte, so erhailt man in 





(2,21) ¥(%,%) = POPRERL or baw. 2 (2,,%) = SAE aaa 
eine in ® regulire F.v.2k.V. Wir werden solche Funktionen, 
die nach der soeben angegebenen Vorschrift aus Funktionen 
n(z,,2,) mit endlichem J(n) entstanden sind, und bei denen der 
Logarithmus des Betrages somit orthogonal ist, normierte Funk- 
tionen nennen und in diesem Paragraphen mit Klinen griechischen Buch- 
staben bezeichnen. 


Satz. Ist {(z,,z,) eine in B meromorphe Funktion mit J (f) = F < , 
deren siimtliche (normierte) Null- bzw. Polfunktionen in ® durch die 
Funktionen »,(z,,z,) (k = 1, 2,3,... 1) bzw. 2, (z,, 2) (k = 1, 2, 3,... 7), 
gegeben sind, so gilt fiir f(z,,z,) in B die Abschitzung 





ka 
IT »,(¢» %) 
1 WWe-siea 
(2,22) * = | SI a 
— IT =, 22) 
k=1 
k=l | 
IT % (#1 #2) 
S (H(z, 2))""—* |= ——_|, 
iT 7, (21> 23) 
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wo H(z, 2) = elx@-*2) eine nur von B abhdngige Funktion, und 
k=l 
ai My (24> 24) 
t= 
S =Jd j= 


IT », @v *%) 


k=1 
ist. 
Beweis. Es sei 
k=l 
f (2,22) JJ , (24s 22) 
(2, 23) t(z,,%,) = k=1 


k=r 


IT», (@» a) 


k=1 
log |t(z,,2,)| ist eine in 8 regulire biharmonische Funktion; man kann sie 
also nach (2,10) in der Form 


(2,24) log |t(z,, z,)| = 24, By (2,2), % eo B, (2, 2) * log |t(z,, 2,)|dw 





darstellen. Die Anwendung des Hilfssatzes I ergibt 


(2, 25) | log |t (2, 2,)|| <x (2,, %) 5 ay. 


Wir brauchen somit nur noch Sa} abzuschitzen. Dies kann unter Be- 
k=1 


nutzung der Orthogonalitaét der Funktionen log|2,| und log|»,| leicht 
geschehen. Es ist nimlich 





k=l k=r 
log |t (z,, 2,)| — log | 2 (2,, %)| + 2, log | », (2,, %)| = log|f (z,, 2s)|. 


Da log|t(z,,z,)| eime in $8 regulére biharmonische Funktion ist, und 
log | », (z,,2,)| bzw. log |m,(z,, z,)| in bezug auf die Gesamtheit dieser Funk- 
tionen orthogonal sind, so folgt weiter 


oo k=l kor 2 
(2,26) 3S af+ (z log |, (2,,2,)| — 2 log | » (2,,#)|) dw =F, 
k=1 k=1 k=1 
und daraus pach (2, 25): 


(2, 27) |log |t(z,,%,)|| S VF —SVxz(@,, %). 
Aus (2,27) ergibt sich nunmehr (2, 22), w. z. b. w. 

Wir wollen nun noch zeigen, daB die in (2,22) auf der linken und 
rechten Seite angegebenen Ausdriicke das Minimum und Maximum aller 
meromorphen Funktionen /(z,,z,) mit festen J(f) = F und den ange- 
gebenen Pol- und Nullfunktionen darstellen. 

Es sei ¢,,¢, ein Punkt von ®. Ferner sei V (z,,2,;¢,,¢,) die zu der 
Minimalfunktion W (z,,2,; ¢,,t,) (vgl. (2,11)) konjugierte Funktion und 
M (24525 typ tg) = W (2, 255 bby) + 8 V (2s 25 by, by). 











336 
Die Funktionen 


k=r 


IT %, (»%) 
(2, 28) h = exp. [4 VF —S-m(z,, z,; t, t,)) A=) » Xp. [A] =e4 


iy ™ (215 24) 


kad 


besitzen die vorgegebenen normierten Null- und Polfunktionen, sind sonst 
in ® regular und iiberall von Null verschieden. Es gilt ferner nach (2, 12) 
k=r 
IT Ye (21, 2) 
(2,29) J(fy) = (F —S) [OW e454) do + J | = —_] = F. 
& 


IT 7, (24, 2) 


k= 1 


Andererseitd ist ebenfalls nach (2,12) im Punkte ¢,, ¢, 


‘TT (tot) | 
(2,30) |fy (t,t) = exp. [+ VF—S Vat, 4)]- |=}, 
ai 7, (ty, ty) 


k=1 


d.h. |/, (z,,2,)| nimmt in ¢,¢, den auf der rechten, |/,(z,,z,)| den auf der 
linken Seite von (2,22) stehenden Wert an. 














§ 3. 


Abschitzung der meromorphen Funktionen in Bereichen 
mit Bestimmungsfliche. 


Wir kniipfen an die im §1 gegebene Definition der Bereiche mit Be- 
stimmungsfliche an. Der Einheitsbizylinder €:\|z,| <1, |z,| <1 ist em 
Bereich dieser Art. Seine Bestimmungsfliche © ist durch |z,| = 1, |z,| = 1 
gegeben. Die Nebenbedingung N (vgl. 2, 8.327), der eine reelle auf & 
gegebene Funktion u geniigt und geniigen muB, falls sie mit den Rand- 
werten einer in € reguliren, in € +e stetigen biharmonischen Funktion 
iibereinstimmt, lautet in diesem Falle: 


223 


oy, 


U(Q,, P2) cos(m yo, —ngy,)dg, dy, = 0, 
(3, 1) 


0 
2x 
f J u(p., ¢2)sin(m g, — n y,)d o,d y, = 0, 
0 


0 


a 


(" = co 


0 = 1,3,3,... 


wenn 9g, = arc Z, gesetzt wird. 

Wie im §1 erwihnt wurde, existiert neben dem Bizylinder € eine 
gréBere Klasse von Bereichen mit einer Bestimmungsfliche (Bereiche &), die 
in der Arbeit A naher studiert wurden. Es soll nunmehr eine priazise 
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Definition dieser Bereiche gegeben werden und es sollen einige Ergebnisse 

der Arbeit A, die wir im folgenden benétigen, zusammengestellt werden. 
Es sei die Flache 

[31] **) & = tx b(2,) 

gegeben, so daB b(z,) fiir jedes z, die Berandung eines zweidimensionalen 

Bereiches @(2,) in der z,-Ebene bildet, wahrend z, die Berandung f **) 

des Einheitskreises R durchliuft. Wir setzen 


s, = Ren, t= Se%2, &, = @t 
und machen iiber die Bereiche % (e'%2) folgende Voraussetzungen: 


1. B(e'v2) ist fiir jedes gy, ein Sternbereich, dessen Berandung durch 

die Gleichung 
R = P(9,; e%) 

gegeben ist. 

2. Es ist 
[32] 0<eSP(y3e") <1, 
wo o eine (von g, und g, unabhingige) Konstante ist; d.h. die simt- 
lichen Bereiche $(2,) enthalten einen festen Kreis um den Koordinaten- 
anfangspunkt vom Radius 9. 

3. Die Funktion P von g, und q, erfiillt die Lipschitzbedingung: 


[33] | P(g, €%) — P(g, e™)| = K| gi — | + Lin — a! 
(K und L sind absolute Konstanten). 
Es gilt dann der 


Satz. Zu jeder Fliche § mit den oben angegebenen Eigenschaften 
gehért ein vierdimensionaler Bereich 


[34] W4= K x A(z,), 





15) Die Formeln der Arbeit A werden durch eckige Klammern gekennzeichnet. 

16) Es bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit, daB wir die Kurve f 
als Kreisperipherie voraussetzen, da der allgemeine Fall vermittels Abbildung durch 
eine Funktion einer komplexen Veranderlichen auf den speziellen zuriickgefihrt 
werden kann. 

Die Produktoperation hat die Bedeutung, daB zu jedem Punkt z, von f die 
Kuve b(z,) in die Ebene z,— 2, (unter Erhaltung der z,-Koordinaten) verlegt 
wird, und die Vereinigungsmenge der so verlegten 6(z,) fir simtliche z, (aus f) 
gebildet wird. Eine analoge Bedeutung hat die Produktoperation bei den weiteren 
Formeln dieser Art. 

In der von Hausdorff, Mengenlehre (Berlin 1927) benutzten Bezeichnungsweise, 


t 
die wir aus drucktechnischen Griinden nicht verwenden, schreibt sich § = = b (2). 


Wegen der Veranschaulichung der Flichen § und der Gebiete & vgl. ‘die in 
der FuBnote °) zitierte Arbeit V. 
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wo UW(z,) fiir jedes z, aus K in der z,-Ebene liegt und die Berandungs- 
kurve a(z,) besitzt, so daB: 

I. lim a (Se) = b (ef2) 
ist, S—+1 

II. a(z,) stetig von z, abhingt, 

III. die zweidimensionale Mannigfaltigkeit § die Bestimmungsfliche 
von & ist; d. h. zu der auf & vorgeschriebenen stetigen Funktion u (z,, Z,), 
die dort den Bedingungen WN geniigt, gibt es eine und nur eine in & 
biharmonische Funktion U (z,,z,), die auf § die vorgeschriebenen Werte 
annimmt. 

Der angegebene Satz gibt die Méglichkeit, eine Reihe von Bereichen 
mit einer Bestimmungsfliche zu erzeugen. Es entsteht natiirlich die Frage, 
wann sich zwei solche Bereiche & aufeinander abbilden lassen und wann 
ein (allgemeiner) Bereich & sich auf einen Bereich, dessen Bestimmungs- 
fliche durch |z,| = 1, |z,| = 1 gegeben ist, abbilden laBt. Auf diese 
Fragen soll an einer anderen Stelle naher eingegangen werden. 

Bezugnehmend auf das im §1 Gesagte beginnen wir damit, in den 
Bereichen & eine funktionale Operation (P-Operation) zu definieren, die 
jeder auf § beschrinkten und abteilungsweise stetigen Funktion u (z,, 2,) 
eine Funktion U (z,,z,) = P[z,, z,; u(z,, 2Z,); W@) zuordnet, von der wir 
zeigen werden, daB sie alle diejenigen Eigenschaften besitzt, die man bei 
der Verailgemeinerung des im § 1 zitierten Ostrowskischen Satzes beniétigt. 

Es sei der Bereich 
[34] 4 = Kx A(z,) 
von der angegebenen Art mit der Berandung 

a=a,+a,+ % = §xB(z,)+Kxa(z,)+F 
und der Bestimmungsfliche 
& = tx b(z,) 
gegeben *’). 

Die Operation P soll nun die folgenden Eigenschaften besitzen : 

1. Sie ist linear, d.h. es gilt 
(3, 2) P [z,, 25; 4, (Z,, 2) + u,(Z,, 2); W) = 

= P[z,, 2,5 u, (2,, 2); MH] + P[z,, 25 uy (2,, 24); W).- 

2. Sie ist positiv definit, d. h. 


a) aus 
(3, 3) u(zZ,,2,) > 0 auf § 
folgt: 
(3, 4) P [z,,2,; u(Z,, 2); W] > 0. 


) Wir werden im folgenden mit Z,,%, die Punkte von a, bezeichnen, mit : 
Z,, 2, die Punkte von §. 





E 
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b) bezeichnet man mit T(g, p®) einen Teilbereich von %, der alle 


Punkte Z, =: P (¢,, eff2) eff, Zz, =t eff2, 


gy? <= ?, <= gy, gp < ge, «= 1,2 ° 
enthalt, so soll aus 


(3, 5) u(z,,%)256>0 auf Tg, ) 
in Verbindung mit (3, 3) 

(3, 6) P [z,, 2; u(2,, 2); M] > 0 
folgen. 


3. Befriedigt u(z,,2,) die Nebenbedingung N ™*), so ist 
P [z,, 25 u (2,, 2); M] 
diejenige in U regulire biharmonische Funktion, die bei der Anniherung 
an & gegen die Werte u(z,,2,) konveryiert. (Da jede Konstante die Be- 
dingung WN befriedigt, folgt aus 3.: 
(3, 7) P [z,,2,;¢; MU) = ¢.) 

Wie wir im folgenden zeigen werden, lassen sich unter Heranziehung 
einer Operation, die die Forderungen 1., 2., 3. erfiillt, einige Analoga der 
Sitze aus dem Ideenkreis des Schwarzschen Lemmas beweisen. Wir 
miissen zunichst den Existenznachweis fiihren, daB man zu einem 
Bereich & stets eine solche Operation P angeben kann. Hierbei gehen 
wir schrittweise vor. Wir definieren P zunichst in dem ecinfachsten Falle, 
nimlich dem eines Bizylinders € bzw. Produktbereiches (P,), verall- 
gemeinern dann auf den Fall eines Bereiches €’, der aus € durch eine 
in € analytische, in € +e eineindeutige und stetige Abbildung von der 
Form z, = 7, T (z,), 2 = 2, entstanden ist (P,), und fiihren schlieBlich mit 
Hilfe von P, die Operation P, fiir einen allgemeinen Bereich & ein”). 

Wie bereits erwahnt wurde, wird die Funktionenfunktion P fiir be- 
schrinkte und abteilungsweise stetige Funktionen u(z,, 2,) erklirt. Dabei 
sollen als Unstetigkeitsstellen nur Kurven auftreten, die auf § liegen und 
die Eigenschaft haben, da& sie héchstens fiir endlich viele g,, etwa 

, go, ..., p™, je einen Bogen b, ("9"), s = 1,2,...,m, mit b (ef) 
gemeinsam besitzen, dagegen fiir alle anderen gy, héchstens endlich viele, 
etwa héchstens 1(< o) isolierte Punkte mit b(e'%2) gemein haben. Solche 
Kurven werden im folgenden mit f, bezeichnet. 

Fiir unsere weiteren Zwecke geniigt es zu zeigen, daB die eingefiihrte 
P-Operation die drei angegebenen Eigenschaften in dem Falle besitzt, 

18) D. h. falls u(2,, 2.) auf § stetig ist, und eine in W regulare biharmonische 
Funktion u (z,,2z,) existiert, die auf § die vorgegebenen Werte u (2,, 2,) annimmt. 

19) Ist @ der Bereich € bzw. ein Bereich G', der zugleich ein @-Bereich 
ist, so ist P, mit P, bzw. P, identisch. 
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wenn u(Z,,2Z,) stetig ist, wihrend in dem allgemeinen Falle, wo u (z,, z,) 
beschriinkt und abteilungsweise stetig ist, nur das Erfiilltsein von 1. und 
von 2. bewiesen zu werden braucht. 

P,. Als P, definieren wir diejenige Operation, die zu der auf ¥ vor- 
gegebenen Funktion diejenige doppeltharmonische Funktion ergibt, die bei 
cer Anniherung an %§ gegen die vorgegebenen Werte konvergiert. 

Fihrt man vermittels z, = r,e''*, x = 1,2, Polarkoordinaten ein, 
so wird P, (die P-Operation fiir €) somit durch das Poissonsche Integral 
(1,3) [vgl. S. 328]: gegeben. 

Fiir einen Produktbereich % = €, x €, ist P, entsprechend durch 


(3, 8) P, [z,, 2%; 4 (2, 2%); 8) = f { u(z,,2,)dH, dH, 
€, €, 
gegeben, wo H, (x = 1,2) die zur Greenschen Funktion von €, kon- 


jugierte Potentialfunktion bedeutet. 
P,. Ist © ein Bereich, der durch eine in €+ e eindeutige und stetige, 
in € analytische Transformation 
(3, 9) a, = 3,T(z,.) 2 = 2, 
aus € entstanden ist, so wird P, in © folgendermaBen definiert: 
Bezeichnet wu’ (Z,,2;) die auf % (dem Bilde von %) vorgegebene 
Funktion, so ordne man jedem Punkte z,,2, von %§ denjenigen Wert 
u(Z,,2Z,) = wu’ [2, (2,, 2), 2 (Z,, Z,)] zu, den u’ in dem entsprechenden Punkt 
von  annimmt. Mit der so auf § definierten Funktion bilde man ver- 
mittels (3,8) die Funktion P, [z,,z,; u(z,, z,); €] in €, die vermége (3, 9) 
zuriick nach © verpflanzt wird. Eine derartige Erzeugung einer neuen 
Funktion aus w’ (z;, z)) soll als P,-Operation bezeichnet werden. Es gilt also: 


(3, 10) P, [21, 225 u’ (2, 2); €'] = P, [z,, 2; (2, 2); E). 
DaB P, die Eigenschaften 1., 2.°°) und im Falle, wenn u(z,,2Z,) stetig 
ist, 3. hat, ist klar, und ebenso, daB 1. und 2. durch P, erfiillt werden**). 


2) Insbesondere folgt das Erfiilltsein von 2b) im Falle des Bizylinders daraus, 
daB der in (1,3) auftretende Ausdruck P (r,t) fir r< 1 stets positiv ist: bei der 
Operation P, folgt auBerdem aus der Stetigkeit und Eineindeuiizkeit der Abbildung 
in €'+ e', daB dem Teilbereich T’(g”, py”) von § wieder ein Teilbereich 
T(¢g, wp) derselben Art von % entspricht. 

21) Es J4B8t sich leicht zeigen, daB die dort unter N mitaufgefiihrte Ein- 
schrankung der Stetigkeit des vorgegebenen u(z,, 2) auf %, auf die Forderung 
»beschrankt und abteilungsweise stetig‘‘ abgeschwicht werden kann. Vgl. dazu 
auch H. Geiringer, ,,Trigonometrische Doppelreihen“*, Monatshefte f. Math. u. Phys. 
29 (1918), S. €5—144, insbes. IV. Teil, § 53—55. 

Auch lassen sich die hier weiter durchgefiihrten Betrachtungen auf den Fall 
von auf § beschrankten und abteilungsweise stetigen Funktionen f(z, 2.) verall- 
gemeinern. Wir verzichten aber auf naheres Eingehen auf diese Fragen, da (wie 
bereits erwihnt) dieser Fall fiir unsere Zwecke ohne Interesse ist. 
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Beweis der Eigenschaft 3. im Falle von P,. Befriedigt nun 
u(z,, 2) auf § die Nebenbedingung NV, so folgt daraus, wie in der Arbeit A 
gezeigt wurde (S.613—616), daB die transformierte Funktion 

u (2,, 2») = w [2 (2,, Zs), 2a (2,, Z5)] 

auf %§ ebenfalls die Nebenbedingung WN erfiillt. Wie in der genannten 
Arbeit gezeigt wurde, liefert dann P, in € diejenige biharmonische Funktion, 
die auf § die Werte u(z,,2,) annimmt. Da aber durch eine analytische 
Transformation eine biharmonische Funktion wieder in eine biharmonische 
Funktion iibergeht, so wird (3,10) somit diejenige biharmonische Funktion 
liefern, die auf %’ die vorgegebenen Werte w’ (z;, 2,) annimmt, womit gezeigt 
ist, daB P, die Eigenschaft 3. besitzt. 

P.. Um die Operation P, allgemein in & zu definieren, benutzen wir 
das folgende Ergebnis der Arbeit A: 

Der Index k soll die Werte 


a a 3n 52 (2"—1)2 na 
*o* °° as® an*® an? *°** 2" aeer°r* 


(3, 11) 0,2 





in der in (3,11) angegebenen Reihenfolge durchlaufen. 
Der Bereich & léBt sich dann als die Vereinigungsmenge 
(45) ") a= 5 E; 
k=1 
darstellen, wobei ©, der vermége der Transformation 
[38] %, = 2,7 (2,;k), % = 2, 


avs © entstandene Bereich ist **). Jeder der Bereiche ©, hat die Be- 
stimmungsfiiche ©, 


[40] G, = t x 0, (2), 
wobei 

(3, 12) d, (e*) = b, (e**) 
ist, und fiir s = arez, +k 

(3, 13) dD, (2,) < B(z,) 
gilt. 


Bei der Darstellung [45] wird jeder Punkt z,,z, von & von unendlich 
vielen ©, iiberdeckt. Definieren wir: 


m=ak—1 


m=1 


22) 7'(z,;k) ist dabei diejenige in R regulare Funktion, die R auf ein Dreieck 
ABC abbildet, wobei der Punkt ¢e’* in den Punkt A (mit den Koordinaten (1,0)) 
tibergeht. (Vgl. dazu §2 der Arbeit A.) 
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so gilt 
(3, 15) w= J &, 


wobei jetzt jeder Punkt nur von einem einzigen @, iiberdeckt wird. 


Jeder der Bereiche @, ist ein Teilbereich von €, und besitzt die 
(mit ©, gemeinsame) Bestimmungsfliche 6,. 

Aus der Tatsache, daB 7 (z,; %) [gleichmaBig in k] in R-+ Ff stetig 
ist, folgt, daB die Abbildung [38] eine in € + e stetige und eineindeutige 
Abbildung vermittelt. 

Um P, zu definieren, miissen wir noch eine Betrachtung einschalten: 
ist u(z2,,Z,) auf  gegeben, so bilden wir fiir jedes feste z, = 2, diejenige 
in $(z,) regulir harmonische Funktion U (Z,, z,), die auf b(z,) die Werte 
u(zZ,,2Z,) annimmt, d.h. fiir die in jedem Punkte von § 


lim U(Z,,2,) = u(2,, 2) 
Reali’ | 
gilt. Bildet man fiir jedes 2, = ec", 0O< —, S 22, die entsprechende 
harmonische Funktion, so wird auf diese Weise in a, = f x $(z,) eine 
Funktion U (Z,, z,)'") definiert. Nun liegt nach dem friiher Gesagten die 
Bestimmungsflache 


(3, 16) G, = tx d, (2) 


fiir jedes © (also auch jedes 2, c &) in a, +. Sei z,,z, ein Punkt 
von &, der zugleich ein Punkt von etwa @, ist, so definieren wir P, 


durch 
(3, 17) P, [z,, 293 u (3,, Z,); Y) s P, [2,, 2; U (Za, 2); 2, }. 


Die durch (3,17) definierte Operation befriedigt offenbar 1. und 
ebenso 2. a). 


Wir zeigen nunmehr, da8 P, 2. b) erfiillt. Es geniigt dabei, den 
Beweis fiir den Fall, da® u(z,,2,) stetig ist, durchzufiihren. Ist dies 
von vornherein nicht der Fall, so ziehen wir eine stetige auf § definierte 
Funktion u, (2z,,2,) heran, fiir die auf §: 


0 Ss u, (z,, 2,) = u(z,, 2) 


gilt, und die in einem Teilbereich T(q‘, gy) von § gleich oder gréBer 
als eine feste positive Konstante ist. Nach 1. und 2. a) geniizt es, (3, 6) 
fiir die Funktion u, (z,,2,) zu beweisen. Sei also u, (2,,%,) stetig und es 
sei t,,¢, ein Punkt von &; es existiert dann ein k, so daB t,,t, c &, ist. 
Nach (3,17) und den Erérterungen iiber die Bereiche ©, brauchen wir nur 
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zu zeigen, daB auf der Bestimmungsfliche ©, von G; ein Teilhereich 
G6 (yo, gp) existiert, auf dem 


(3, 18) U,(Z,,%) 256>0 
gilt. Nach (3,13) existiert ein (abgeschlossenes) Intervall 
j: Sas, PP <P < oP < of, 


so daB fiir jedes y, (gp, < f) gilt: d, (e'%2) c B(e'v2). In jedem Punkte von 
B (e'%2), w, CJ, ist die harmonische Funktion U, (Z,, e%) positiv, auBer- 
dem nach den Ausfiihrungen der Arbeit A, 8.631, ist in dem ganzen 
Gebiete 

a,+ & = [tx B(z,)]+ 8, 
U,(Z,,%) [% = #%] stetig. 

Da | x dD, (e*%2) ein abgeschlossenes (zweidimensionales) Flachenstiick 
bildet, die Funktion U,(Z,, z,) in ihm stetig und positiv ist, gilt in 
| xd, (e%) die Ungleichung (3,18), womit unsere Behauptung be- 
wiesen ist **). 

Damit ist der Existenzbeweis von P in dem erforderlichen Umfang 
erbracht. Bevor wir jedoch zu der angekiindigten Anwendung iibergehen, 
schalten wir noch eine Bemerkung ein. 

Mit /(z,,2,) bezeichnen wir eine in § beschrinkte, in } — f, stetige 
Funktion. (Wegen f, vgl. 8.339.) P{[z,, z,; 1(2,, 2,); M) ist nach den 
friiheren Ausfiihrungen in & erklirt und besitzt die Eigenschaften 1. und 2. 
Es gilt iiberdies der 

Hilfssatz 3. Sei v'” (z,, z,), p= 1, 2,3,..., eine Folge von in § stetigen 
und (gleichmafiy) beschrinkten Funktionen, die gegen die in & beschrankte, 
in & —f, stetige Funktion 1(2,,2,) konvergieren, wobei f, eine Mannig- 
faltigkeit der angegebenen Art ist. Dann gilt 


(3, 19) lim P [z,, 2,; v'” (z,, Z,); WM) = P [z,,2,; 1(z,, 2); W). 


Beweis. Im Falle des Bizylinders gilt bekanntlich 
(3,20) | P [z,, 24; 1 (z,, 2); €] — P[z,, 2; v (2, %); E]| 


1+ |z,| 1+ lel 
<THE | | t-e lene. 


°o 0 











23) Die Operation P hangt natiirlich noch von der Zerlegung (3,15) ab und 
ergibt eine in @ eventuell nicht stetige Funktion; es ware leicht, beide Mangel 
durch geeignete Grenziibergange zu beheben, etwa dadurch, daB man als Operator- 
funktion P in jedem Punkte das Maximum oder Minimum unter allen dort durch 
die Operationen unserer obigen Definition gelieferten Werte erklart, doch erfordern 
unsere weiteren Schliisse weder die Eindeutigkeit noch die Stetigkeit von P. 
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Aus der vorausgesetzten Konvergenz folgt: 
2222 
(3, 21) lim { { \1—v|dg,dg, = 0, 
p-Pes 6 
woraus man nach (3,20) die Limesrelation (3,19) erschlieBt. 

{m Falle von P, geht bei der zu (3,9) reziproken Transformation eine 
Mannigfaltigkeit f, wieder in eine Mannigfaltigkeit f, derselben Art iiber, 
und der Beweis von (3,19) wird somit auf den bereits erledigten Fall 
von P, zuriickgefiihrt. 

Fall von P,. Sei z,,z, ein Punkt von 2,, dann existiert ein €;, dessen 
innerer Punkt z,,z, ist. Die Bestimmungsfliche ©, von €;, ist durch [40] 
gegeben. Nach den Siatzen der ebenen Potentialtheorie wird auf ©, =f x d,(e2) 
fiir jedes g, mit Ausnahme von endlich vielen 


d,(¢%), namlich g, = gi, s = 1,2,...,m, 
die Funktion v‘?)(Z,,e'%) gegen 1(Z,,e'%:) konvergieren. Fiir die Aus- 


nahmebégen d, ("2") ist sowohl v'?) (Z,, e'f2) wie auch 1(Z,, e’%) beschriinkt; 
nach den Erdérterungen fiir den Fall P, und P, gilt somit fiir den (will- 
kiirlich gewihlten) Punkt ¢,,t, die Relation (3,19), w. z. b. w. 

Wir gehen nunmehr zu der angekiindigten Anwendung der P-Ope- 
ration iiber: 

Die Bestimmungsflache § zerfalle in m einfach zusammenhangende Teile 
T, (k = 1, 2,3,...,m), von denen jeder von einer geschlossenen Kurve f, der 
angegebenen Art berandet ist. Mit e,(z,,2,) bezeichnen wir die auf § 
definierte Funktion, die auf I, den Wert eins hat, auf dem iibrigen 
Teile von { dagegen verschwindet (mit anderen Worten, es gilt 
auf T,: e,(2,,2,) = 1, auf § — T,: e, (z,, z,) = 0). Wir betrachten wieder 
die in &-+ a meromorphe Funktion /(z,,z,), deren Pol- und Null- 
funktionen die in &+-a reguliren Funktionen p, (z,,z,) (k = 1,2,3,...,1) 
bzw. m,(z,,2,) (k = 1,2,3,...,7r) sind, fiir die auf § 


(3, 22) mex | Py (2,, 2)| == 1, ery |, (2,, 2)| = 1 
au auf ¢ 

gilt. 

Satz. Sei f(z,,z,) eine in M+ a meromorphe, auf F stetiye Funktion 
mit den angegebenen Pol- und Nullfunktionen, so daB also 

k=r 

f (2,» 3) nus P, (21 22) 

k=l 


IT m,, (2, 29) 
k=1 


(3, 23) 








in U-+-a regulir ist und nirgends verschwindet; gibt es m Konstanten 
M, (k = 1, 2, 3,..., m), so dag 
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(3,24) auf T,: \f(%,, z,)| = M, 
ausfdllt, so gilt in U die Ungleichung: 
k=r 
He.%9) IT P, (z,, 2g) 
(3,25) log —— S log M,- P [z,, 2,; e (2,, 24); W). 
ple nm. (245 2) 


Beweis. Wir bezeichnen (3, 23) mit ¢(z,,z,). log|t(z,,z,)| ist eine 
in & regulare biharmonische, in &-+ § stetige Funktion (deren Randwerte 
auf % daher die Bedingung N befriedigen). 

Mit 

uP) (2,, 29), p=z1,3,3,.... = 1,3,....m 
bezeichnen wir eine Folge von stetigen Funktionen, fiir die 
(3,26) auf T,: wl”) (z,,2,) = 1, auf §: 0 < wo”) (z,,z,) <1 
gilt, wobei fiir die ganze Folge auf § — f, 
(3, 27) lim viP (z,, Z) = & (2,, 2) 
px 
ist. 
Aus (3,24) und (3,22) folgt, daB auf T, 


(3,28) log |¢(&,,%)| << log My +E log | ps (a, 2) 
— E log |, (2,,2%)| <= log M, 
ist. Die Funktion 
f 3 log M,- v\” (z,, 23) — log |t (z,, 2,)| 
ist somit tiberall auf § groBer oder gleich 0. Nach 2. gilt somit 
(3,29) Plz; (5 log Myo (é, 4) — log |t (&,,%)/); 0) 0. 
Nach 1. schreiben wir weiter: 
(3,30) P[z,, 24; log |¢(%,, 2,)|; 1 < Ple,, 25; (5 "log M,- vp? (2,, %)); %] 


k=™m 
= i, log M,.: P [z,, 253 vp) (21> 2,); 4), 
und nach (3,27) und Hilfssatz 3: 


k=m 
(3,31) P[z,,2,; log |¢(2,, 2,)|; WM = ~. log M,,- P [z,, 23 ex (2,, 2); W) 
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Da log|t(z,, Z,)| auf § die Bedingung W erfiillt, schlieBen wir weiter 
nach 3., daB 


(3, 32) P [z,, 2; log |t(z,,24)|; M] = log |t(z,, 2,)| 
ist, woraus in Verbindung mit (3,31) die Ungleichung (3,25) folgt **). 


24) Der durch [34], 8S. 337 gegebene Bereich @ braucht natirlich im allgemeinen 
kein Existenzbereich zu sein. Ist dies der Fall, so existiert ein & als echten Teil 
enthaltender Bereich § (sogenannte Regularitatshille von & oder auch zu & ge- 
hériger Existenzbereich), so daB jede in &@ regulare Funktion auch in § regular ist. 
Da Funktionen g(z,) existieren, die den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze 
haben, muB § in dem Bereich: |z,| < 1, z, beliebig, liegen und (das durch [31] 
gegeben ist) gehért also zum Rand von §. Da ferner in der Regularitatshille § 
von @ jede in § regulére Funktion nur Werte aus &@ annehmen kann, und nach 
(2, 19) zu jeder reguléren biharmonischen Funktion eine (im gleichen Gebiet regulare) 
Konjugierte existiert, ist § ebenfalls eine Bestimmungsfliche von §. 

Das hier durchgefiihrte Verfahren erlaubt die Funktionen P [z,, z,; ¢, (2,, 2_); M1] 
in ({§—‘) zweckentsprechend so fortzusetzen, daB man zu einer in § giiltigen Ab- 
schatzung von der Form (3, 25) fiir (3, 23) gelangt. 

Diese Funktion, die wir im folgenden mit R [z,, 2); ¢, (2,,2,); §] bezeichnen 
werden (und die in & mit P [z,, z9; €, (2 29); a) Sbereinstimmt), kann z. B. folgender- 
maBen hergestellt werden: 

Man kann zunichst leicht schlieBen, daB zu jedem ¢,(> 0) ein geniigend 
kleines ¢, (> 0) existiert, so daB die aus § vermittels 
As, 29' 2, = (1— &) 2, z, = (1 — €9) 2, 
entstandene Fliche §,, ,, in & liegt. Der Bereich M, ,., der aus & vermittels A, ,. 
entsteht, hat, wie man auf Grund der in der Arbeit A durchgefiihrten Betrachtungen 
einsieht, ae zur Bestimmungsfiache und der vermittels A aus § entstandene 
Bereich 9... t ist die Regularitatshiille von Me 

Nach [32] kann man nun ein a, und ein zugehdriges a, = a, (a,) so bestimmen, 
da8 9.,,.0 c @& gilt. Mit a bezeichnen wir die Berandung von 9.0 Last 
man nun ¢, von a, bis 0 stetig variieren und wahlt man die zugehdrigen eg = eg (e,) > 0 
so, daB sie ebenfalls stetig von a, bis 0 variieren, so gilt: 


=0 


$=%+ 2 Santen 


=a 


#1, & 


{In diesem Falle bedeutet 2 die Vereinigungsmenge einer einparametrigen Schar 
von Hyperflaichen 5... «'] Durch jeden Punkt von §— geht also mindestens 
eine Hyperflache §, ,. Die Funktion R[z,, 2; ¢, (2;,2:);] kann nun dadurch 
gewonnen werden, daB man fiir den Punkt z?,zf[(c(H—4M)], der etwa in Dio. ag 
liegt, 
R[z,, 295 €, (21,22) H) = max P[z,, 2; ¢, (2, 2); 9M] 
£1, 22 Che, g 

festsetzt. Man beachte, daB infolge der Konvexitét von YU (z,) = 8(2,) man unter 
Benutzung der in der Arbeit A durchgefiihrten Betrachtungen zeigen kann, daB fir 
jedes positive ¢,: B.,,006)) cM gilt. 
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Bemerkung. Aus 2. b) folgt, daB in 4 
(3, 33) P [z,, 253 & (2, 2%); M] > 0 
ist. 

Die Einfiihrung der P-Operation erlaubt in abnlicher Weise, analoge 
Satze (z. B. den Ostrowski-Nevanlinnaschen Satz) *°) zu erschlieBen, worauf 
wir hier jedoch nicht eingehen wollen. 


[Zusatz bei der Korrektur, September 1933.] 

Dagegen soll eine andere Anwendung der P-Operation gemacht werden, 
welche erlaubt, eine Abschitzung fiir eine in &-+ a regulire Funktion zu 
gewinnen, iiber deren Verhalten auf a, (s. 8.338) eine gewisse Aussage 
gemacht wird. 

Sei 

G9: 2% = e(t)ee, 2, = ef, *%*StS% %Soe(t)<1 
eine in a, liegende Kurve. Wir ordnen ihr zwei (fiir unsere Zwecke 
charakteristische) Konstanten zu, naimlich 

ce. as und x= max |w[o(t) eo, ef], 

a StSe, 
wobei 
w (z, ef), [w (0, e") = 0, (Sete) Ee“) > o| 


diejenige Funktion bedeutet, die @(e'*) auf den Einheitskreis abbildet. 
Mit § bezeichnen wir eine Fliche: 
2, = r(t,s) &*%9, 2, = &*, 
0Ossl 4StsSe, (rz, 0)? = g(r), r(z,1) = 1, 
die in a, + § liegt und deren Rand in a, + § aus g, einer in § befind- 
lichen und zwei in den Ebenen z = 2, x = l, 2, liegenden Kurven, 
besteht. 

Unter Anwendung von Schliissen, die mit dem Millouxschen Satz 
zusammenhingen, gelangt man zu dem folgenden Ergebnis: 

Sei 6< 1. Es existiert dann eine nur von U,d und den beiden 
fiir g charakteristischen Gréfen « und x abhingige Funktion M (z,,z,), fir 
die in U: M (z,,2z,) <1 gilt, so daB fiir jede in U-+-a regulire Funktion 
f(z,, 2%), fiir die 


(3, 34) auf &: ee auf 9: lf|s6 
ausfalit, 

(3, 35) in &: |f (215%)! S M (z,, 2) 

ist. 


%5) Vgl. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. 2 (Leipzig und Berlin, 
1927), 8. 127. 


23* 
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SchlieBlich mag noch darauf hingewiesen werden, daB die im §3 
durchgefiihrten Betrachtungen sich auf den Fall der Gebiete M ausdehnen 
lassen, die von einer ,,Deckelhyperfliche z, = e‘*e und endlich vielen 
weiteren Hyperflichen z, = A, (z,,4,), OS ApS 2a, k= 1,2,...,m 
berandet sind **). 





26) Bei der Aufstellung der P-Operation geht man von der in den Gebieten ® 
giiltigen ,,verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel‘‘ 


ae + [ [ f(er Pe) By, (ty Ay 4,) 02,02, 
f(t» )=-— 4x2 2 Bi {| [h, (t» A) — t) [h, (t,» 4) ae t) , 
k a Bp, 





aus, wobei oP 6,, = & die Maximumfliche von ® bildet und Py = Py (Ap A,)s 


p = 1, 2 bei Variation von 4,, A, in W,, die Flache G, , durchlauft. 

Wegen naherer Beschreibung der Bereiche ® sowie wegen dieser Integral- 
formel vgl. die Arbeiten V [siehe FuBnote °)], IV. Kap., S. 250—252 und ,,Herstellung 
von volistandigen Funktionensystemen in 2k. V.‘*. Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges. 
$2 (1933), S. 76—77. 


(Eingegangen am 2. 1. 1933.) 

















Quadratic fields with and without Euclid’s Algorithm’). 
Von 


Alexander Oppenheim in Singapore. 


Euclid’s algorithm holds in the field R( Ym), if to every rational 
point (a, 6) there corresponds at least one lattice-point (x, y) such that 


\(2+ Ay — a) — po my —b)| <1, 
where 
A=nu=}t, if m=z1 (mod 4), 


4=0,u=1, if m +1 (mod 4). 


It is necessary to examine therefore whether rational points (a, 6) 
can exist such that for every lattice-point (x, y) one of the inequalities 


P(z,y): (« +Ay—a)’ >1+xn(y — 5b) 
N(z,y): niy—b)* S1+(e4+Ay—a) 


(n = p?m) 


is true. In this case the algorithm does not hold. 
We may clearly suppose that 


(1) 9Se5}, 0565}. 
The case of interest is m > 0. 

Plainly P(0, 0) is false; N (0, 0) must hold. 

P(1, 0) is then false; N (1, 0) must hold. 

P(— 1, ©) and N(1, 0) yield 

(l+a?>1+nb? > 2+ (1 —a/, 
4a>2, a=}, n=, n>=5, | irrational. 

Hence P(—1, 0) is false; N(— 1, 0) must hold: 
(2) nv >1+(l+aP>2, n>B. 

Hence Euclid’s algorithm holds when n < 8, i. e. for 

m = 2, 3, 5, 6, 7; 13, 17, 21, 29. 
Casem=11: A=0, w=1, n=™m. 
1) Auszug aus einem Brief an Herrn Perron vom 8. Februar 1933 im An- 


schluB an dessen Note: Quadratische Zahikérper mit Euklidischem Algorithmus. 
Math. Annalen 107, 8. 489—495. 
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N (— 1, 0) holds as above. N (2,0) contradicts 6 < 3. Thus P(2, 0) 
holds. P(2,0) and N(2, 1) give, by addition, 9 > 226, whereas by 
N(—1, 0): (226)? > 88. 

Thus N (2,1) is false; P(2,1) must hold. From P(2,1) and 
N(—1, 0) by addition: 

(3) 11b>5+3a, hence 1IbB>5, 12> 6a. 
If N (5, 2) is true, add to P(2,1). We find 
5+3a> 116, 
so that by (3): 5+3a= 116; P(2,1), N(—1, 0), N(5, 2) are equa- 
lities. From N(— 1, 0): 
2a°—8a=3, a<0 or a>b. 
Hence N (5, 2) is false; P(5, 2) must hold. Add to N(—1, 0); then 
446 >224124, b=}, a=0. 
P (5, 2) now asserts that 
5 >1+2. 
Hence Euclid’s algorithm holds in R(V1)). 
Case m = 31. Euclid’s algorithm is false in R(¥31) (although h = 1). 


Take the point a= 0, b= - 


31° I assert that 


|2*—31(y— 33) | 21, 


i. e. that 
|g] = |312*— (Bly — 13|> 31 


for all integers 2 and y. Clearly 


= — 169 = — 14 (mod 31). 
It is sufficient therefore to show, that the Diophantine equations 
31X*— Y? = —14 or 17 


are not solvable in integers X, Y. They cannot be solvable since 31 is 
not a quadratic residue of 7 or of 17. 


Case m = 23. 
7 


Take the ponta=0, b= 3° 


23 [(z — a)* — 23 (y — 6)*] = —49 = —3 (mod 23). 


But the equations 
23 X*-— Y? = —3 or 2 
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are not solvable in integers X, Y, since 23 is not a quadratic residue 
of 3 or of 5. 


Hence Euclid’s algoritlim cannot hold in R(¥23)*). 
Case m = 1 (mod 4), 4n=m, A=yu= }. 
Euclid’s algorithm holds for R(V¥m) with 
m = 33, 37, 41. 
N(— 1, 0) holds as above: 
n@>1+(l+aP>2, b> jzz Vi. 
Now N (— 2, 1) implies 
n(l—b > 1+($+e) 2%, 


1-b2 R= Yh, 051-78 < f8. 


Hence N (— 2, 1) is false; P(— 2,1) holds. Since P(1, 1) implies 
t= ($-e) Sl+na—y S144, 5and¥, 


P(1, 1) is false; N(1, 1) holds. From N(l,1) and P(—2,1) by 
addition 

6a > 2, 
and so from N (—i, 0): 


1 25 100 41 
F2]7 Vs"sz 105 369. 


It follows, that Euclid’s algorithm holds for m = 33, 37, 41. 


2) Schon vor langerer Zeit hat mir Herr I. Schur mitgeteilt, daB fiir m — 47 
kein Euklidischer Algorithmus existiert, indem sich die Ungleichung 
, 3\3 2\2 
(=) -41(¥-4) | <2 
als unméglich erweist. Die Oppenheimsche Methode ist hier ebenfalls anwendbar 


und fihrt schneller zum Ziel. Man erkennt mit ihr naémlich leicht die Unmdglich- 
keit der Ungleichung 





\2 
2 —47(y—3) | <1, 
da diese analog wie im Text die folgende unmdgliche Gleichung nach sich zieht: 


47 X*— Y3— —6 oder 4). Perron. 
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Case m = 53. An example shows that the algorithm cannot hold. 


Take a = 0, b= J Then 


e+ d9) 20-8) 
for all integers z, y, if 

|| = |53.X? — ¥*| > 212 
for all integers X, Y such that 


>1 





X= Y (mod2), Y= —2 (mod 53). 
Now clearly 
= — 2% =7 (mod 53), 
=0 (mod 4). 


Hence we have to show that the equations 
53 X*— Y*’= 60 or — 152 


cannot be satisfied by integers X, Y. And this is the case since 53 is 
not a quadratic residue of 3 or of 19. 


(Eingegangen am 20. 5. 1933.) 














Uber die rationale Dimension. 


Von 
Georg Nobeling in Wien. 


Die mengentheoretische Dimensionstheorie beruht auf folgender re- 
kursiven Definition der Dimension: Ist bereits definiert, wann eine Teil- 
menge eines metrischen (und separablen) Raumes héchstens (nm — 1)-dimen- 
sional hei®t, so wird eine Menge M des Raumes héchstens n-dimensional 
genannt, wenn jeder Punkt von M in beliebig kleinen Umgebungen liegt, 
deren Begrenzungen mit M héchstens (n — 1)-dimensionale Durchschnitte 
haben’). Von entscheidender Bedeutung fiir die Fruchtbarkeit eines auf 
einer solchen Rekursion beruhenden Dimensionsbegriffes ist der Anfang 
der Rekursion, d. h. die Definition der nulldimensionalen Mengen, die 
natiirlich a priori willkiirlich ist. Die Menger-Urysohnsche Theorie wahlt 
als (héchstens) nulldimensionale Mengen diejenigen, deren Punkte in 
beliebig kleinen Umgebungen liegen, deren Begrenzungen mit der Menge 
leere Durchschnitte haben. 

Eine zweite Méglichkeit besteht darin, die héchstens abzihlbaren 
Mengen zum Ausgang der Rekursion zu wihlen. Die so entstehende 
Dimension nennt Menger rational*). Rational nulldimensional (in jedem 
Punkte) hei®t demnach jede nichtleere, héchstens abzihlbare Menge; eine 
Menge M hei®t im Punkte p héchstens rational n-dimensional, wenn p in 
beliebig kleinen Umgebungen liegt, deren Begrenzungen mit M héchstens 
rational (n — 1)-dimensionale Durchschnitte haben; héchstens rational 
n-dimensional ist eine Menge, wenn sie in jedem ihrer Punkte héchstens 
rational n-dimensional ist. 

Es entsteht nun die Frage, wie weit und in welcher Form iiber die 
rationale Dimension Analoga gelten zu den Satzen der Menger-Urysohn- 
schen Theorie. Bereits bekannt sind die folgenden: 

Summensatz, Die Summe S von endlich- oder abzdihlbarvielen, in S 
abgeschlossenen héchstens rational n-dimensionalen Mengen ist héchstens 
rational n-dimensional *). 


1) Beziiglich der Literaturangaben sei auf Menger, Dimensionstheorie (Teubner 
1928), S. 83 f. verwiesen. 

2) Menger, Wiener Akad. Anzeiger, 1928, Nr. 1. 
3) Menger, Dimensionstheorie, 8. 121. 
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Zerlegungssatz. Eine héchstens rational n-dimensionale Menge M 
kann bei beliebig gegebenem « > 0 dargestellt werden als Summe von endlich- 
vielen in M abgeschlossenen Mengen mit Durchmessern < «, die zu je k 
einen héchstens rational (n — k + 1)-dimensionalen Durchschnitt haben 
(k =1,2,...,n+1). Kann umgekehrt eine kompakte Menge M fiir irgend- 
ein k= n+ 1 und fiir jedes e > 0 in eine Summe von endlichvielen ab- 
geschlossenen Teilmengen < « zerlegt werden, die zu je k einen héchstens 
rational (n — k +- 1)-dimensionalen Durchschnitt haben, so ist die Menge M 
héchstens rational n-dimensional *). 

Zerspaltungssatz. Hine Menge ist genau dann héchstens rational 
n-dimensional, wenn sie dargestellt werden kann als Summe von n null- 
dimensionalen und einer héchstens abzihlbaren Menge’). 

Neben diesen bereits bekannten Sitzen gelten noch drei weitere, fiir 
die wir im folgenden Beweise erbringen werden: 


Universalmengensatz. Es existiert (sogar im cartesischen R,, +) 
eine héchstens rational n-dimensionale Menge U, die zu jeder héchstens 
rational n-dimensionalen Menge eine homéomorphe Teilmenge enthiilt. 

e-Deformationssatz, Hine kompakte Teilmenge eines cartesischen 
Raumes ist genau dann héchstens rational n-dimensional, wenn sie sich fiir 
jedes «> 0 in‘) einen n-dimensionalen Komplex K derart e-deformieren 
lapt, daB die Menge aller Punkte von K mit héchstens abzdhlbarvielen Ur- 
bildern in K dicht liegt. 

Kompaktifikationssatz. Zu einer héchstens rational n-dimensionalen 
Menge M ezistiert eine n-dimensionale kompakte Menge K, die eine zu M 
homéomorphe Teilmenge M’ enthilt und so als Summe von n+ 1 null- 
dimensionalen Mengen dargestellt werden kann, daB eine von ihnen mit M’ 
einen héchstens abzihlbaren Durchschnitt hat. 

Der Universalmengensatz ist, das Analogon zu dem Satz, daB es eine 
n-dimensionale Menge gibt, die zu jeder héchstens n-dimensionalen Menge 
eine homéomorphe Teilmenge enthalt’). Wiahrend es sogar kompakte 





*) Menger, Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, 1, 8.8. Vgl. hierzu 
Dimensionstheorie, 8. 155 ff. 

5) Menger, Di ionstheorie, 8.120. Vgl. auch 8. 113. 

*) Unter einer Abbildung, Deformation usw. auf bzw. in eine Menge M ver- 
stehen wir mit v. d. Waerden eine Abbildung, bei welcher ganz M bzw. eine echte 
oder unechte T'eilmenge von M durch Bildpunkte tiberdeckt wird. 

7) Far »= 0: Sierpifiski, Fund. Math. 2, 8.89; fir » 1: Menger, Proc. 
Acad. Amsterdam 29, 8.1125; fir allgemeines n: Nédbeling, Math. Ann. 104, 8.71 
und Lefschetz, Ann. of Math. 82, 8. 529. 
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Mengen mit dieser Eigenschaft gibt, existieren nicht einmal rational 
n-dimensionale Universalmengen, welche G; sind. Denn beispielsweise 
besitzt ein Gs, das eine zur Mvage aller rationalen Punkte der Geraden 
homéomorphe Menge enthalt, einen nichtleeren insichdichten Kern, ist 
also unabzahlbar*) und daher nicht rational nulldimensional. Immerhin 
werden die von uns konstruierten Universalmengen Borelsche Mengen sein. 


Der ¢-Deformationssatz unterscheidet sich von dem analogen Satz, 
da8 eine kompakte cartesische Menge genau dann héchstens n-dimensional 
ist, wenn sie sich fiir jedes « > 0 auf*) einen n-dimensionalen Komplex 
e-deformieren la8t*), einerseits dadurch, da8 bei uns nur von einer De- 
formation in*) einen Komplex K, also von einer Abbildung auf eine Teil- 
menge von K die Rede ist, andererseits dadurch, daB es sich bei uns um 
spezielle solche Deformationen handelt, um solche nimlich, bei welchen 
eine im Komplex dichte Menge mit héchstens abzihlbarer Urbildmenge 
existiert. Wie Herr Menger bemerkt hat, kann man mit unseren Methoden 
auch den Satz nachweisen, daB jede kompakte n-dimensionale Menge 
eines cartesischen Raumes fiir jedes « > 0 in einen n-dimensionalen 
Komplex K derart ¢-deformiert werden kann, daB eine im Komplex K 
dichte Menge mit héchstens nulldimensionaler Urbildmenge existiert. 

Der Kompaktifikationssatz, der das Analogon ist zu dem Satz, daS 
jede héchstens n-dimensionale Menge homéomorph ist mit einer Teilmenge 
einer kompakten héchstens n-dimensionalen Menge**), kann nicht zu der 
Behauptung verschirft werden, daB K héchstens rational n-dimensional 
ist. Denn dann gabe es auch eine kompakte héchstens rational n-dimen- 
sionale Universalmenge, entgegen unserer eben angestellten Uberlegung. 


Bevor wir an die Beweise schreiten, beweisen wir unter der Voraus- 
setzung, daB Q eine konvexe, offene Teilmenge eines euklidischen Raumes 
oder des Q,,"') ist, daB weiter H ein kompakter, metrischer Raum und L 
eine abgeschlossene Teilmenge von H ist, drei Hilfssitze: 

Hilfssatz 1. Es sei y(H) bzw. y,(Z) ein eindeutiges, stetiges Bild 
von H bzw. L in*) Q; fiir jeden Punkt p von L sei der Abstand 
5(p(p), ¥o(p)) Sy. Dann existiert eine eindeutige, stetige Abbildung y(H) 


%) Satz von Cantor, s. z. B. Hausdorff, Mengenlehre (de Gruyter 1927), S. 135. 

%) Alexandroff, Math. Annalen 98, 8.617; Ann. of Math. 80, 8S. 120. 

10) Hurewicz, Proc. Acad. Amsterdam 80, 8.425; Monatsh. f. Math. u. Phys, 
87, S. 199. 

11) Der Q, ist die durch die Bezichungen 0 < z, =< + (¢=1,2, ...) definierte 
Teilmenge des Hilbertschen Raumes, Q, ist kompakt und enthaélt zu jedem sepa- 
rablen Raum eine homéomorphe Teilmenge. 
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von H in Q, so da® fiir jeden Punkt p aus L baw. H gilt p(p) = y,(p) 
baw. 5(p(p), p(p)) S »- 

Beweis. Ist p ein Punkt aus L, x, (p) die u~-te Koordinate von y,(p), 
so ist z,(p) eine eindeutige, stetige Funktion von p. Da L in H ab- 
geschlossen ist, existiert eine auf ganz H definierte eindeutige, stetige 
Funktion z,(p), so da8 fiir jeden Punkt p aus LZ gilt 2, (p) = 2, (p) 


(und, falls Q eine offene Teilmenge des Q,, ist, die Beziehung 0 < 2,.(p) <= : 


besteht). Wir bezeichnen fiir jeden Punkt aus H mit y’(p) den Punkt 
mit den Koordinaten z,(p). Dann ist y’(p) eine eindeutige, stetige Ab- 
bildung von H, welche auf L mit y,(p) identisch ist. Bedeutet nun p 
einen beliebigen Punkt aus H, so betrachten wir den Vektor mit dem 
Anfangspunkt g(p) und dem Endpunkt y’(p). Falls 5(o(p), yp’ (p)) > 1 
ist, verkiirzen wir den Vektor unter Festlassung seines Anfangspunktes 
auf einen Vektor mit der Lange 7, und nennen seinen neuen Endpunkt p”(p). 
Der Anfangspunkt »(p) liegt nach Voraussetzung in Q. Liegt nun y” (p) 
auBerhalb von Q, so verkiirzen wir den Vektor mit dem Anfangspunkt (p) 
und dem Endpunkt »y”(p) unter Festlassung seines Anfangspunktes so, 
da8 sein neuer Endpunkt, den wir mit w(p) bezeichnen, auf der Be- 
grenzung Q—@ von Q liegt. Wegen der Konvexitét von Q ist diese 
Operation eindeutig und stetig. Die Abbildung p(p) geniigt offenbar den 
Forderungen des Hilfssatzes. 

Hilfssatz 2. Es sei y(H) eine eindeutige, stetige Abbildung von H 
in Q, bei welcher py (L) c Q—Q ist; » sei eine positive Zahl. Dann gibt 
es eine eindeutige, stetige Abbildung y(p) von H in Q, welche auf L 
mit y(L) identisch ist, die Menge H —L in Q abbildet und fiir jeden 
Punkt p aus H der Bedingung 6(y(p), x(p)) < 7 geniigt. 

Beweis. Wir setzen H, gleich der leeren Menge und H; gleich der 
Menge aller Punkte aus H, die von L einen Abstand > + haben 
(¢ = 1,2,...). Dann ist jede Menge H; kompakt, und es bestehen die 
Beziehungen H,_, Cc H, und H—-L = SH. Es sei B= Q—Q die 


Begrenzung von Q. Wir setzen identisch » (p) = 4% (p) und +, = » und 
machen die Induktionsvoraussetzung, daB fiir irgendein j eine eindeutige, 
stetige Abbildung zy; von H in Q und Zahlen ¢,>¢,>...>¢; vor- 
liegen mit folgenden Eigenschaften"*): 


(1,) Es gilt 6 (x; (Hd), B) > &- (1+ 5) (j= @,1,...d) 


12) Damit (1;) auch fir leeres H, einen Sinn hat, bezeichnen wir als Abstand 
der leeren Menge von B die Zahl w. 
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(2;) x; ist auf ZL identisch mit y. 
Wir wollen eine neue Abbildung y;,, konstruieren, die neben den Be- 
dingungen (1;,,) und (2;,,) der folgenden geniigt: 


(3,) Es ist 5(x,(P), x3+1(P)) S 4; fiir jeden Punkt p aus H. 


Zu diesem Zwecke setzen wir [ = ait Es sei nun m ein Punkt aus Q 
und A ein beliebiger Halbstrah] mit dem Anfangspunkt m. Ist q ein 
Punkt von h, der von m einen Abstand 6 <= ¢ bzw. > € hat, so be- 
zeichnen wir mit g(qg) den Punkt m bzw. denjenigen Punkt von h, der 
von m den Abstand 6 — ¢ hat; dann ist also o7;(H;,,) eine eindeutige, 
stetige Abbildung von H;.,, fiir welche wegen ;(H;,,) CQ und der 
Konvexitat von Q gilt oy; (H;.:) CQ. Mithin ist 4 (0 7;(H;,,),B) =§>0. 
Wir setzen 0 7;(Hjy+1) = y4+1(Aj+1). Da § > 0 ist. kénnen wir sofort 
eine Zahl ¢;,,  ¢; 80 finden, daB (1;,,) gilt. Wir setzen nun 
xj+1(p) = w(p) fiir jeden Punkt p aus L, so daB also (2;,,) gilt. 


Nach Wahl von ¢ ist 5(y;+:(p), x (p)) S whi fiir jeden Punkt p aus 


H;,,+L. Nach Hilfssatz 1 (angewandt auf H;,,+JL statt auf L) 
kann man die Abbildung 7;,, auf ganz H fortsetzen, so daB 7;,.(H)cQ- 
und (3,) fiir jeden Punkt p aus H gilt. Damit haben wir die induktive 
Konstruktion von y;,, und ¢;,, beendet. 

Wegen (3,;) und e;< «, konvergieren die x; gegen eine eindeutige, 
stetige Abbildung y von H in Q, die wegen (2;) auf L mit y = x, iden- 
tisch ist. Wegen (3,) ist auBerdem 4 (y,(p), x(p)) S &, also, da y, = p 
und ¢, = 7 gilt, ist 6(w(p), x(p)) S 7. Ist nun p ein Punkt aus H—L, 
so existiert ein i, so daB pc H;. Dann hat wegen (1,) der Punkt y;(p) 


von B einen Abstand > ¢, - (i + =i); wegen (3;) und ¢; < ¢ fir j >7% 


hat daher y(p) von B einen Abstand > ¢; > 0. Also ist, da p c Q gilt, 
p ein Punkt von Q; mithin ist y(H—L)cQ. Damit ist Hilfssatz 2 
bewiesen. 

Hilfssatz 3. AuBer den Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 gelte 
noch die folgende: Ist K eine kompakte Teilmenge von H — L, so kann 
jedes stetige Bild von K in Q durch eine beliebig kleine Modifikation in 
ein topologisches Bild von K verwandelt werden. Dann kann man die 
Abbildung zy so wahlen, daB sie auBer den Bedingungen des Hilfssatzes 2 
noch der Forderung geniigt, daB y auf H — L topologisch ist. 


Beweis. Wir bringen am Beweise des Hilfssatzes 2 folgende Ande- 
rungen an. Da H;,, kompakt ist, kénnen wir die Abbildung 0 7;(H; . ;) 
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durch eine Modifikation < § und < ¢ in eine topologische Abbildung 
45+1(H; +.) tiberfiihren. Die Zahl ¢;,, kénnen wir dann so klein wiblen, 
daB auBer (1;,,) noch gilt: 


(4;) Fir je zwei Punkte p, p’ aus H;,, mit d(p,p’)=> 5 ist 

5 (x5+1(P), 4541 (P')) Sj} 242 
Sind dann p ind p’ zwei Punkte aus H — L, so existiert ein j, so daB 
p und p’ in H;,, liegen und einen Abstand 25 haben. Dann ist 


wegen (3,) (k = 7+ 1, 7+ 2, ...) und (4;) offenbar 5 (x (p), x (p’)) > e541, 
also x(p) + z(p’), d.h. x ist auf H — L eindeutig, also, da H kompakt 
und x auf H stetig ist, topologisch. 

Wir beginnen jetzt den 


Beweis des Satzes von der Universalmenge im Q.,. 

Es sei V" die Menge aller Punkte des Q,, die entweder héchstens 
n—1 rationale Koordinaten oder ausschlieBlich rationale Koordinaten 
haben, die aber im letzteren Falle fast alle verschwinden. Wir behaupten, 
daB diese Menge V" eine rational n-dimensionale Universalmenge ist, d. h. 
zu jeder héchstens rational n-dimensionalen Menge einen homéomorphen 
Teil enthalt und selbst héchstens rational n-dimensional ist. 

Zunichst haben wir zu zeigen; daB V" héchstens rational n-dimen- 
sional ist. Nun ist fiir jedes Kk << »—1 die Menge M, aller Punkte 
des Q,, mit genau k rationalen Koordinaten nulldimensional'**) und die 
Menge M,, aller Punkte des Q,,, deren Koordinaten alle rational und fast alle 
gleich Null sind, abzéhlbar. Also ist V" Summe der n nulldimensionalen 
Mengen M,, M,, ..., M,—, und der abzaihlbaren Menge M,. Mithin ist V" 
nach dem Zerspaltungssatz héchstens rational n-dimensional, wie behauptet. 

Da wir jede Menge des Q,, durch eine affine Transformation in eine 
Menge des Q,, iiberfiihren kénnen, deren Punkte {2,} den Bedingungen 


0<y<t (¢ = 1, 2,...) geniigen, und die Menge aller Punkte des Q,, 
mit 0< 4< + in Q,, offen ist, so ist der Universalmengensatz (sogar 


in der verschirften Form, da8 jede héchstens rational n-dimensionale 
Menge des Q,, durch eine Modifikation < « in V® eingebettet werden 
kann) offenbar eine Konsequenz aus folgendem 


Satz. Sei O eine offene Menge des Q., deren simtliche Punkte {z,} 
den Bedingungen O<%<+ geniigen (i = 1,2,...), R set eine Menge 


128) Vgl. hierzu Menger, Dimensionstheorie, 8S. 147. 
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des Q.,,, deren Durchschnitt O- R mit O héchstens rational n-dimensional ist, 
und H eine abgeschlossene Teilmenge > R des Q,. Dann ezistiert fiir 
jedes « > 0 eine topologische Abbildung von H auf eine Teilmenge des Q.., 
die jeden Punkt von H —O-H auf sich selbst und jeden Punkt p aus 
O-R auf einen Punkt von O-V" abbildet, der von p einen Abstand 
< e hat. 

Beim Beweis dieses Satzes kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, 


daB O ein offener Quader Q (a. h. eine Menge der Form 0< ¢, < 2, 


<qs +) ist; denn man kann die Menge O durch endlich oder abzahl- 


bar unendlichviele offene Quader Q; c O iiberdecken, so daB jedes Q; mit 
héchstens endlichvielen anderen Q, Punkte gemein hat; wenden wir dann 
den fiir Quader Q als richtig angenommenen Satz fiir jedes 7 auf Q; 


statt O und 3 statt e« an, so ergibt sich offenbar unser Satz. Im folgenden 


bedeute also Q = O ein fiir alle Mal einen offenen Quader des Q,,. AuBer- 
dem bedeutet es natiirlich keine Beschrankung der Allgemeinheit, an- 
zunehmen, daB H das Komplement Q,,— Q enthalt; diese Annahme wollen 
wir fiir das Folgende treffen. 

Der Beweis des Satzes geschieht durch vollstiéndige Induktion nach n. 
Wir beginnen mit dem Fall 


n=0. Die Menge Q-R ist in diesem Falle héchstens abzihlbar; 
wir bezeichnen ihre Punkte in irgendeiner Reihenfolge mit p; (j = 1, 2, ... 
eventuell ad inf.). Es sei nun /,(H) die identische Abbildung von H auf 
sich. Wir machen die Induktionsvoraussetzung, daB bereits eine topologische 
Abbildung /;(H) von H vorliegt, welche H — Q- H identisch auf sich und 
jeden Punkt p aus Q-H auf einen Punkt /;(p) von Q abbildet. Falls es 
einen Punkt p;,, nicht mehr gibt, setzen wir f;,, identisch gleich /;. 
Andernfalls bezeichnen wir mit S eine offene Kugel mit dem Zentrum 
:(pj+1), die CQ ist, keinen der Punkte f;(p,), f;(Pa)s---» fj(p)) ent- 


hilt und einen Radius r << Ii hat. Da V° im Q,, dicht ist, gibt es 


i+ 
einen Punkt g von V°, der in S liegt und vom Zentrum /;(p;+,) einen 


Abstand < ini hat. Wir bezeichnen nun mit p die Abbildung, die ent- 


steht, wenn man jeden Punkt von Q,,—S auf sich selbst und jeden 
Radius von S, der das Zentrum mit einem Punkte q’ der Oberfliche 
von S verbindet, ahnlich auf die Strecke gq abbildet, so da das 
Zentrum /;(p;+,) in g, und q’ in sich tibergeht. Setzen wir fj, = fj, 
so ist die hierdurch definierte Abbildung /;,, topologisch und besitzt 
folgende Eigenschaften: 1. fir pc H —Q-H ist f;(p) = fj+1(p) und fir 
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pPCQ-H ist f;4,(p) CQ; 2. fir p = p,,p,, ..., py ist fj(p) = fj+1(p); 
3. f)41(pj+1) © Q- V°; 4. haben fiir zwei Punkte p, p’ die Bilder /;(p), f;(p’) 
den Abstand 6, so haben die Bilder /;,,(p) und /;,,(p’) eimen Abstand 


> 6- ( 1— 371) 5. fiir jeden Punkt p aus H haben die beiden Bilder /;(p) 
und f;,,(p) einen Abstand < rot Wegen 1. geniigt die Abbildung /;, , 
der Induktionsvoraussetzung, so daB wir also, ausgehend von der identi- 
schen Abbildung /,, fiir jedes 7 eine topologische Abbildung /; von H mit 
den genannten fiinf Eigenschaften konstruieren kénnen. Wegen 5. kon- 
vergieren die Abbildungen /; von H gegen eine eindeutige, stetige Ab- 
bildung f von H, die jeden Punkt p von H auf einen Punkt /(p) von 
einem Abstand <e abbildet. Nach 1. ist f(p) = p fiir jeden Punkt p 
von H—Q-H. Wegen 4. haben fiir zwei Punkte p und p’ von einem 
Abstande > 0 die Bilder f(p) und /(p’) einen Abstand > 0, sind 
also verschieden; die Abbildung / ist also eineindeutig, also, da H 
kompakt ist, topologisch, Wegen 2. und 3. ist f(p;) c Q-V° fir 
jedes j. Die Abbildung f geniigt also der Behauptung des Satzes fiir 
n = 0. 

Wir nehmen jetzt den Satz fiir » —1 als bewiesen an und machen 
nun den 

SchluB von n—1 auf n. Mit Z; (i = 1, 2,...) bezeichnen wir in 
irgendeiner Reihenfolge die abzihlbarvielen Hyperebenen der Form z,; = r, 
wo ? alle natiirlichen und r alle rationalen Zahlen mit 0 << r < + durch- 
lauft. Wir werden sukzessive fiir jedes i die Menge H so auf eine Menge /;(H) 
abbilden, daB der Durchschnitt von /,;(R) mit Q- EZ; in V" enthalten ist. 
Diese Abbildungen /; werden gegen eine topologische Abbildung /(H) 
von H konvergieren, fiir welche Q-Z,-/(R) c V* (i = 0,1,...) ist. Da 
aber Q., —(£, +...) CV” ist, so folgt hieraus Q-/(R) c V", womit 
unsere Behauptung im wesentlichen bewiesen sein wird. 

Wir bezeichnen mit /, die identische Abbildung von H auf sich und 
mit ¢, die kleinere der beiden Zahlen ¢ und }. Dann geniigt /, offenbar 
den beiden folgenden Forderungen, wenn man darin j = 0 setzt: 


(1,) fir p c H—Q-H baw. pc Q-Hi ist {;(p) = p bzw. f;(p) <Q, 
(2;) fir p, p’c H mit 6(p,p’)> a ist 5 (/;(p), f;(p’) => e+(1 +5) 
gm Ai... 0 


Wir machen nun die Induktionsvoraussetzung, da8 fiir irgendein j > 0 
bereits 7+ 1 Zahlen «, >, >... >; > 0 und j +1 topologische 
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Abbildungen /,; (i = 0,1,...,3) von H auf Teilmengen /;(H) von Q,, 
definiert sind, so da8 fir 7 > 1 gilt: 


(3;) 1;(R)- £;-Q c V*, 

(4,) fir p cH mit 3(f(p), EB) = = ist 4 (fj(p), B) > ec: (1+ >) 
(¢ = 1,2,...,9), 

(5,;) fiir jeden Punkt pcH mit f;(p) cB; oder f;(p) cE, ist 


hi(p) = fi(~) @ =1,--4.j3—)). 


Wir wollen eine topologische Abbildung /;,, von H auf eine Teil- 
menge von Q,, und ein ¢;,, > 0 konstruieren, welche den Forderungen 
(1;+1) -- (5341) und iiberdies der folgenden geniigen: 


. €; 
(641) fir p c A ist 4(f; (7), fye.(—)) S Prat 
Um eine solche Abbildung /;,, zu konstruieren, bezeichnen wir mit 7 


eine positive Zahl < att und betrachten die Hyperebene E;,,. Ist sie 
zu Q fremd, so setzen wir identisch /;,, = /; und sind fertig. Andern- 
falls zerfallt die Menge #;,,-Q durch Tilgung ihrer Durchschnitte mit 
den Hyperebenen £,, ..., EZ; in endlichviele, in E£;,, offene Quader 
Q,,Q.,---»Q.- Durch den Mittelpunkt m, von Q, (o = 1, 2,..., 8) ziehen 
wir die Senkrechte zu Z;,, und wahlen auf ihr zwei durch m, getrennte 
Punkte m, und m,, die von m, einen Abstand <= 7 haben. Das Innere 
der durch Q, und die beiden Punkte m, und m; aufgespannten konvexen 
Menge wollen wir mit O, bezeichnen; diese Menge O, ist in Q,, offen und 
konvex; sie zerfallt durch Tilgung von Q, in zwei fremde offene, konvexe 
Mengen O,, und O;, deren Punkte von Q, Abstinde < 7 haben. Wahlen 
wir die Punkte m,, und m; hinreichend nahe bei m,, so sind die Mengen O, 
nicht nur paarweise, sondern auch zu den Hyperebenen £,, ..., £; fremd. 
Fiir jeden Punkt p von H, fiir welchen /;(p) nicht in O, + ...-+ 0, liegt, 
setzen wir /;.,(p) = f;(p). Fiir die tibrigen Punkte H geschieht die 
Definition von /;,, in zwei Schritten. Beim ersten wird /;,, fiir die- 
jenigen Punkte p definiert, fiir welche /;,,(p) in Q,, beim zweiten fiir 
diejenigen, fiir welche /;,,{p) in O, +O liegen soll. 

Erster Schritt. Da nach Voraussetzung unseres Satzes die Menge Q-R 
héchstens rational n-dimensional und die Abbildung /; topologisch ist, so 
folgt aus (1;), daB Q-/;(R) héchstens rational n-dimensional ist. Also 
liegt jeder Punkt der Menge Q, in einer beliebig kleinen, insbesondere 
also in einer samt Begrenzung in O,-S(Q,; 7) enthaltenen Umgebung, 


Mathematische Annalen. 109. 24 
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deren Begrenzung mit Q-/;(R) einen héchstens rational (nm — 1) -dimen- 
sionalen Durchschnitt hat. Da Q, ein offener Teilquader von E£;,,, also 
Summe von abzihibarvielen kompakten Mengen K;, ist, fiir welche 
Lim K; = Q, —Q, ist, so folgt durch Anwendung des Borelschen Satzes 
auf die Mengen K; die Existenz einer Folge von Umgebungen U! © 
0, -8(Q.; )™), die fast alle in jeder Umgebung von G.—@, liegen und 
deren Begrenzungen mit Q-/;(R) einen héchstens rational (nm — 1)-dimen- 
sionalen Durchschnitt haben. Die Summe U, dieser Umgebungen Uv! 
ist eine Umgebung c 0,-S(Q,; 7) von Q,, deren Begrenzung B, c 
= B(U:) +(Q. — Qa), also < O, + (Q, — Qq) ist, die Menge Q, — Q, enthiilt 
t 


und deren Durchschnitt mit O,-/;(R) héchstens rational (n — 1)-dimensional 
ist. Wir bezeichnen nun mit R, bzw. H, die Urbildmenge vor B,-/;(R) 
bzw. B,-{;(H) beziiglich der Abbildung /;. Fiir die Menge H, wollen 
wir, Gas ist das Ziel des vorliegenden ersten Schrittes, die Abbildung /; ,, 
so definieren, daB /;,,(H,) <Q, ist. Zu dem Zwecke bezeichnen wir 
mit py die eindeutige Abbildung von H,, die entsteht, wenn man fiir 
p cH, den Punkt f;(p) auf Q, projiziert und den Projektionspunkt 
mit y(p) bezeichnet. Da jeder Punkt aus 0, von Q, einen Abstand < 7 
hat und f;(p) c O, gilt fir pc H,, so haben fiir jeden Punkt p aus H, 
die Punkte /;(p) und w(p) einen Abstand < 7; fiir jeden Punkt p 
der Menge L,, bestehend aus allen Punkten p mit /;(p) c Q,—Q., ist 
L(y) = ¥(P). 

Nun kénnen wir den Hilfssatz 3 auf den in Z£;,, offenen Quader Q, 
und die Mengen H, und L, anwenden; denn ist K eine kompakte Menge c Q,, 
und g(K) eine eindeutige, stetige Abbildung von K in £;,,, so la8t sich g 
folgendermaBen durch eine Modifikation < # in eine topologische Ab- 
bildung verwandeln: die Menge £;,, ist nach Definition die Menge aller 
Punkte des Q,,, fiir welche die i,-te Koordinate eine feste (rationale) Zahl 


ist; wir wihlen ein i, > i, so groB, daB Aye <= # ist; sei nun p ein 
i=ip 


Punkt von K mit den Koordinaten 2, (k = 1, 2,...); sein Bildpunkt g(p) 
habe die Koordinaten z;; dann bezeichnen wir mit A(p) den ears mit 


den Koordinaten z; = a; fiir i = 1,2,...,%, und m4, = EF Ly 
fir k = 1, 2,...; dann ist A eine diieatiebi Abbildung von K in E£;,, 
und 6(g(p), h(p)) < @ fiir jeden Punkt p von K. 

Der Hilfssatz 3 liefert nun, da y auf L, mit f; identisch, also auf L, 


topologisch ist, eine aus y durch eine Modifikation < 7 hervorgehende 


8) ACB heiSt A c B. 
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topologische Abbildung 7(H,) mit der Eigenschaft, da8 fiir jeden Punkt p 
der Menge L, gilt y(p) = x(p), und 7(H, —L,) <Q, ist. Da y eine 
topologische Abbildung ist, also yf; die Menge O, -/;(H,) bzw. O,-f;(Rz) 
topologisch auf Q,-z7(H,) bzw. Q,-x7(R,) abbildet, so ist Q,- 7(R,) 
héchstens rational (mn —1)-dimensional. Wir wenden nun den nach 
Induktionsvoraussetzung fiir »—1 richtigen Satz an, und zwar statt 
auf Q, R, H und V" auf Q,, 7(R.), ~(H.) und die Menge £;,,-V", die 
alle Punkte von £;,, enthilt, die (auSer der allen Punkten von £;,, 
gemeinsamen festen rationalen Koordinate) entweder héchstens n — 2 
rationale Koordinaten oder nur rationale Koordinaten besitzen, die aber 
dann fast alle verschwinden. Er liefert eine topologische Abbildung 
von H,, so daB die topologische Abbildung /;,, = my von H, folgende 
Eigenschaften besitzt: fiir jeden Punkt p von L, ist f;,,(p) = y(p) und 
jeder Punkt p von H,—JL, wird auf einen Punkt /;,,(p) von Q,-V" 
mit einem Abstand < » von x(p) abgebildet. Da fir pcL, gilt 
z(p) = p(p) und y(p) = f;(p), so ist f;(p) = fy+1(p) fir p C L,, und 
da y aus f; und y aus y durch eine Modifikation < 7 hervorging, ist 
5 (f;(p), f5+1(p)) S 3m fiir jeden Punkt p aus H,. Damit ist der erste 
Schritt beendet. 

Wir haben bisher folgendes erreicht: die topologische Abbildung /;, , 
ist bereits definiert fiir jeden Punkt p von H, fiir welchen 


a) f;(p) <Q, —(O, +... +0,) ist, und zwar ist dann f;, ,(p) = f;(p), 
b) f;(p) c B, ist, und zwar ist dann /;,,(p) ein Punkt aus Q,-V", 
der von f;(p) einen Abstand <= 37» hat. 


Zweiter Schritt. Fiir jeden Punkt p, der nicht unter a) oder b) vor- 
kommt, fiir welchen also f;,,(p) noch nicht definiert ist, liegt f;(p) in 
einer der offenen Mengen W, = O, — B,-O, (o = 1,2,..., 8). Nun zer- 
fallt die offene, konvexe Menge O, durch Tilgung ihres Durchschnittes Q, 
mit der Hyperebene E;,, in zwei ebenfalls offene und konvexe Teil- 
mengen O,; und O;, deren Begrenzungen, vermindert um ihren Durch- 
schnitt Q, mit E;,,, wit mit B; und Bi bezeichnen. Die Menge B, war 
definiert als Begrenzung einer Umgebung U, CO, von Q,, und es gilt 
B, < 0, + (Q, — Q,). Hieraus folgt, daS W, Summe der beiden fremden, 
offenen Mengen W, =0;,—U,-0; und W; = 0; +U, ist, deren Be- 
grenzungen = B,+ B, bzw. = By + B, sind. Die kompakte Menge 
aller Punkte p, deren Bild f;(p) in W, bzw. W; bzw. B;+ B, bzw. 
B; + B, liegt, nennen wir H,, bzw. H,; bzw. L, bzw. L’;. Fiir die Punkte p 
von L, und L; ist f;,,(p) bereits definiert, und zwar ist, wie aus a) 
und b) folgt, f;+:(p) c Bs +Q, bzw. By +Q,, d.h. in der Begrenzung 
der offenen und konvexen Menge O,, bzw. O; enthalten und hat von /;(p) 
24* 
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einen Abstand < 37. Also existiert nach Hilfssatz 1, angewandt Q,, HL; 
bzw. Qc, Hi, Li, t;(p), fj41(p) und 3m statt Q, H, L, y, y und yn, eine 
eindeutige, stetige Abbildung y,(p) bzw. y.(p) von H, bzw. H{, auf eine 
Teilmenge von O; bzw. O/;, derart, daB fiir jedes p aus L; baw. Lj gilt 
yo(p) = fy+1(p) baw. yo = f;+1(p), und fiir jedes p aus H, bzw. H; 
die Punkte /;(p) und yw.(p) bzw. yi(p) einen Abstand < 3 7 haben. 
Nun gibt ‘es nach Hilfssatz 3, dessen Anwendbarkeit genau wie 
oben zu beweisen ist, eine topologische Abbildung y, bzw. xy; von H; 
bzw. H,' auf eine Teilmenge von O; bzw. O%, bei welcher erstens fir 
jeden Punkt p aus L, bzw. L; gilt x: (p) = yo (p) bzw. x: (p) 
= y. (p), zweitens y,(H, — L;) <Q; bzw. xi (Hy — Li) < Qi gilt, 
und drittens fiir jeden Punkt p die Bilder y,(p) und y.(p) bzw. 
yo(p) und x, (p) einen Abstand <= 7 haben. Fiir jeden Punkt p 
aus L, bzw. L; haben wir also /;,,(p) = y.(p) = yo(p) bzw. f;+1(p) 
= wo(p) = zo (p). Fiir jeden Punkt p aus H; — L; bzw. Hi — L; haben 
die Punkte /;(p) und y,(p) bzw. y/(p) einen Abstand < 3y +» = 47. 
Nun kann aber kein Punkt p gleichzeitig in H; — L; und H; — L,’ liegen, 
da diese beiden Mengen per definitionem durch die eindeutige Abbildung /; 
in die beiden fremden Mengen W, und W,; abgebildet werden. Also 
kénnen wir fiir jeden Punkt p aus H,— L, bzw. H; — Li setzen 
xo (Pp) = fj41(p) baw. x: (p) = f;+1(p) und erhalten damit eine eindeutige, 
also topologische Abbildung, so daB gilt 

c) fiir jeden nicht unter a) oder b) fallenden Punkt p von H ist 

fj+1(p) ein Punkt von YO, —Q,, der von /;(p) einen Abstand 
< 4n hat. 0s 
Damit ist der zweite Schritt beendet. 

Die so definierte topologische Abbildung /;,, von H geniigt den 
Bedingungen (5;;,) und (6;,,): 

(5;+1) folgt daraus, daB nach a) fiir /;(p) c Q,.— (0, +...+0,) 
gilt f;+:(p) = f;(p), nach b) und c) aus /;(p) c O,+...+ 0, folgt 
fy4.(p) CO,+...+ 0, und die Mengen O,,...,0, nach ihrer Definition 
zu E,+...-+ £; fremd sind. 

(6;,.,) folgt unmittelbar aus a), b), c) und 7 < ait 

Wir bezeichnen mit ¢;,, eine so kleine Zahl > 0, daB erstens 
€j+1 Sj ej, zweitens (2;,,) mit i=j-+1 gilt, was wegen der Kompakt- 
heit von H méglich ist, und drittens (4;,,) gilt, was méglich ist, da fiir 
jedes +1 = 1,2,...,97+1 die Menge aller Punkte p von H mit 
8(fc(p), Bs) S 7-7 Kompakt ist, also ihr f,,-Bild, das wegen (5,,,) 
zu E, fremd ist, von E, einen positiven Abstand hat. 
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Wir haben jetzt die Relationen (1;,,) — (4;,1) zu beweisen, und zwar 
unter der Induktionsvoraussetzung, daB (1;) — (5;) und (6,;,,) gelten. 

(1;+1) folgt daraus, daB (1,;) gilt, und nach a) aus f;(p) C 
Qu — (0, + ... +0,) folgt fj+1(p) = f;(p), und nach b) und c) aus 
fi(p) CO, + ... +0, folgt fj+:(p) CO, +...+0,. 

(2;+41) folgt fiir i = 7+ 1 aus der Definition von ¢;,,, fiir i = 0,1,...,9 
aus €j41 S &;, (2;) und (6;,,). 

(3541). Es ist By4,-Q = By4,-Q-(F,+...+ #)+(Q,+...+Q). 
Da der erste Summand c Q,, — (0, + ...+0,) ist, folgt aus a) und (3,), 
da8 fiir einen Punkt p, dessen Bild /;(p) im ersten Summanden liegt, 
das Bild f;,,(p) in V® enthalten ist. Liegt der Punkt /;(p) im zweiten 
Summanden, also in O,+...+0,, so entweder in einem B, oder nicht. 
Im ersten Faile ist dann wegen b) /;,,(p) cC V", im zweiten Falle 


wegen ¢) f;+,(p) c 20, —Q,, also, da Q, = E541°On ist, f+, (p) nicht 
Punkt von £;,,. 

(4;.:) folgt fir « = 7+ 1 aus der Definition von ¢;,,. 

Damit haben wir aus den Abbildungen /; und den Zablen «, (i <j). 
die den Bedingungen (1;) — (5;) geniigen, eine neue Abbildung /;,, und 
eine Zahl ¢;,, hergeleitet, so daB (1;,,) — (6;,,) gilt. Wir kénnen also 
eine Folge von topologischen Abbildungen /; (wobei /, die identische ist) der 
Menge H in Q,, und eine monoton fallende Folge von positiven Zahlen e; < « 
als gegeben annehmen, derart, daB die Relationen (1;) — (5;) und (6;,,) 
fiir jedes 7 bestehen. 

Wegen (6;,,) und e; = e konvergieren die Abbildungen /; gegen 
eine eindeutige, stetige Abbildung /(p) von H in Q,,, fiir welche jeder 
Punkt p von seinem Bilde einen Abstand <e hat. Zu je zwei 


Punkten p, p’ von H existiert ein 1, so daB 4(p, p’) > 5 ist. Dann 


haben nach (2;) fiir jedes 7 >i die Bilder /;(p) und f;(p’), also auch 
die Bilder f(p) und f(p’) einen Abstand > e, > 0; die Abbildung f (p) 
ist also eineindeutig. Da H kompakt ist, so ist f(p) eine topologische 
Abbildung. Nach (1;) stimmt f auf H —Q-H mit der identischen Ab- 
bildung iiberein. Es sei nun p ein Punkt von Q-R. Wir behaupten, 
daB f(p) in Q-V" liegt. Zunichst ist f;(p) und /(p) Punkt von Q, da wir 
vorausgesetzt haben, daB H das Komplement von Q enthalt, und /, und / 
dieses Komplement identisch auf sich abbildet. Wir unterscheiden nun zwei 
Fille: entweder es gibt ein i, so daB f,(p) auf E, liegt, oder es gibt kein 
solches 1. Im ersten Falle ist /,;(p) nach (3,) ein Punkt von V" und 
nach (5,) (J ™ t+1,++2, vos) ist fi (p) - fea (P) SS cons also f (p) Punkt 
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von V". Im zweiten Fall gibt es zu jedem i ein j; > i, so daB f;(p) 
von £; einen Abstand > ar hat. Dann hat nach (4;,), (6;4,) und e,<e,, 


(j = je Ji +1,.-.) der Punkt /;(p) fiir jedes 7 > j;, also auch der Punkt 
f{(p) von E&, einen Abstand > «;,, d.h. f(p) liegt nicht auf E; Da dies 
fiir jedes i gilt, liegt also f(p) auf keiner Hyperebene EZ; Da aber 
Q.. — (E, +...) c V® gilt, ist f{(p) Punkt von V". Die Abbildung /(p) 
besitzt also alle im Satz geforderten Eigenschaften. Damit ist auch der 
Universalmengensatz bewiesen. 


Beweis des Satzes von den Universalmengen der cartesischen Riume. 


Auf Grund des spiter zu beweisenden Kompaktifikationssatzes kann 
man sogar in jedem mindestens (2 + 1)-dimensionalen cartesischen Raum E 
eine rational n-dimensionale Universalmenge U" angeben. Es sei naémlich U" 
die Menge aller Punkte von EZ, die entweder héchstens mn — 1 oder nur 
rationale Koordinaten haben. Analog wie fiir die Menge V" auf 8. 358 
zeigt man, da8 U* hochstens rational n-dimensional ist. Wir behaupten: 

Die Menge U™ enthilt zu jedem héchstens rational n-dimensionalen 
Raum R eine homéomorphe Teilmenge. 

Nennen wir einen R enthaltenden héchstens n-dimensionalen Raum eine 
ausgezeichnete héchstens n-dimensionale Hiille von R, wenn er sich so als 
Summe von »-+1 nulldimensionalen Mengen darstellen J48t, daB eine 
von ihnen mit R einen héchstens abzihlbaren Durchschnitt hat, so ergibt 
der Kompaktifikationssatz, daB wir den in U* einzubettenden héchstens 
rational n-dimensionalen Raum FR als Teilmenge einer kompakten, aus- 
gezeichneten héchstens n-dimensionalen Hiille K annehmen diirfen. Da K 
héchstens n-dimensional ist, enthalt E eine zu K homéomorphe Teilmenge. 
Mithin geniigt es, den folgenden Satz zu beweisen: 


Sei O eine offene Menge von E; sei R eine Menge von E, deren 
Durchschnitt O- R mit O héchstens rational n-dimensional ist, und H eine 
kompakte Menge > R von E, so daB O-H eine ausgezeichnete héchstens 
n-dimensionale Hiille von O-R ist. Dann existiert fiir jedes « > 0 eine 
topologische Abbildung von H auf eine Teilmenge von E, die jeden Punkt 
von H —O-H auf sich selbst und jeden Punkt p aus O-R auf einen Punkt 
von O-U* abbildet, der von p einen Abstand < « hat. 

Der Beweis dieses Satzes verliuft ganz analog zum Beweis des Satzes 
auf 8. 358ff. bis auf einige Modifikationen. Die Umgebungen U} von 8.362 
hat man folgendermaBen zu wahlen: da /;(O-H) eine ausgezeichnete héchstens 
n-dimensionale Hiille von /;(O- R) ist, kann /;(O-H) als Summe von n+1 
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nulldimensionalen Mengen N,, N,,..., N, dargestellt werden, so da8 
N, -{;(O-R) héchstens abzihlbar ist. Dann wahlt man die Umgebungen U} 
so, daB sie auBer den auf 8.362 genannten Eigenschaften noch die weitere 
besitzen, da8 ihre Begrenzungen B; zu N,, fremd sind. Dann ist Bj: f;(O-H) 
und daher auch B,-/;(O-H) eine ausgezeichnete héchstens (n — 1)-dimen- 
sionale Hiille der héchstens rational (n—1)-dimensionalen Menge Bi: {;(O-R) 
bzw. B,-{;(O-R). Daher ist O-H, eine ausgezeichnete héchstens (n—1)- 
dimensionale Hiille der héchstens rational (n —1)-dimensionalen Menge O- R,. 
Dies erméglicht die Anwendung der Induktionsvoraussetzung. 

Die erste Anwendung (8.362) des Hilfssatzes 3 ist aus folgendem 
Grunde méglich: Jede kompakte Menge K c H, — L, ist in O-H, ent- 
halten, also héchstens (n — 1)-dimensional. Daher kann jede stetige Ab- 
bildung von K in die mindestens 2 n-dimensionale Hyperebene E;,, von E 
durch eine beliebig kleine Modifikation in eine topologische Abbildung 
von K in E;,, itibergefiihrt werden'**). Die zweite Anwendung des Hilfs- 
satzes 3 (8.364) begriindet man folgendermaBen: Jede kompakte Menge 
KcH,;—L; baw. cH; —TL;, ist als Téilmenge von 0-H héochstens 
n-dimensional; daher kann jede stetige Abbildung von K in den mindestens 
(2m + 1)-dimensionalen cartesischen Raum FE durch eine beliebig kleine 
Modifikation in eine topologische Abbildung von K in E iibergefiihrt 


werden !**), 


Dem Beweise des ¢-Deformationssatzes schicken wir einen Hilfssatz 
voraus. 


Hilfssatz. Es sei {(M) eine eindeutige, stetige Abbildung der kom- 
pakten Menge M in eine n-dimensionale (abgeschlossene) Vollkugel V. Be- 
deutet J das Innere von V, so sei /~?(Z) héchstens rational n-dimensional 
(n=1). Dann existiert eine eindeutige, stetige Abbildung g von M in V, 
bei welcher das Zentrum von V héchstens abzahlbarviele Urbildpunkte hat 
und fiir jeden Punkt q der Oberfliche V—J von V die Urbildmengen 
f-*(q) und g~*(q) identisch sind"). 

Den Beweis fiihren wir durch vollstaindige Induktion nach n. Fiir 
n= 1 ist V ein Intervall und die Oberfliche V—J besteht aus den 
beiden Endpunkten g’ und qg” von V; die beiden offenen Intervalle, in 
die V durch Tilgung der Endpunkte qg’ und q” und des Mittelpunktes m 
zerfallt, nennen wir Q’ und Q”. Die beiden fremden, abgeschlossenen Teil- 
mengen {~'(g') und /-1(q”) kénnen durch eine héchstens abzihlbare ab- 


13a) Pontrjagin und Tolstowa, Math. Annalen 105, S. 734. 

14) Ist { eine Abbildung der Menge A und B irgendeine zweite Menge [die 
nicht C/(A) zu sein braucht, sogar zu {(A) fremd sein darf], so bezeichnen wir 
mit {-1(B) die Menge aller Punkte p von A mit {(p) C B. 
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geschlossene Teilmenge A von M in M getrennt werden: M— A = B’+B", 
wo B’'>/f-'(q7) und B” > f-'(q") fremd und relativ abgeschlossen sind. 
Wir setzen A+ B’= H’, A+ B’= H", A+ fo (7)=L', A+ f (7) =L" 
und definieren die gesuchte Abbildung g zuniichst auf L’ und L” dadurch, 
da8 wir jeden Punkt von A auf den Mittelpunkt m von V abbilden und 
fiir jeden Punkt p von f—'(q’) bzw. f-*(q") setzen gip) = f(p) = 7 
bzw. g(p) = {(p) = 7’. Wir wenden nun zweimal den Hilfssatz 2 an. 
und zwar auf Q’,H’, I’ und g, bzw. Q”,H”,L” und g statt Q, H,L 
und y. Er liefert uns zwei auf L’ bzw. L” mit g identische Abbildungen g’ 
und g” von H’ bzw. H” mit der Eigenschaft, daB g' (H’ — L’) - Q’ und 
g’ (H” — L") <Q” gilt. Da H’-H” = L’-L” =A gilt und g’ und g” 
auf L’ bzw. L” mit g identisch sind, entsteht eine eindeutige und stetige 
Abbildung, wenn wir setzen g(p) = g'(p) fiir p c H’ und g(p) = g” (p) 
fir pc H”. Man bestitigt sofort, daB diese Abbildung g(p) die in 
unserem Hilfssatz fiir den Fall » = 1 verlangten Eigenschaften hat. 

Der Hilfssatz sei nun fiir n — 1 bewiesen, und es seien die Voraus- 
setzungen des Hilfssatzes fiir-den Fall n erfiillt. Dann sei E eine (n—1)- 
dimensionale Hyperebene durch den Mittelpunkt m von V, und Q der 
Durchschnitt J-£. Jeder Punkt der Menge /—*(Q) liegt in einer Um- 
gebung, deren abgeschlossene Hiille zu /-'(V — JZ) fremd ist und deren 
Begrenzung mit M einen héchstens rational (mn — 1)-dimensionalen Durch- 
schnitt hat. Durch Addition von abzahlbarvielen solchen Umgebungen laBt 
sich eine Umgebung U von f{~—' (Q) konstruieren, fiir deren Begrenzung B 
erstens die Beziehung M- Bc f-' (I) + f-'(Q—Q) gilt und zweitens 
B-f-*(1) héchstens rational (n — 1)-dimensional ist. Wir betrachten nun 
die kompakte Menge M - B und die eindeutige, stetige Abbildung p(M - B), 
die entsteht, wenn wir den Punkt /(p) auf Q projizieren. Diese Ab- 
bildung erfiillt die Voraussetzungen des Hilfssatzes fiir » — 1, wenn man 
darin M-B, Q und y statt M, V und f liest. Nach Induktionsvoraus- 
setzung existiert also eine eindeutige, stetige Abbildung g von B-M in Q, 
bei welcher das Zentrum m héchstens abzihlbarviele Urbilder hat und fiir 
jeden Punkt p von B-M, fiir welchen py(p) in Q —Q liegt, die Gleichung 
q(p) = w(p), also die Gleichung g(p) = f(p) besteht. 

Nachdem wir hiermit die Abbildung g bereits fir M-B definiert 
haben, setzen wir weiter g(p) = f(p) fiir jeden Punkt von M, fir 
welchen /(p) Punkt des Randes V —J von V ist. Es handelt sich jetzt 
also nur noch darum, jedem Punkt von M, fiir welchen g(p) noch nicht 
definiert ist, einen Punkt g(p) von J zuzuordnen, welcher von m ver- 
schieden ist. Hierzu bedenken wir zunichst, daB die offene Kugel J 
durch Tilgung von Q in zwei fremde offene Halbkugeln I’ und /” zer- 


fallt, deren Begrenzungen, vermindert um ihre Durchschnitte mit Q, wir 
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mit B’ und B” bezeichnen. Nun ist die Menge U eine Umgebung der 
Menge {-*(Q). Also zerfallt M = f-1(I') + f-1(I”) in die beiden kom- 
pakten Mengen H’ = {-1(/’)— M-U und H” = f-' (I) +M.-U, deren 
Durchschnitt c M -B ist. Bezeichnen wir also mit L’ bzw. L” die Menge 
aller Punkte von H’ bzw. H”, fiir welche g(p) bereits definiert ist, so 
bestehen wegen g(M-B) <Q die Beziehungen g(L’) c B’'+Q und g(L”) 
c B’+Q. Wenden wir den Hilfssatz 2 auf g, H’, L’ und I’ bzw. g, H”, L” 
und 7” statt y, H, L und Q an, so ergibt dieser zwei Abbildungen g’ 
und g” von H’ bzw. H”, welche auf L’ und L” mit g(p) identisch sind 
und die Mengen Ah’ — L’ bzw. H” — L” in I’ bzw. I” abbilden. Setzen 
wir also g(p) = g'(p) und g(p) = g” (p) fiir jeden Punkt aus H’ bzw. H”, 
so entsteht eine eindeutige und stetige Abbildung g von ganz M in JV, 
welche die in unserem Hilfssatz verlangten Eigenschaften hat. Damit ist 
der Hilfssatz bewiesen. 


Wir beginnen jetzt den 


Beweis des e-Deformationssatzes. 
Es sei also M eine kompakte, héchstens rational »-dimensionale 


Menge. Da M héchstens n-dimensional ist, existiert eine =~ Deformation f, 


von M in einen n-dimensionalen Komplex K*). Diesen Komplex K 
denken wir uns irgendwie simplizial zerlegt. Indem wir nétigenfalls 
endlichviele n-dimensionale Simplexe zu K hinzufiigen, diirfen wir sofort 
annehmen, da8 jeder Punkt von K in einem n-dimensionalen Simplex der 
Zerlegung enthalten ist. Dann aber existiert eine in K dichte Folge von 
Punkten p; (¢ = 1,2,...), von denen jeder im Innern eines n-dimen- 
sionalen Simplexes von K liegt. Wir machen nun die (fiir 7 = 1 durch 
die Abbildung /, verifizierte) Induktionsvoraussetzung, daB bereits eine 
eindeutige, stetige Abbildung /;_, von M in K vorliegt. Wir schlagen 
um den Punkt p; in dem ihn im Innern enthaltenden Simplex von K 


eine n-dimensionale Kugel V;, deren Durchmesser kleiner als — und 


kleiner als das iri fache des Abstandes der Kugel V; von der Summe 


der Punkte p,, p,, ..-, pj—1 ist. Der Hilfssatz ergibt nun eine auf 
fj2, (K —V;) mit f;_, identische Abbildung /; von M in K derart, daB 


1. #7" (pj) héchstens abzihlbar ist; 2. 5(f;-,(p), f;(p)) << —— ist fiir 





2/-? 

, 1 \ 

jeden Punkt p aus M, und 3. 4(f;(p), p) => (1 _ ini)? (f;~1(p), pi) 
fiir jedes i <j und jedes p aus M. (2. und 3. folgen aus der Wahl des 
Durchmessers von V; und daraus, da8 aus /;_, (p) c V; folgt f,;(p) c V; und 
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aus /;_,(p)¢ V; folgt f;(p) = f;-1(p)). Num folgt aus 2., daB die 
Abbildungen /; gegen eine eindeutige, stetige Abbildung f(p) von M in K 
konvergieren, fiir welche 4 (/, (p), f(p)) <e ist, so daB also f eine 
e-Deformation von M in K ist. Sei nun p ein Punkt von M, fir 
welchen /;(p) + p, ist. Dann folgt aus 3.(j = i+-1,1+-2, ...), daB auch /(p) 
von p, verschieden ist. Es ist also f—'(p,) = fj" (p), also f—* (p,) 
nach 1. héchstens abzaihlbar. Damit ist eine ¢-Deformation konstruiert, 
die die im e-Deformationssatz verlangten Eigenschaften hat. 

Sei nun umgekehrt M eine kompakte Menge eines euklidischen 
Raumes, die fiir jedes « > 0 in einen n-dimensionalen Komplex K so 
e-deformiert werden kann, daB die Menge aller Punkte von K mit 
héchstens abzihlbarvielen Urbildern in K dicht ist. Diese in K dichte 
Menge enthialt eine in K dichte, abzahlbare Teilmenge N. Da jede 
n-dimensionale Teilmenge von K eine in K offene Menge enthilt*), 
ist K — N (mn —1)-dimensional, also Summe von endlichvielen, in K — N 
abgeschlossenen Teilmengen N,, N,,...,N, mit Durchmessern < «¢, die 
zu je n+ 1 einen leeren Durchschnitt haben. Da N; in K—WN ab- 
geschlossen ist, gilt N,;c N;+N. Also ist die in K offene Menge 
K — rN, als Teilmenge von N héchstens abzaihlbar und daher, weil K 

i=1 
ein Komplex ist, eine endliche Menge, deren Punkte N,,,, ..., ; 
in K isoliert sind. Der Komplex X ist also Summe der endlichvielen ab- 
geschlossenen Teilmengen N te én N,, deren Durchmesser < ¢ sind und 
deren Durchschnitte zu je n+ 1 in N enthalten sind. Bezeichnen wir 
nun mit M; die Urbildmenge von N,, so ist M = y M,, die Mengen M; 


i=1 
sind abgeschlossen, haben Durchmesser < 3¢ und ihre Durchschnitte zu 
je »+ 1 sind Teilmengen der Urbildmenge von N, also héchstens ab- 
zihibar. Da fiir jedes ¢ > 0 eine solche Zerlegung von M existiert, ist 
also M nach dem Zerlegungssatz héchstens rational (mn — 1) - dimensional. 


G. Nobeling. 





Der Beweis**) des Kompaktifikationssatzes, 


den wir jetzt beginnen, geht so vor sich, daB wir die gegebene héchstens 
rational n-dimensionale Menge M als einen metrischen, total beschrinkten 
Raum annehmen*’) und durch sukzessive, unendlichoftmalige Ummetrie- 


16) Menger, Di ionstheorie, S. 258. 

16) Dieser Beweis ist eine Modifikation des zweiten unter 1°) zitierten Beweises 
von Hurewicz. 

17) Dies ist keine Einschrinkung, da jeder separable Raum mit einer Teil- 
menge des Q,, homédomorph ist, also so metrisiert werden kann, daB sie total be- 
schrankt ist, d.h. daB sie fir jedes «> 0 als Summe endlichvieler Teilmengen mit 
Durchmessern < « dargestellt werden kann. 
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sierung in einen zu M homéomorphen Raum M’ iiberfiihren, der durch 
Hinzufiigung neuer ,,idealer“’ Punkte zu einem kompakten Raum mit den 
verlangten Eigenschaften erweitert wird. Ist GS ein System von endlich- 
vielen, abgeschlossenen Teilmengen des gegebenen Raumes M, der metrisch 
und total beschrankt ist, so laBt sich nach Hurewicz™) in M eine zur 
gegebenen Metrik 6’ aquivalente Metrik 6” finden, beziiglich deren M 
wiederum total beschrankt ist und so daB jedes Teilsystem M,, M,,...,M, 
von S mit leerem Durchschnitt M,-M,:...-M, 6”-getrennt ist, d.h. daB 
in M keine (beziiglich 6”) Cauchysche Folge existiert, die mit jeder 
Menge M,, M,, ..., My unendlichviele Punkte gemein hat. Diese Metrik 6” 
kann man iiberdies bei gegebenem ¢ > 0 noch so wihlen, daB fiir je zwei 
Punkte p und g von M gilt 6’(p,q) S 8" (p,q) S O'(p,9) + €. 

Wir beginnen nun unseren Beweis. Gegeben sei also ein héchstens 
rational n-dimensionaler Raum M; er sei metrisch, und beziiglich seiner 
Metrik, sie heiBe 4,, total beschrinkt. Nach dem Zerspaltungssatz ist M 
Summe einer héchstens abzihlbaren Menge A und einer héchstens (n — 1)- 
dimensionalen Menge 7. Dabei kénnen wir annehmen, da8 A keine in M 
offene Teilmenge enthilt; denn andernfalls sei O der in M offene Kern 
von A und QO, die Menge aller Punkte von O, die von M—O 


einen Abstand > + haben; dann ist O = Px O, und die Mengen T und O, 


sind in ihrer rae abgeschlossen, also, da T héchstens (n — 1) - dimen- 
sional und O, héchstens abzaihlbar, O + 7 héchstens (nm — 1)-dimensional; 
dann ist M = (A —O) + (0+1T), wo A—O keine in M offene Teil- 
menge enthalt; wir kénnen also in der Tat von vornherein annehmen, 
daB A keine in M offene Teilmenge enthilt. 


Es seien &, €,,... positive Zahlen mit endlicher 5 e; Mit TZ, be- 


i=0 
zeichnen wir das aus der Menge 7 bestehende System. Wir machen 
nun die folgende Induktionsvoraussetzung: es liege fiir jede der Zahlen 
k = 0,1,...,j —1 erstens eine Metrik 6, von M vor, beziiglich deren M 
total beschrinkt ist und so daB fiir je zwei Punkte p und q von M gilt 


(1) 5x (P94) S Oe+1(P,9) S Ou (P,Q) + fe +2; 
zweitens ein System von endlichvielen in 7 abgeschlossenen Mengen 77, ... 
mit der Summe 7, die zu je r einen héchstens (n — r)-dirensionalen 
Durchschnitt haben; fiir k = 0 ist dabei 7,,...,, = T zu setzen. 

Da M beziiglich der Metrik 5;_, total beschrankt ist, kann man T 
in eine Summe von endlichvielen, in 7 abgeschlossenen Mengen 7;, ny 
mit 6;_,-Durchmessern < ¢; zerlegen"*), die zu je r einen héchstens (n—r)- 








18) Hurewicz, Ann. of Math. 81, S. 177. 
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dimensionalen Durchschnitt haben") und so da fiir jedes (j — 1)-Tupel 
i,...ij-1 (§ = 1) gilt 
T;, voy —_ eo ees ij~1 4° 





Um eine neue Metrik 4; zu definieren, bezeichnen wir mit My, ...% die 
in M abgeschlossene Hiille von 7,;, (da T in M dicht ist, ist 
Mi, _..t, = M fiir k = 0). Dann gilt fiir jedes (7 — 1)-Tupel ¢, ... i;_, 
G2) 


(2) Me, yay = EM yyy 
J 
(3;) M,,...;, hat einen 6;_,-Durchmesser < ¢;. 


Da A+ T= M, also M,...4,° A+ Fiat und A héchstens abzahlbar 
ist, so ist der Durchschnitt von je n +1 Mengen M,,...;, héchstens abzahl- 
bar”). Also gilt: 


(4) Fiir jedes k hat jedes (n +-1)-Tupel Z von Mengen M,,.. 
héchstens abzihlbaren Durchschnitt D,’"). 


i eimen 

Wir bezeichnen nun mit G, ein System von Mengen DJ,’ und M,”) 

mit folgenden Eigenschaften: 

(5;) Di, Di’, ... sind endlichviele abgeschlossene, paarweise fremde, 
Dj iiberdeckende Teilmengen von Df mit 6;_,-Durchmessern < ¢;. 

(6, M . a ts ist die abgeschlossene Menge aller Punkte von M,,_ _. die 


” tp? 
von D,’ einen 6;_,-Abstand > e; haben. 

Nun sei 6; eine Metrik von M, die der Bedingung (1) fiir k = j —1 

gentigt, beziiglich deren M total beschrinkt ist und so da® gilt: 

(7;) je r (= 2,3,...) Mengen des Systems S; mit leerem Durchschnitt 
sind 4;-getrennt. 

Damit ist die induktive Definition der Systeme T; und der Metriken 6; 
abgeschlossen. Sie hat uns gleichzeitig fiir jedes k das System S, und 
die Mengen M, ... 4, und fiir jedes (mn + 1)-Tupel Z von ihnen den Durch- 
schnitt D,’ geliefert. 


Die Metriken 6, konvergieren wegen (1) und der Endlichkeit der 
Summe Ye, gegen eine zur gegebenen Metrik 6, aquivalente Metrik 4, 


i=0 


1®) Es werden zwei Mengen, die dieselben Punkte enthalten, aber verschieden 
bezeichnet sind (verschiedene Indizessysteme haben), als verschiedene Mengen 
gerechnet. 
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beziiglich deren der Raum M ebenfalls total beschrinkt ist. Aus (3,), (5;), 
(6;) und (7;) folgen auf Grund von (1) die Beziehungen: 
(3) M; 


1 ty hat einen 6-Durchmesser < Fa, 
h=j 


(5) DE, DE’,... sind endlichviele abgeschlossene, paarweise fremde, 

Dj; iiberdeckende Teilmengen von D,’ mit 6-Durchmessern << Fe, 
h=j 

(6) M . a e hat von D,’ einen positiven 5-Abstand und enthalt die 
Menge aller Punkte von Mi, ... i, die von Dj einen 5-Abstand 
> Fe, haben, 

h=j 

(7) je r (= 2,3,...) Mengen des Systems S; mit leerem Durchschnitt 

sind 6-getrennt. 


Nun sei K die Menge aller beziiglich der Metrik 5 Cauchyschen 
Punktfolgen aus M. Sind {p,} und {q;} zwei Elemente aus K, so ordnen 
wir ihnen die Zahl lim 6 (p;,,q;) als Abstand 6 zu. Auf diese Weise 

i=o 


wird K zu einem metrischen Raum, der wegen der totalen Beschrankt- 
heit von M beziiglich der Metrik 6 kompakt ist. Identifizieren wir jeden 
Punkt von M mit dem Element {p, p,...} von K, so ist M einschlieBlich 
seiner Metrik 6 eine Teilmenge des Raumes K. Wir behaupten nun, daB 
der Raum K hiéchstens n-dimensional ist und so in eine Summe von n+1 
nulldimensionalen Mengen zerspalten werden kann, daB eine von ihnen 
mit M einen héchstens abzihlbaren Durchschnitt hat. Damit wird offenbar 
der Kompaktifikationssatz bewiesen sein, da der Raum M in der Metrik 6 
homéomorph ist zum Raum M in der Metrik 4,. 

Fiir jede beliebige Teilmenge A von M wollen wir im folgenden 
mit A stets die in K abgeschlossene Hiille von A bezeichnen. Da M 
in K offenbar dicht ist, und wegen (2) die Gleichung 2 M,...4 = M 
fiir jedes k gilt, wo tiber alle k-Tupel ¢,...%, summiert wird, so ist 
= M,,...4 = K. Wir behaupten, da8, wenn Dj der Durchschnitt der 
n+ 1 Mengen Ma 2 (h = 0,1,..., ») ist, der Durchschnitt der Mengen 
Ma = der offenbar > D,’ ist, mit der Menge Dé identisch ist. Nehmen 
wir an, dies wire falsch. Dann existiert ein nicht in D,’ gelegener 
Punkt p und eine gegen p konvergente Folge von Punkten p,; aus 
EM, h die mit jeder der »+1 Mengen Min unendlichviele 


h=o 4 -:- 


Punkte gemein hat. Da D,’ kompakt ist, hat p von Dj,’ einen positiven 
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Abstand. Wahlen wir j so groB, daB 5’ e, kleiner als dieser Abstand ist, 
h=j 


so folgt einerseits aus (6), daB fast alle Punkte p, in z My jh ent- 
as ee. 


k 


halten sind, und jede Menge M “i ,;» unendlichviele Punkte p; enthilt. 
1 k 


> 


Andererseits ‘ist, da D,’ der Durchschnitt der Mengen Mn a ist 
eee 


Lj 


Mn. ;» nach (6) zu Df fremd; also haben die Mengen Mi’ jh einen 
a... al e... 


7 
leeren Durchschnitt, sind also nach (7) 6-getrennt. Dies ist ein Wider- 


spruch, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Analog folgt aus der Annahme, da8 zwei Mengen Dy und Dei einen 
Punkt p gemein haben, auf Grund der aus (5) folgenden Fremdheit der 
Mengen Dy “4 und Dy -/, und (7) ein Widerspruch. Ist also ¢ eine beliebige 
positive Zahl, so bilden fiir hinreichend groBes j nach (5) die Mengen 
Di, D&’, ... eine Zerlegung von Dj in endlichviele paarweise fremde, 
abgeschlossene Mengen < ¢. Mithin ist D,’ nulldimensional. 

Damit haben wir bewiesen: die Mengen M,,...% haben zu je n+1 
einen héchstens nulldimensionalen Durchschnitt. Also ist K héchstens 
n-dimensional. 

Es sei nun K/ (j = 1, 2, ..., a) die Menge aller Punkte p von K, die 
fiir jedes hinreichend groBe k = k(p) in genau j Mengen M,,__ ,, ent- 
halten sind’). Wir behaupten, K/ ist nulldimensional. Ist LZ, ein 
j-Tupel My deve My von Mengen M,,...;, mit k unteren 
Indizes, so bezeichnen wir mit F(L,) die Menge aller Punkte von K, 
die in allen Mengen des j-Tupels L,, aber in keiner weiteren Menge 
M,...% liegen. Dann ist offenbar jeder Punkt von K/ fiir ein ge- 
eignetes k in einer der endlichvielen Mengen F(L,) enthalten: also ist K/ 
Summe aller Mengen K/-F(L,). Weiter ist die Menge Ki-F(L,) in Ki 
abgeschlossen; denn ist p ein Hiaufungspunkt dieser Menge, der nicht 
in ihr enthalten ist, so liegt p als Haufungspunkt von F(L,) sicher in 
allen Mengen des j-Tupels L,; ist nun p in K/ enthalten, so kann p 
nur in den im j-Tupel ZL, vorkommenden Mengen M,,. .. mit k Indizes 
enthalten sein, da er andernfalls wegen (2) fiir jedes k’ > k in’ mindestens 
j+1 Mengen M, .;,, also nicht in Ki liegen wiirde. Da die Menge 
aller j-Tupel von Mengen M,,. .-t (kK = 1, 2, ...) abzahlbar ist, geniigt also 
zum Reweis der Nulldimensionalitét von K/ der Nachweis der Null- 
dimensionalitét von Ki-F(L,). Nun ist Ki-F(L,) fir 1>k in der 
Summe + F (Li), wo iiber die endlichvielen j-Tupel Lj, L?,... von Mengen 
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M,,...«, summiert wird, enthalten; denn jeder Punkt p von K/-F(L,) 
liegt als Punkt von F (L,) fiir jedes 1 >> nach (2) in mindestens j7 Mengen 
M,,...«,; lage nun p fiir ein 1, > k in mindestens j + 1 Mengen M,,.. Sig? 
so lige er wegen (2) auch fiir jedes 1 >1, in mindestens j + 1 Mengen 
M,.. Wy also nicht in Kj. Die Menge Ki-F(L,) ist also in der Menge 


EF (Li) enthalten. Da aber diese Mengen F(Z?) paarweise fremd sind, 


wie aus der Definition der Mengen F unmittelbar folgt, und bei vor- 
gegebenem ¢ > 0 fiir hinreichend groBes | als Teilmengen von Mengen 
M,,...«, wegen (3) Durchmesser <e haben, so kann also K/-F(L,) fiir 
jedes « in endlichviele paarweise fremde Summanden K)-F(L,)-F (L}) 
zerlegt werden, die als Durchschnitte der beiden in K/ abgeschlossenen 
Mengen Ki-F(L,) und Ki-F(L/) in Ki-F(L,) abgeschlossen sind. Mithin 
ist Ki-F(L,) und daher K/ nulldimensional. 

Betrachten wir nun die Menge A*+! = K — EK. Ist p ein 


j= 
Punkt dieser Menge, und bezeichnen wir mit z, die Anzahl aller ihn ent- 


haltenden Mengen M,,. al mit k Indizes, so folgt aus (2), daB z < %4+1 
ist fiir jedes k. Also mu, da p in keiner der Mengen K',..., K liegt, 
fiir hinreichend groBes k die Ungleichung z,>n-+1 gelten, also p im 
Durchschnitt von n + 1 Mengen M,,. ..ip 4. h. nach dem oben Bewiesenen 


in einer Menge Df enthalten sein. Es ist also K™+1 = YD} und 
kL 


also, da Dé bereits als nulldimensional nachgewiesen wurde, K*+? null- 
dimensional. 

Der Raum K ist also die Summe der »-+-1  nulldimensionalen 
Mengen K', K®,...,K"+1. Jede Menge D{ ist die in K abgeschlossene 
Hiille der in M abgeschlossenen Menge Df. Also ist Df-M = Df und 
daher K"+!-M = Y'Dk. Nun ist nach (4) Df héchstens abzihlbar. Also 


k, L 
hat K" +1 mit M einen héchstens abzihlbaren Durchschnitt. Damit ist 
der Kompaktifikationssatz vollstindig bewiesen. 


(Eingegangen am 21. 2. 1933.) 












Zur Dimensionstheorie 
der lokal zusammenziehbaren Riume. 


Von 


Karol Borsuk in Warschau. 


Ein metrischer Raum M wird lokal zusammenziehbar genannt, wenn 
es fiir jede Umgebung U irgendeines Punktes p €M eine Umgebung U, c U 
von p gibt, die sich stetig in U auf einen einzigen Punkt zusammen- 
ziehen 1éBt"). 

Der Zweck dieser Note ist, folgenden Satz zu beweisen: 

Satz. Fir jeden metrischen, kompakten, endlichdimensionalen*) und 
lokal zusammenziehbaren Raum gibt es eine ganze Zahl m > 2 derart, daB 
die Brouwer-Menger-Urysohnsche Dimension dieses Raumes mit seiner geo- 
metrischen Dimension modulo m (im Sinne von P. Alexandroff*)) tiber- 
einstimmt. 

1, Es sei E eine Teilmenge des n-dimensionalen euklidischen Raumes R,, 
Unter einem Simplex in E verstehen wir ein orientiertes Simplex‘), dessen 
Eckpunkte die Eckpunkte eines geometrischen®) in E enthaltenen Simplexes 
sind. Ist m eine ganze Zahl > 2, so verstehen wir unter einem k-dimen- 
sionalen Komplez in E mod m einen algebraischen‘) homogen k-dimensionalen 
Komplex mit Simplexen in £ und Koeffizienten, welche Restklassen mod m 
sind. Ist C cin k-dimensionaler Komplex in E mod m, so bezeichnet C 
den Rand‘) von C, und C die Vereinigungsmenge aller geometrischen 
Simplexe, welche den mit nicht verschwindenden Koeffizienten in C auf- 
tretenden Simplexen entsprechen. C ist somit ein in E liegendes Polyeder. — 
Ein k-dimensionaler Komplex in EF mod m mit verschwindendem (mod m) 
Rande heiBt ein k-dimensionaler Zyklus in E mod m. Zwei k-dimensionale 


1) D. h. es gibt eine stetige Funktion  (z, ¢) derart, daB ¢ (z, 0) = 2, 
gy (z,t)EU und p(xz,1) = const fir jedes x CU, und 0<t<1 gilt. 

2) Im Brouwer-Menger-Urysohnschen Sinne. 

3) Siehe P. Alexandroff, Math. Annalen 106 (1932), S. 194. 

*) Die Benennungen: ,,orientiertes Simplex“, ,,algebraischer Komplex“, ,,Rand 
eines algebraischen Komplexes“‘ usw. werden hier in dem in dem Buche von 
P. Alexandroff, ,,Einfachste Grundbegriffe der Topologie“ (Berlin, Springer, 1932), 
festgelegten Sinne gebraucht. 

5) Das gecmetrische Simplex mit den Eckpunkten 4, a), ...,4, € R, ist die 
kleinste konvexe Teilmenge von R,, die alle Punkte ao, a,, ..., a, enthalt. 
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Zyklen in E mod m, Z, und Z,, werden in E homolog genannt 
(Bezeichnung: Z, ~~ Z, in EZ), falls Z, — Z, der Rand eines (k + 1)-dimen- 
sionalen Komplexes in E mod m ist. 

Es sei C ein k-dimensionaler Komplex in E mod m und (a,,a,, ..., a) 
eines seiner Simplexe. Wir ordnen jeder Permutation 14,,%,,...,%, der 
Zahlen 0,1, ...,4 das Simplex + (bj, bi, 4,, ---» Digi, ...4) ZU, Wobei Big iy... 4 
den Schwerpunkt der Punkte a,,, a;,,...,@;, bezeichnet und das Zeichen ,,+ “ 
im Falle der geraden und ,,—“ im Falle der ungeraden Permutation 
gewaihlt wird. Wenn wir im Komplexe C jedes k-dimensionale Simplex 
(@), 4, «++, %) durch die auf alle Permutationen i,,i,,...,%, erstreckte 
Summe 2 + (b,,, bi, 4,,--+» Digi...) ersetzen, so erhalten wir einen 
k-dimensionalen Komplex in Z mod m, welcher die baryzentrische Unter- 
teilung von C heiBt. Jeden Komplex, welcher aus C durch endliche 
Iterierung der Operation der Ersetzung eines Komplexes durch seine bary- 
zentrische Unterteilung entsteht, nennen wir eine Unterteilung (schlechthin) 
von C. Es ist klar, daB jeder Komplex C in £ beliebig feine Unter- 
teilungen hat. Es ist ferner bekannt*), da& jeder Zyklus Z in FE modm 
in Z, also erst recht in EZ, mit jeder seiner Unterteilungen homolog ist. 


2. Es sei nun A ein metrischer, kompakter und endlichdimensionaler*) 
Raum. Man kann annehmen’), daB A eine Teilmenge des Raumes R, 
ist. Die Alexandroffsche geometrische Dimension 4(A) von A (bzw. die 
geometrische Dimension modulo m, A,,(A)) laBt sich dann definieren als 
die gréBte ganze Zahl k, welche folgende Bedingung erfiillt: 


Bedingung & (bzw. Bedingung X,,): Es existiere eine abgeschlossene 
Teilmenge B von A und eine Umgebung*) W von B derart, daB es fiir 
jede Umgebung U von A und jede Umgebung V von B einen k-dimen- 
sionalen Komplex C in U mod uw gibt — wo m eine beliebige ganze 
Zahl > 2°) (bzw. uw = m) ist —, fiir welchen Cc V und C nicht ~ 0 
in W gilt. 

6) Siehe z. B. das zitierte Buch von P. Alexandroff, 8. 29. 

7) Nach dem bekannten Einbettungssatze von K. Menger und G. Nébeling. 
Siehe z. B. K. Menger, ,,Dimensionstheorie‘‘ (Leipzig und Berlin, Teubner, 1928), 
8. 296. 

*) Die Menge U wird eine Umgebung von £ Cc R, genannt, wenn U C R, 
gilt, und Z im Jnnern von U enthalten ist, d.h. wenn die abgeschlossene Hille von 
Rk, —U mit £ punktfremd ist. 

®) In der Definition der ,,geometrischen Dimension“, welche sich in der in 
FuBnote *) zitierten Arbeit von P. Alexandroff befindet — und welche sich ibrigens 








von der hier angegebenen formal unterscheidet —, sind zur Konkurrenz auch die 
Zyklen mod 0 zugelassen, was aber, wie 1. c. 8.196 gezeigt ist, keine wesentliche 
Rolle spielt. 


Mathematische Annalen. 109. 25 














K. Borsuk. 





378 


Nach der durch P. Alexandroff") bewiesenen Aquivalenz der geo- 
metrischen und der Brouwer-Menger-Urysohnschen Dimension ist die 
Bedingung % fiir k = dim A erfiillt und fiir jedes k > dim A _ nicht 
erfiillt. Infolgedessen gilt die Bedingung 4,, fiir jedes k > dim A und 
jedes m > 2 ebenfalls nicht. Um unseren Satz zu beweisen, ist also 
nur zu zeigen, daB im Falle der lokalen Zusammenziehbarkeit von 4 fiir 
jedes der Bedingung % geniigende k eine ganze Zahl m > 2 existiert, 
derart, daB k auch die Bedingung U,, erfiillt. 


3. Es sei k eine ganze Zahl, welche die Bedingung % bei der Einsetzung 
B= B, und W = W, erfiillt. Da A loka] zusammenziehbar ist, gibt 
es'') eine Umgebung G von A und eine G auf A retrahierende Funktion, 
d. h. eine stetige Funktion, welche G auf A abbildet und fiir jedes x € A 
die Bedingung /(z) = =z erfiillt. In G kénnen wir eine in sich kompakte 
Umgebung G, < G von A finden von der Art, daB 


(1) o (f(z), z) < to(B,,R,— W,) fiir jedes x €G, 
gilt. Es gibt ferner eine Umgebung V, von B, so, dab 
(2) o(z, B,) < io(B,.R,— W,) fiir jedes ce V, 


gilt. Auf Grund von &% gibt es eine ganze Zahl «, >2 und einen 
k-dimensionalen Komplex C in G, mod yu, derart, daB 


(3) CcV,; € nicht ~ 0 in W, 


ist. Daraus und aus der Inklusion C CO c G, folgt: 


(4) C cG,:V,. 
Wir setzen nun 
(5) B, = f(C) cA. 


Aus (4), (2) und (1) folgt, daB fiir jedes 2 €f(C) die Ungleichung 
o(z, B,) < 20(B,,R,— W,) gilt und somit W, eine Umgebung von B, 
bildet. 

Wir werden nun zeigen, daB die Zahl k die Bedingung U,, bei der 
Einsetzung B = B,, W = W,, m= mw, erfiillt, womit unser Satz bewiesen 
sein wird. 

4, Es sei U eine beliebige Umgebung von A, V eine beliebige Um- 
gebung von B,. Wir setzen: 


(6) A= 0 (A, R,— U), v= o(B,, R, — V). 


1) Le. 8.195, Hauptsatz 2. 
1!) Siebe meine Note, Fund. Math. 19 (1932), S. 240. 
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Da W, eine Umgebung von B, bildet und die Funktion / stetig und G, 
in sich kompakt ist, gibt es ein ¢ > 0 derart, daB 


(7) é < 5 (B,, R,, al W,), 
| (8) aus o(z,y)<e folgt (f(x), f(y)) < Min(A,7’) 


fiir je zwei Punkte x und y aus G,. 

Es sei C’ eine so feine Unterteilung von C, daB jedem Simplex 
von C’ ein Durchmesser < ¢ zukommt. Nach bekannten Sitzen"*) ist 
der Rand C’ von C’ mit der entsprechenden Unterteilung des Randes 
von C identisch, wobei 


(9) C~C in 6 
gilt. Aus (4) und (2) folgt ferner 
(10) CcV,c W,. 

Da C’ = C cG, gilt, ist die Funktion f im Polyeder C’ definiert. 
Wir ordnen jedem Eckpunkte a von C’ den Punkt f(a) €A zu. Dadurch 
ist auch eine simpliziale Abbildung des Komplexes C’ auf einen Kom- 
plex C; mod m definiert, wobei simtliche Eckpunkte von C; in A liegen 
und nach (8) jedes Simplex von C; den Durchmesser < Min (A, 2’) hat. 


Daraus und aus (6) ergibt sich, daB C; ein Komplex in U ist. Es bleiben 
also, damit unser Beweis vollendet werde, nur folgende zwei Formeln zu 


beweisen: 
(11) C; c V, 
(12) C; nicht ~ 0 in W,. 


5. Auf Grund von (5) liegen simtliche Eckpunkte von G; in B,, 
wobei nach (6) und (8) der Durchmesser jedes Simplexes von C; kleiner 
; als 0 (B,,R,— V) ist. Die Formel (11) ist somit bewiesen. 

Um nun (12) zu beweisen, braucht man nach (3), (9) und (10) nur 
folgendes zu zeigen: 
(13) C; ~C’ in W,. 

Es sei (a), @,,..-,@—,) ein Simplex von C’. Nach (2) und (4) gibt 
es einen Punkt 6 € B, derart, daB 0 (a,,b) << }0(B,, R, — W,) ist. Daraus 
und aus (7) folgt: 

(14) o (6, a,) Ss o (6, ay) + @ (a,, a,) << fo (B,, R,, —_ W,) 
fir: = 0,1,....4—1. 





12) Siehe z. B. das zitierte Buch von P. Alexandroff, S. 29. 
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Mit Riicksicht auf (14), (4) und (1) ergibt sich: 


(15) o,f) S a) + ofan f (a) < 0(By, Ra — W,) 
fir + = 0,1,...,k—1. 

Infolge der Ungleichungen (14) und (15) befinden sich alle Punkte 
Go, @,, .. «> Ge—1, f (Gq), f(@,), .- -» f(@e— 1) im einer offenen euklidischen Voll- 
kugel Q (a, a,...@:—,) mit dem Mittelpunkte 6 und der Radiuslinge 
o(B,,R,— W,). Da bE B, gilt, ist Q(a,a,...a,_,) eine Teilmenge 
von W,,. 

Fiir jeden Eckpunkt a von C’ und fiir jedes 0 < ¢ <1 setzen wir 
nun f/,(a) gleich dem Punkte, der die Strecke [a/(a)] im Verhiltnisse 
t:1—¢ teilt. Die Funktionenschar {/,} leistet dann eine stetige Uber- 
fiihrung von C’ in C;. Fir ein beliebiges Simplex (a,, a,, ..., @,—,) von C” 
und fiir jedes 0 < ¢ <= 1 liegt dabei — der Konvexitaét von Q (a, a, ...a,—,) 
halber — das Simplex (/;,(a,), /; (@,), «+5 fe (44-1) in Q(a,a, ...@,—,) und 
somit auch in W,. Die Komplexe C’ und C; sind somit ir. W, homotop”™), 
also erst recht homolog’). Somit ist (13) bewiesen und unser Beweis 
vollendet. 


18) Was die Definition der Homotopie anbetrifft, siehe z. B. S. Lefschetz, 
» Lopology“ (New York, 1930), 8.77. 
14) 1. c. 8.79. 


(Eingegangen am 16. 6. 1933.) 

















Uber die Vollstindigkeit der Relationen von Morse 
fiir die Anzahlen kritischer Punkte. 
Yon 


Fritz John in Géttingen. 


Einleitung. 
} (x,, %, ..-) Z) bezeichne eine zweimal stetig differenzierbare Funk- 


tion; in jedem kritischen Punkte sei D = a + 0. Ein ,kritischer‘‘ 
i k 


Punkt von / ist ein solcher, in dem alle ersten Ableitungen von f ver- 
schwinden. Ein kritischer Punkt (z,, 2» .. +, &m) heiBt ,,von der u-ten 


Art“, wenn die quadratische Form ei rete Yi Ye (die ¥- 53.ba, an der 








Stelle (z,, ..., Zn) genommen) ies eine reelle lineare Transformation 
auf die Gestalt 


n—" n 


eu- «8 

i=1 k=n—ut+i1 
gebracht werden kann (uv = 0,1,...,”). Die Bedingung D + 0 
garantiert, daB die kritischen Punkte sich nicht haufen und die zu- 
gehérigen quadratischen Formen nicht ausarten. Kritische Punkte 0-ter 
Art sind Minima, soleche n-ter Art Maxima; die anderen Arten repriisen- 
tieren die verschiedenen méglichen Typen von Sattelpunkten. 

Herr Morse hat nun in seinen grundlegenden Untersuchungen iiber 
die Beziehungen zwischen den Anzahlen kritischer Punkte in einem Gebiet 
und den Zusammenhangszahlen des Gebietes den folgenden Satz be- 
wiesen *): 

Voraussetzung: f(z,, %,..., Z) sei in einem abgeschlossenen 
Gebiet I des z, %,...%,-Raumes mit den Bettischen Zahlen B,, B,, 
... B,-,, B, = 0 erklart. / a 3-mal stetig differenzierbar und es sei 


in jedem kritischen Punkte + 0. Auf dem Rande von J’ sei 
re rate. 





1) ,,Relations between the critica] points of a rea] function of n independent 
variables“. Trans. Amer. Math. Soc. 27, 8S. 345—396. 
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= const = m, in jedem inneren Punkte von I sei f << m. Auf dem 
Rande von J" liege kein kritischer Punkt. / habe in I" 
M, kritische Punkte 0-ter Art, 
M, kritische Punkte 1-ter Art, 


M,, kritische Punkte n-ter Art. 


Behauptung: Es gelten die folgenden Relationen: 


L, = (M, — B,) = 0, 
L, _ (M, —_ B,) _ (M, me B,) =} 0, 
L, = (M, — B,) — (M, — B,)+ (M, — B,) = 9, 


eo 6 16'S. 2 2) 2 ole. Oe ee 2S P.O ee Oe Oe ee ee eS ee eee 2 


Oe ot, ~~ h.5-m..- Rs 
... + (—1)"-1(M, — B,) = 0, 
ih, «(@,-8)-@._.— A+ - 
... + (—1)"(M, — B,) = 0. 





In der vorliegenden Arbeit soll die Umkehrung dieses Satzes in 
folgendem Sinne bewiesen werden: 

Wenn eine Anzahl nicht-negativer ganzer Zahlen B,, B,, ..., B,, 
M,, ..-,M, (dabei B, > 1 und B, = 0) vorliegt, fiir die die Behauptung 
des Morseschen Satzes erfiilit ist, so gibt es ein Gebiet [’ des n-dimen- 
sionalen Raumes mit den Bettischen Zahlen B,, B,,..., B, und eine in 
ihm erklarte Funktion y = /(z,,...,2,), die die Voraussetzungen des 
Morseschen Satzes erfiillt. Damit ist dann ‘gezeigt, daB zwischen den 
Bettischen Zahlen eines Gebietes und den Anzahlen kritischer Punkte 
einer solchen in ihm erklirten Funktion auBer (1) keine Abhangigkeiten 
bestehen *). 


Aufbau einer Funktion zu vorgegebenen B,; und M,. 


Wir wollen zuniachst eine aquivalente Fassung fiir die Relationen (1) 
angeben. Es mégen 2n-+-2 Arten von Gegenstinden vorliegen; die 
ersten »-+ 1 Arten werden unter der Bezeichnung ,,kritische Punkte“, 
die letzten als ,,Zykel“ zusammengefaSt. Die Anzahl der Gegenstinde 
einer Art sei M, bzw. B, Dann sind die Relationen (1) aquivalent mit 
der Aussage: 


2) Herr Morse weist in der Arbeit 1. c.'), S. 346, auf die Frage nach der Voli- 
standigkeit der Relationen (1) hin. Nach einer schriftlichen Mitteilung hat er 
selbst einen noch nicht publizierten Beweis fiir diese Vclistandigkeit gegeben. 
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Alle Gegenstiinde lassen sich auf (elementenfremde) Paare verteilen, 
wobei ein Paar entweder aus 

einem kritischen Punkt i-ter und einem (i+ 1)-ter Art oder aus 

einem kritischen Punkt i-ter und einem Zykel i-ter. Art besteht 

(6 = 0,1,....8— 1). 


Beweis: Ein Paar vom ersten Typ werde mit [i], eines vom 
zweiten Typ mit {i} bezeichnet. Liegt nun ein System von Gegen- 
standen vor, das (1) erfiillt, so braucht man nur L, Paare [i] und B, 
Paare {i} zu nehmen (i = 0,1,...,m—1), um die vorgegebenen An- 
zahlen M, bzw. B, von jeder Art zu haben [Z, die in (1) definierten 
Ausdriicke in den M, und B,}. Denn in diesen Paaren sind zusammen 
an kritischen Punkten der i-ten Art 


L,+ Dj-,+ B, _ M, 


und an Zykeln der i-ten Art B, vorhanden, wie es sein muB. — Liegt 
andererseits ein System von Gegenstinden vor, die sich auf solche Paare 
verteilen lassen, so erfiillen die Anzahlen der Gegenstinde der verschiedenen 
Arten die Relationen (1). Denn fiir ein einzelnes Paar {i} ist (1) erfiillt, 
weil dann sogar jeder der eingeklammerten Terme fiir sich verschwindet; 
fir ein Paar [i] ist dagegen B, = 0, Mj; = M,,,=—1, M,=0 fir 
» + i,¢+1 und damit ebenfalls (1) erfiillt; da nun jedes Paar die 
homogenen Relationen (1) erfiillt, so auch eine beliebige Anzahl von 
solchen Paaren. 

Diese Fassung legt es nahe, eine Funktion zu vorgegebenen B, und 
M,, die (1) erfiillen, aus Funktionen zusammenzusetzen, die entweder in 
einem Gebiet vom Typ der Kugel erklirt sind und dort zwei kritische 
Punkte von aufeinanderfolgenden Arten haben, oder in einem Gebiet mit 
einem einzigen nicht-berandenden i-dimensionalen Zykel erklirt sind 
(¢ > 0) und dort nur einen kritischen Punkt i-ter Art haben. 

Es lassen sich nun, den Paaren vom ersten Typ entsprechend, Funk- 
tionen F{” (x,, 2, ..., Z,) mit folgenden Eigenschaften angeben: 

1. Fy” ist iiberall 3-mal stetig differenzierbar. 

2. F” ist linear =az, («> 0) auBerhalb und auf dem Rande 
des Wiirfels 


|| 1+ 4 (i =1,...,); 


im Innern des Wiirfels gilt FY” > « z,. 

3. Fi? hat genau zwei kritische Punkte, einen von der (u — 1)-ten 
Art und einen von der y-ten Art; der kritische Wert zum ersten Punkt 
ist negativ, der zum zweiten ist positiv. 
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Weiterhin l48t sich (dem Paar {0} entsprechend) ein Gebiet G vom 
Typ der Kugel angeben und in ihm eine 3-mal stetig differenzierbare 
Funktion @ erkliren, so daB 

l’. ® in @ als kritischen Punkt nur ein Minimum mit einem 
negativen kritischen Wert hat, 

2’. ® in einem Teilbereich y linear = az, ist (y kann dabei be- 
liebig ausgedehnt angenommen werden, d.h. so daB es eine Kugel um 
den Ursprung von vorgeschriebenem Radius enthilt), 

3’. ® auf dem Rande von G@ positiv ist, 

4’. die n-dimensionale Flaiche y = ® (z,, ..., 2) des z, ... 2, y-Raumes 
konvex ist. 

Die wirkliche Angabe dieser Funktionen schieben wir noch hinaus, 
um den Gedankengang nicht zu unterbrechen, und nehmen zunichst ihre 
Existenz als bewiesen an. Wir verschaffen uns noch solche Funktionen 
und Gebiete, die den Paaren {i} mit + > 0 entsprechen. Wir denken 
@(z,,..., %) vorgelegt und ® und G@ so erklart, daB der Wiirfel 


4 
|z,—»| 5 2+— 
inl 2+ + fir k=1,3,...2 


noch ganz in dem Gebiet y liegt, in dem ® linear = az, erklart ist. Nun 
werde ® innerhalb des zu W konzentrischen kleineren Wiirfels W’ 


4 
|z—»| 1+, 
\z|<1++ fir k= 1,3,...,n 
durch die Funktion 7 
Fe? (a, Zp — ¥, Bq, - +> Bn) 


ersetzt. Ihre Randwerte schlieBen sich auf dem Rande von W’ 3-mal 
stetig differenzierbar an die von ® = az, an. Es entsteht so eine in G 
erklarte Funktion gy, die drei 
kritische Punkte hat: das Minimum, 
das schon bei ® vorhanden war, 
und die beiden kritischen Punkte 
(u — 1)-ter bzw. u-ter Art aus W, 
die durch Fy hereingebracht 
worden sind. 
Wir betrachten nun das Teil- 
gebiet I’ von G, in dem 9 = 0 ist. 
Fig. 1. Es enthialt nach 3., 1’. zwei kritische 
Punkte: ein Minimum und einen 
kritischen Punkt (4 — 1)-ter Art. J" ist nach 3’. ganz im Innern von @ 
gelegen; auf dem Rande von J’ ist iiberall g = 0, im Innern g < 0. 
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Man kann daraus schon mit Hilfe der Morseschen Relationen in der 
§. 383 gegebenen Fassung die Bettischen Zahlen B, von J’ bestimmen. 
Da hier M, = M,_, = 1, M; = 0 fir i + 0, »—1 ist, kénnen keine 
Paare vom ersten Typ gebildet werden; es kann nur die Paare {0} und 
{u—1} geben. Also muB 

B, = 1, B,-_, = 1, B, = 0 fir i +0, u—1 
sein. 

W, sei der Durchschnitt von W und J’, Wr, der von W’ und I. 
Wegen Fy” > az, ist I’ ganz im Halbtaum z, < 0 enthalten. 

I’ hat dieselben Bettischen Zahlen wie Wr. Dazu zeigen wir, daB 
sich J’ umkehrbar eindeutig und stetig auf Wr, abbilden laBt. Da 
auBerhalb W’ mit ® iibereinstimmt, ist [ — Wy identisch mit der Menge 
der Punkte auBerhalb W’, fiir die © = 0 gilt. Nun ist nach 4’. auch 
die Menge der Punkte mit  < 0 konvex (ihr Rand ist der Schnitt der 
Fliche y = @® mit der Ebene y= 0). Da ® in y mit az, iiberein- 
stimmt, wird diese Punktmenge auf einer Seite von der Ebene z, = 0 
begrenzt. Danach hat ein nach dem Halbraum z, < 0 gerichteter Strahl 
durch den Punkt O = (0, v, 0,...,0) mit [— W; nur eine Strecke RQ 
gemeinsam, wo Q’ der Schnittpunkt des Strahles mit W’ ist. Ordnet 
man einem Punkte P aus [’— Wy; als Bildpunkt den Punkt P’ der 
Strecke OP zu, fiir den RP _ QP 

PY PY? 

ist (R,Q’ die Schnittpunkte des Strahles mit dem Rand von J’— W;, 
Q der mit W, vgl. Fig.1), so wird durch diese Abbildung [— Wy um- 
kehrbar eindeutig und stetig auf W,— Wy, abgebildet. LErweitern wir 
diese Abbildung durch die Vorschrift, daB die Punkte von W; festbleiben 
sollen, so ist eine umkehrbar eindeutige stetige Abbildung von J" auf Wr, 
erreicht. Damit ist auch nachgewiesen, daB W, die Bettischen Zahlen 

B= B,.,=1, B,=0 fir ++0,u-—1 
hat. Danach ist eine Funktion konstruiert, die in einem Gebiet Wr, mit 
einem einzigen (unabhiangigen) Zykel (auBer dem 0-dimensionalen) einen 
einzigen kritischen Punkt, der von derselben Art ist, besitzt. Wir setzen 
jetzt die nétige Anzahl von solchen Paaren zusammen. 

Wir denken in y (was geniigend groB gewahit gedacht wird, um alle 
Wiirfel zu enthalten) statt eines mehrere aneinanderstoBende Wiirfel der 
Kantenlinge 2(2 os *) auf der z,-Achse aufgereiht, genauer die durch 


|z,—»| 52+, 


a 
|m|s2++ fir k=1,3,...,2 


gegebenen, wobei » = 0, +2(2+), +4(2+-), Sabi 
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® war in ganz y linear = az, erklirt; wir ersetzen jetzt in B, von 
diesen Wiirfeln ® durch F%” (z,, z,—¥, Z;,.-.,Z), in B, anderen durch 
FY (x,, —¥, Ly, ..-, Za), in B, anderen durch F™ (z,,2,—v, 23, - . ., Z_) ust, 
wobei (0, v, 0,...,0) das Zentrum des jeweiligen Wiirfels bedeutet und 
B,, B,, ..., B, die vorgegebenen Zahlen sind. Es entsteht so eine wieder 
in G erklarte 3-mal stetig differenzierbare Funktion g. Sei jetzt [’ das 
Gebiet, in dem » < 0 ist, so liegen in J’ genau ein Minimum, B, kritische 
Punkte 1-ter Art, B, kritische Punkte 2-ter Art, ..., B, = 0 kritische 
Punkte n-ter Art nach 3. Der Teil W, von J, der in einem der 
Wiirfel W liegt, hat die Zusammenhangszahlen B, = 0 fiir k + 0, i und 
B, = B; = 1, wenn in W, ein kritischer Punkt der i-ten Art liegt. 
Wir wollen ableiten, daB J’ die vorgegebenen Zusammenhangs- 
zahlen B, hat, daB sich also entsprechende Zusammenhangszahlen der 
einzelnen W, einfach addieren (auBer den 0-ten). Zuniachst zeigen wir, 
daB die i-te Bettische Zahl von J gréBer oder gleich B, ist. Es sind ja 
die Bettischen Zahien gleich den 














= Anzahlen linear unabhiangiger Zykel. 

Yip U, G Wiirde die i-te Bettische Zahl < B, 
Up Y sein, so miiBte eine Abhangigkeit 
YY zwischen den t-dimensionalen Zykeln 
YY Yj Z LY 4/7 Y YY der verschiedenen Wiirfel bestehen; 

. d. h. es miiBte einen nicht-ver- 








schwindenden v-dimensionalen Zykel 
Fig. 2. z, aus einem W,; geben und einen 

ebensolchen z, aus [’— Wy, 80 

daB z,—z, innerhalb I’ berandet. Nun denken wir einen groBen Quader, 
der ganz J’ enthailt und der auf einer Seite von der Ebene z, = 0 be- 
gren t wird; Q sei der Teil des Quaders, der auBerhalb des Wiirfels W 
liegt. IJ°— W, ist offenbar in Q enthalten; dann mu8 z, —z, a fortiori 
in Q+ Wr, beranden; nun berandet z, in Q, da Q einer Kugel topologisch 
aquivalent ist; foiglich wiirde z, auch in Q + Wy, beranden, also miiBte 
auch z, in Q+ W, beranden. Nun ist wieder Q-+ W, topologisch so auf 
W, abbildbar, daB W; festbleibt (in derselben Weise wie 8. 385 J’ auf 
W,); bei dieser Abbildung wiirde z, in einen in W, berandenden Zykel z, 
iibergehen; z, mu8 innerhalb W; mit z, tibereinstimmen. 2, — z, liegt in 
dem einer Kugel aquivalenten Gebiet W,;— W,, berandet also in diesem 
und folglich auch in W;. Da z, berandet, miiBte dann auch z, in W,; 
beranden entgegen der Voraussetzung. Folglich treten keine Abhingig- 
keiten zwischen den in verschiedenen Wiirfeln gelegenen Zykeln ein und 
es mu8 daher die v-te Bettische Zahl von J’ mindestens = B, sein. Sie 
kann aber auch nicht gréfer als B, sein, weil J’ ein Gebiet ist, in dem 
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die Voraussetzungen des Morseschen Satzes erfiillt; es mu8 sich dann 
jedem der unabhiangigen Zykel mindestens ein kritischer Punkt derselben 
Art zuordnen lassen, wahrend es in J" genau B, kritische Punkte der 
y-ten Art gibt. Danach ist also [’ ein Gebiet mit den vorgegebenen 
Bettischen Zahlen (auBer B,; da J’ nach Konstruktion zusammenhingend 
ist, ist seine 0-te Bettische Zahl 1). Fiigt man noch B,—1 weitere nur 
mit einem Minimum versehene Flichen des 2, ... 2, y-Raumes vom Typus 


y = O(a,, z, — b, zs, ..., La) 


mit geeignet gewahlten 6 hinzu, die in zu G ahnlichen Gebieten definiert 
sind, so bekommt man auch die richtige Zahl B, heraus. 

Um auch die richtigen Anzablen kritischer Punkte in J” zu be- 
kommen, haben wir noch Paare [i] hinzuzufiigen. Wir denken also noch 
in dem innerhalb von J’ gelegenen Teil von y auf einer zur z,-Achse 
parallelen Geraden weitere L, + L, + LZ, +. ...-+ L,—,Wiirfel angenommen, 
nimlich die Wiirfel 


lz—* <= 1+, 
J +2(1+5)| S145, 
|| 51+ (» = 3, ..., #). 


In Z, von ihnen ersetzen wir die Funktion ®, die dort noch linear 
= az, erklirt ist, durch 


F(z, +2(1++),2,—»,2,..., t) — (2a +4), 
in L, anderen durch 
Fp (2, +2 (1 + *) » By, Day oo oy Zn) — (2a-+ 4), 


in L, anderen durch 
Fo — (2a-+ 4), usf. 


Diese Funktionen sind eindeutig in den Wiirfeln erklart und schlieBen 
sich am Rande mit stetigen dritten Ableitungen an az, an. Dadurch 
entsteht eine in J’ erklirte 3-mal stetig differenzierbare Funktion 
f(a,, %,.-+, 2%), die genau die vorgegebenen Anzahlen M,, M,,..., M, 
kritischer Punkte hat; denn vorher waren B, kritische Punkte der i-ten 
Art vorhanden und es kommen genau L;_,+ L, neve hinzu, so daB f 
im ganzen genau M, solche hat. / erfiillt alle Voraussetzungen des 
Morseschen Satzes und stellt also cine Lésung unseres Konstruktions- 
problems dar. 
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Konstruktion der Hilfstunktionen FS" und &, 


Es bleibt noch die Konstruktion der Funktionen Fi” und ® nach- 


zutragen. Wir erkliren zunichst drei Funktionen einer Variablen. A(z) 
sei definiert durch 


: — {(@@—1)' fir |x| <1, 
(2) m=) ¢ » \z/ >. 


h(x) ist 3-mal stetig differenzierbar, auch in +1. Im Intervall |z| < 1 
hat A keine 0-Stelle, h’ im Punkte z = 0 eine 0-Stelle, A” in den 


Punkten z = + V5 0-Stellen. 


a sei eine gewisse fiir alles Folgende fest gewahlte positive Zahl 


<¢c= lw ( V7)| ~ 1,90. Wir setzen zur Abkiirzung 


g(x) = ax — A(z). 


- h(x) 


_| 


-7 i 
| 











Fig. 3. Fig. 4. 


Die Funktion g(x) ist fiir |x| > 1 linear = az, im Intervall |z|< 1 hat 
sie genau zwei kritische Punkte: es ist nimlich Max|h’(z)| = c, so daB 
die Gleichung «— h’ (x) = 0 genau zwei Lésungen A und B hat: 


—-1<B<A<0. 
g hat in A ein Minimum, in B ein Maximum. Es gilt: 
—1+4a4< 9(A4) <g9(B) <9; 
g ist iiberall 3-mal stetig differenzierbar. 
Weiterhin sei 


wv-|( ae) fur jel i++, 


0 fir |x| >1+-. 
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k(x) ist dann ebenfalls 3-mal stetig differenzierbar [auch in 1+ — denn 
h(z) hat in s = 0 eine zweifache 1-Stelle, also hat (1 _ 4(cei— _ 1)) 
fir « = +(1 a *) eine vierfache 0-Stelle|. Es ist 


k(e)=0 fir j2j>1+44, 
aber 
k(x) +0 fiir |z|<1+-. 














k(x) 
| 
| 
— | — — — — 4 — 
te 4 +7 +t 
Fig. 5. 


Weiterhin ist wegen |h’| <— ¢ < 2 
|X ()| = F—A). [a 
sslisz-c<a. 


Dann erklaren wir die » Funktionen F{”, F{”,..., F<” in folgender 
Weise: 
L Fe =| 


(3) 


az,—h(a,)h(z,)...h(z,) +e fir |a,|<1, 
ax, + ek(x,) k(az,) ... k(x) sonst. 


Il. Fir « = 2,...," sei 
Fo = a2, +h( “) Gan” — a2) 
>; 


a 





1+ 


\ H 


= a8, + h( — ee Es 3 a atl 
1+= 1+— 


e sei dabei eine fest gewahlte ZahI mit 





l<e<2 
und e< —g(A). 
Es gelten dann die folgenden Siatze: 


1. Ff” ist eine iiberall erklarte, dreimal stetig differenzierbare 
Funktion. 


(4) 
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Beweis: Offenbar braucht das nur fir die F{”) nachgewiesen zu 
werden und, weil az, —A(z,)...h(z,)4-e und az, +ek(z,)... k(x,) 
iiberall 3-mal stetig differenzierbar sind, nur noch fiir die Punkte einer 
Seitenfliche des Wiirfels |z,| <= 1. Nun ist im Innern und auf dem 
Rande dieses Wiirfels az, + ek(z,)...k(z,) linear = az, + @, im AuBeren 
und auf dem Rande des Wiirfels « 2, — h(z,)...h(x,) + e linear =a z, +e, 
so daB alle dritten Ableitungen beider Funktionen auf den Seitenflichen 
des Wiirfels verschwinden; die aus beiden zusammengesetzte Funktion F 
hat also auch noch auf den Seitenfliichen stetige dritte Ableitungen. 

2. AuBerhalb und auf dem Rande des Wiirfels 


|v.) 51+ G = 1,...8 


gilt FS” = az,, im Innern des Wiirfels ist F{” > az,. 
Beweis: Die Behauptung ist richtig fiir F(™, denn im Wiirfel 
|x| <1 ist 
FO —az,=e—h(z,)...h(a%) >0 
wegen |h| <1; anderenfalls ist, wenn noch |z,| < 1 ++ fiir alle ¢ gilt, 
FO —az, = ek(z,)...k(z,) > 0; 


ist dagegen ein =, > 1+ £, so ist k(a,) = 0 und Ff” = az,. Fir F<” 


folgt die Behauptung durch Induktion; wenn sie fiir F{"~," bewiesen ist, 
ist ja 
f/ 2 \ 


FO —az, =o " )- Fea? — am) 





4 
Ft 


> 0 fiir |z,|< 1-4 £ und jn|<1++ (} = 1,...,8—1), und = 0, 
falls |z,,| oder ein |z,| > 1 +4 ist. 


3. F,” hat genau zwei kritische Punkte, einen in (A, 0, ..., 0) von 
der (~ — 1)-ten Art und den anderen in (B,0,...,0) von der yu-ten Art. 
Die kritischen Werte sind g(A) +e und g(B) +e. 

Beweis: Zunichst fiir ~« = 1. AuBerhalb und auf dem Rande des 
Wiirfels |z,| <= 1 kann kein kritischer Punkt liegen, weil dort 


FO = az,+ek(z,) ... k(x), 


(n) 
or” = a + ek’ (z,) k(z,) ee k (2p) 


Oz, 


> a — e|R (a) k (x,) - .. be (a4)| 
Sa— elk (z,)| Sa—-SF* =a (1S) >0 
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{nach (4), (3)]. Also kénnen wir fiir einen kritischen Punkt alle |2,|< 1 
voraussetzen; dann ist 


Fi) = aa, —h(x,)... h(a) +e, 





(n) 
ori. = —h(z,)...h(a,—,)h' (x,)h (a4)... h(a) fir » =2,...,2, 
so daB aus dem Verschwinden dieser Ableitungen wegen |z,| < 1 
i’ (z,) = 0 
und daher z, = 0 folgt. Fiir einen kritischen Punkt ist also 
%=...=2 = 0, 
folglich 
h(a.) =... =h(q) = 1; FO = Q(z.) +e; 
aus ori = 0 folgt dann z, = A oder = B und F\” = g(A) +e bzw. 
1 


g(B) + e. Damit ist die Behauptung iiber Lage und Werte der kritischen 
Punkte von F™ bewiesen. Fiir diese ist dann fiir »,4 = 2,...,.n 
offenbar 





ar” | 0 fir » =p, 
Oxz,0n, |—h” (0) =8>0 fiir v= yw, 

2 ee 

02,02, 

arm <0 fi 2, = B, 





a! = a— h’(z,) = g(z,) >0 fiir 2, ae A 


Damit ist auch die Behauptung iiber den Charakter der kritischen Punkte 
von F\”) bewiesen. 


Daraus folgern wir auch die Behauptung fiir « = 2,..., n. Zunachst 
kann nach II kein kritischer Punkt von F\” auBerhalb oder auf dem 
Rande des Quaders 

lz,|<1 fir +=1,2,....n—y"+1, 
|u| S1++ fir i=n—p4+2,...,0 


liegen, denn auBerhalb dieses Quaders ist entweder |2z,| > 1+ <, wot 


4 


eine der Zahlen n+-2 —y,...,” ist; dann wire gfe = 0 und 
+2 
a 


FY =az,, 

folglich 
or” 
Oz, 





=a+0; 
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oder es wire |z,| > 1 und ¢ eine der Zahlen 1,....n—y-+1, dann 
ist aber 








oF” on ae x x aFe-#+1 
5 =|a+h/ = hare —. —fi* ° 5 
: 1+— 1+= 1+ * 
. a \ a a 








aa>o [mach (4)] 


—— ; oar Ft 
(weil wir oben nachgewiesen haben, da8 — ‘— - 
i 


auf dem Rande des Wiirfels |z,| < 1 (¢ = 1, 4. — p+). Also sind 
fiir einen kritischen Punkt 

|x| <1 fir i=1,....98—p+l1, 

|z]<1+ fir i=n—pt+2,...,0 
und folglich nach 2. 


> 0O auBerhalb und 





Fe-)P —az, + 0; 











demnach folgt fir i = n— w+ 2,...,” aus 
ar™ . 
o=—+ we tg) he (RE*T — a: 
‘ 1+— 
\ a? 
o=¥/( “z)3 
Ch os 
a 
daher muB, wegen |x,|<1+5, %, = 0 sein, also 2,445 =... = % = 0; 


also ist fiir einen kritischen Punkt 


F — ye~r+e 
dann folgt aber auch 
o Fr” a) ” “+1) : 
aad Ses mm a el 


und folglich nach dem fiir F(*-“+» Bewiesenen 

Dy Seer = Tn—u+1 = 0, 

z,=A oder 2, = B, 

FS = (A) bzw. = g(B). 

Damit ist die Behauptung iiber Lage und Werte der kritischen Punkte 
von F™ bewiesen. Es ist aber nach II fiir », A = 1,....n—1 
or. er,* 
02,02, a 





02,02, 
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wegen z, = 0; und 








a Fr” 1 CR 

ee h' (0 p> _ n) =0, 
Oz,0z,, i++ (0) Ox, om 
PP” 1 





<j 


i 


= — 5 (e — h(z,)) < 0. 
(1+) 
Daraus folgt durch Induktion iiber ~ auch die Behauptung iiber 
den Charakter der kritischen Punkte von F{”. 
Wir betrachten jetzt die Rotationsfliche im z,z,... 2, y-Raum 
(5) y =a.h(r—a—1}) 


fiir 





1 


O0sr=Ve+4+...4+¢a <«+(1- y2), 
wo a ein fiir das Folgende geniigend groB gewahlter Parameter sei. 


Die Flache (5) des 2, z,... 2%, y-Raumes ist konvex, d.h. hat mit 
jeder Geraden héchstens zwei Punkte gemeinsam. Diese anschaulich 


ee. 


-a@ +a 





— eH 


Fig. 6. 


evidente Tatsache sieht man so ein: sei g eine Gerade dieses Raumes, 
wir legen einen R, durch g und die y-Achse (d.h. durch zwei Punkte 
von g und zwei Punkte der Achse). In diesem R, erginzen wir die 
y-Achse zu einem kartesischen £7 y-Koordinatensystem mit dem alten 
0-Punkt als Ursprung. Der Schnitt des R, mit der Flache (5) wird in 
diesem Koordinatensystem wieder durch (5) gegeben, wenn wir r als 
yé*+7* deuten. Man hat also nur zu zeigen, daB in diesem R,, d. h. 
fiir n = 2, die durch (5) gegebene Flaiche mit einer Geraden g héchstens 
zwei Punkte gemeinsam hat. Die Konvexitiit dieser zweidimensionalen 
Flache sieht man aber unmittelbar ein. 

Nun denken wir die Flaiche (5) des z,2,...2,y-Raumes um den 
Winkel © = arctga um die z, 2, ...2,-Ebene gedreht, d. h. es werde 
2, = z,cosO — ysin@, 
y = 2,sin@ + ycosO 


(6) 


Mathematische Annalen. 109. 
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gesetzt und y’ in seiner Abhiangigkeit von 72,,%,,...,% betrachtet. 
y wird, wenn wir noch « <- = 0,5250 voraussetzen, eine eindeutige 


Funktion @(z;,2z,,...,%) im einem gewissen Ellipsoidgebiet G des 
Z,...%,-Raumes. Das Minimum auf dem Rande von @ ist fiir ge- 


ye 





Fig. 7. 


niigend gro8 gewiahites a gréBer als 2. Denn der Minimumpunkt auf 
dem Rande von G entsteht durch (6) aus dem Punkte 


zy =(a+1- V2), m=%=...=%=0,y=ah(P2) =a. (SJ, 


so da8B das Minimum 


y = cos (e,2 +9) = e000 [o(($)—2)—a(1— 5)] 


wird, was > 2 ist fiir geniigend groBes a wegen i-t> aR +50. 

Es werde jetzt wieder x, fiir z,; und y fiir y’ geschrieben. y ist 
innerhalb eines zu G ahnlichen n-dimensionalen Ellipsoids y linear = «z,. 
Alle kritischen Punkte von ® miissen auf der z,-Achse liegen; denn 
in einem solchen miiBte die Flichennormale an die Fliche y = ® des 
Z, ... Z, y-Raumes parallel zur y-Achse sein; andererseits mu8 die 
Flachennormale durch die in der z, y-Ebene gelegene Rotationsachse der 
Flache gehen, also die ganze Normale und mit ihr der kritische Punkt 
in der z, y-Ebene liegen. Danach gibt es einen einzigen, auf der z,-Achse 
gelegenen kritischen Punkt, der offenbar das absolute Minimum von ® 
in G darstellt. 


(Eingegangen am 14. 6. 1933.) 














Uber das Auftreten von Wirbeln und Strudeln 
(geschlossener und spiraliger Integralkurven) in der 
Umgebung rationaler Unbestimmtheitsstellen. 

Von 


Max Frommer in Géppingen (Wirttemberg). 





Einleitung. 

Nach den topologischen Untersuchungen von Brouwer') kénnen in 
der Umgebung einer rationalen Unbestimmtheitsstelle einer gewdhnlichen 
Differentialgleichung erster Ordnung zwei ,,Hauptfille“ der Uberdeckung 
mit Integralkurven vorkommen. Im ersten Hauptfall gibt es Integral- 
kurven, die mit bestimmter Tangentenrichtung in die singulire Stelle 
einmiinden. In einer friiheren Arbeit*) habe ich ein Verfahren an- 
gegeben, das diesen Fall vollstindig erledigt, d. h.: aus geometrischen 
Eigenschaften des Feldes der Differentialgleichung bzw. aus den ent- 
sprechenden algebraischen Beziehungen zwischen ihren Koeffizienten kann 
die Gestalt und die analytische Darstellung der Integralkurven eindeutig 
ermittelt werden. Im zweiten Hauptfall gibt es keine Integralkurven, 
die mit einer bestimmten Tangentenrichtung in die singulire Stelle 
einmiinden. Wir unterscheiden hierbei drei Méglichkeiten: 

1. Alle Integralkurven in der Nahe der singularen Stelle sind ge- 
schlossen (Wirbel). 

2. In hinreichender Nahe der singuliren Stelle gibt es keine ge- 
schlossenen Integralkurven; alle Integralkurven in diesem Bereich sind 
Spiralen, die sich asymptotisch der singularen Stelle niher. (Strudel). 

3. In beliebiger Nahe der singuliren Stelle gibt es geschlossene 
Integralkurven, denen sich andere asymptotisch nahern. (Strudel mit 
Grenzzykeln ). . 

Der zweite Hauptfall wire also dann vollstindig erledigt, wenn man 
algebraische Ausdriicke in den Koeffizienten der Differentialgleichung 
angeben kénnte, die diese drei Méglichkeiten gegeneinander abgrenzen. 


Die Schwierigkeiten sind hier aber wesentlich gréBer als beim ersten 


1) L. E. J. Brouwer, ,,On continuous vector distributions on surfaces‘. Pro- 
ceedings of the Kon. Akad. v. Wetenschapen te Amsterdam 1909/10. 
*) Frommer, Math. Ann. 99 (1928). 
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Hauptfall: dort bestehen die Kriterien darin, da8 eine bestimmte Funk- 
tion fiir kleine Werte der Verinderlichen entweder positiv oder negativ 
ist; auf dieses Kriterium haben aber nur bestimmte Glieder der Differen- 
tialgleichung EinfluB, so daB alle Glieder, die bei Annaherung an die 
singulire Stelle von hdherer Ordnung klein werden als diese be- 
stimmenden Glieder, die Gestalt der Integralkurven in ihrem Charakter 
nicht beeinflussen. Im zweiten Hauptfall dagegen besteht die Be- 
dingung fiir das Auftreten eines Wirbels in dem identischen Verschwinden 
einer Funktion; naturgem&8 miissen in diese Bedingung alle Glieder der 
Differentialgleichung eingehen, und deshalb kann der Wirbelcharakter 
durch Hinzufiigung von Gliedern beliebig hoher Ordnung gestért werden. 
Aber auch bei der Strudelbedingung, die ihrem Wesen nach mit den Kriterien 
des ersten Hauptfalls verglichen werden kann, tritt eine Eigenheit auf, die 
es bedingt, da8 bei der Differentialgleichung y’ = z (P und Q Poly- 
nome in z und y) die Umwandlung eines Strudels in einen Wirbel durch 
Hinzufiigung von Gliedern héheren Grades nicht immer unméglich, ja 
daB dieser Fall nicht einmal als eine spezielle Ausnahme anzusprechen 
ist (siehe Beispiele S. 406). 

Eine allgemeine, erschépfende Behandlung des zweiten Hauptfalls 
unter der Voraussetzung, daB y’ als Quotient zweier Polynome m z 
und y gegeben ist, erscheint wegen der dabei auftretenden rechnerischen 
Schwierigkeiten unméglich. Es ist nach den Erfahrungen bei den ein- 
fachen Fallen auch kaum anzunehmen, da8 sich die Ergebnisse in 
einer einfachen und iibersichtlichen algebraischen Form darstellen lassen. 
Die vorliegende Arbeit behandelt erschépfend folgende drei Fragen, die 
sich immer auf die Differentialgleichung y’ = $ (P und Q Polynome in 





z und y) beziehen: 


1. Die Aufstellung der Wirbelbedingungen, die im allgemeinen in 
unendlicher Anzahl erscheinen ( Poincarésches Problem). 


2. Die Abhangigkeit des Strudelcharakters von den Zusatzgliedern 
héherer Ordnung. (Eine Frage, die meines Wissens in der Literatur 


bisher nie aufgetreten ist.) 


3. Die Integralkurven der Differentialgleichung y’ = — op Gnd 


(Dulacsches Problem). 
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die beiden ersten Fragen 


in der Behandlung miteinander verquickt und zwar so, daB beide Fragen 
zunichst an dem von Poincaré allein betrachteten Beispiel der Differential- 


z + Glieder héherer Ordnung 
— <7" Gieke Wikeew Galeme behandelt werden. Hernach 





gleichung y/ = 
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wird die Methode fiir den Fall von Anfangsgliedern héherer Ordnung 
verallgemeinert. 

Die Methode, die auf Anregungen von M. Dehn zuriickgeht, ist wie 
bei der Behandlung des ersten Hauptfalls geometrisch. Sie beruht auf 
der direkten Vergleichung zweier Differentialgleichungsfelder, von denen 
das eine bekannte oder leicht zu bestimmende Integralkurven hat. Zu 
dieser Methode braucht man keine Voraussetzungen iiber den analytischen 
Charakter der Integrale, wie sie Poincaré*) seinen Untersuchungen iiber 
die Wirbelbedingungen zugrunde legt. Er geht von der Voraussetzung 
aus, da8 sich im Wirbelfall die Integralkurven in der Form ® (x, y) = Const. 
darstellen lassen, wobei ® eine in der Umgebung der singularen Stelle 
konvergente Potenzreihe ist. Es wird in der vorliegenden Arbeit gezeigt, 
ohne diese Voraussetzung zu benutzen, da fiir die Poincarésche 


Differentialgleichung y/ = — =+ — el ot = unser Verfahren zu 


den Poincaréschen Bedingungen fiihrt. Diese Bedingungen werden zu- 
gleich als notwendig wnd hinreichend nachgewiesen. Damit ist aber die 
Poincarésche Voraussetzung selbst fiir diesen Fall noch nicht bewiesen; 
dagegen wird gezeigt, da8 im Falle von Anfangsgliedern héherer Ordnung 
die Poincarésche Annahme im allgemeinen nicht zutrifft. 

Dulac*) wandte das Poincarésche Verfahren auf die Differential- 


; ,__ £+GL. 2. Grades 
gleichung y/ = — y+ GI. 2. Grades aber auch hier treten trotz der 








endlichen Anzahl der Koeffizienten unendlich viele Bedingungen auf, 
die natiirlich aus einer endlichen Anzahl von Bedingungen abgeleitet 
werden kénnen. Dulac sucht aber nicht direkt nach einem solchen 
System von unabhingigen Bedingungen, sondern er scheidet auf Grund 
jeder neugefundenen Bedingung diejenigen Differentialgleichungen aus, 
deren Lésungen sicher keine geschlossenen Kurven ergeben. So kommt er 
zuletzt zu Differentialgieichungen, die er mit Hilfe von Transformationen 
integrieren kann. Da er zudem zur Vereinfachung der Rechnung von vorn- 
herein eine komplexe Transformation anwendet, ist es nach seiner eigenen 
Angabe fast unméglich, den Zusammenhang der einzelnen integrierbaren 
Gruppen mit der urspriinglichen Differentialgleichung zu erkennen. In der 
vorliegenden Arbeit wird das Problem als ein geometrisches aufgefaBt: jedem 
Kegelschnitt einer durch vier Punkte bestimmten Schar wird eindeutig eine 
Richtung zugeordnet, und zwar die Senkrechte auf der Tangente in einem 
der vier Grundpunkte (Ursprung). Durch diese Zuordnung ist das Feld 
der Differentialgleichung vollsténdig bestimmt. Also ist es eine Eigen- 


3) H. Poincaré, Journal de Mathématiques, 1885. 
*) H. Dulac, Bulletin des Sciences mathématiques, 1908. 
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schaft der gegenseitigen Lage der vier Grundpunkte, wenn geschlossene 
Integralkurven auftreten. Diese geometrische Eigenschaft wird direkt 
angegeben. AuBerdem wird aber auch das System der (zwei) algebraischen 
Bedingungen zwischen den Koeffizienten der Differentialgleichung an- 
gegeben, die die unendlich vielen Poincaréschen Bedingungen nach sich 
ziehen, die also fiir das Auftreten eines Wirbels notwendig und hin- 
reichend sind. 


§ 1. 
Die Wirbelbedingungen fiir die Differentialgleichung 
,_ @&+p(x,y) 
f= - sae (Poinearésches Problem). 


Im folgenden wird mit Hilfe der Vergleichsmethode die unendliche 
Reihe der Wirbelbedingungen hergeleitet. Uber Poincaré hinausgehend 
wird nachgewiesen, daB diese Bedingungen fiir das Auftreten eines 
Wirbels nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend sind, womit zu- 
gleich die Unméglichkeit des Strudels mit sich hiaufenden Grenzzykeln 
bewiesen ist. Zum Schlu8 wird aus dem algebraischen Aufbau der 
Wirbelbedingungen die Abhingigkeit des Strudelcharakters von Ver- 
anderungen der Diiferentialgleichung untersucht. Vorausgesetzt wird 
dabei, da8 die Zusatzfunktionen p und q als Potenzreihen in z und y 
angegeben sind. Es ist also: 


p (x, ¥) = Py(z, y) +73 (%,y) +... (ZY) + ---, 
q(x, y) = 93 (2, y) +9; (%, y) + ---G(@y)+--. 


wobei die p, und g, Polynome i-ten Grades in x und y sind. 

Das Verfahren beruht auf der Konstruktion einer Vergleichs- 
differentialgleichung, deren Lésungen in der Umgebung des Ursprungs sicher 
geschlossene Kurven darstellen. Gelingt es, diese Vergleichsdifferential- 
gleichung so zu konstruieren, daB die beiden Feldrichtungen in einer 
bestimmten Umgebung des Ursprungs nie iibereinstimmen, so ist damit 
nachgewiesen, daB nicht beide Differentialgleichungen zugleich dem 
Wirbeltypus angehéren. Dies wird aber von der Vergleichsdifferential- 
gleichung vorausgesetzt; also scheidet in diesem Fall die vorgelegte 
Differentialgleichung aus, sie gehért demnach zum Strudeltyp. 

Vergleichsdifferentialgleichungen der verlangten Art erhalt man, wenn 
man von einer algebraischen Kurvenschar /(z,y) = Const. ausgeht. Die 
algebraische Funktion f(x,y) wird versuchsweise angesetzt in der Form 


f(z,y) = 2+ y+, (2, y) +h,(z,y) + --- hela y), 
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wobei 
f(z, y) = Agot® + Ag-yi ty’ +... + Aosy’ 


ist. Die Koeffizienten A,, sind dabei die nach dem folgenden Ver- 
fahren zu bestimmenden Unbekannten. Die Kurvenschar f(x,y) = Const. 
geniigt der Differentialgleichung 


_ _ At = 2th elmW+hs¥t+--- 
1 =~ LG  I9+hy@nN+hy ent" 





deren Lésungen sicher geschlossene Kurven darstellen, solange es sich um 
ein endliches Verfahren handelt, solange also f(z, y) ein Polynom ist. Aber 
auch im Grenzfall erhalt man immer dann geschlossene Kurven, wenn 
die fiir f(z, y) erhaltene Potenzreihe in einem Bereich um den Ursprung 
herum konvergent ist. 

Um die beiden Differentialgleichungen zu vergleichen, bildet man 
die Differenz 


— (2+ Pgt Pyt +++) (Ry thy y thy yt) + (Yt det ds ++--M(2T+l, eth at +) 
(y+q (2, y)) (2y+fy, (a) thy (ZY) + +++) . 





y—-"n= 


Der Zahler dieser Differenz ist eine Potenzreihe, bei der die Koeffizienten 
sich aus den Koeffizienten von p(z,y) und g(x,y), umd von f(z,y) zu- 
sammensetzen. Die Glieder zweiten Grades fallen weg. Als Ausdruck 
dritten Grades erhalt man: 


~ thsy— 2yp,t+yfs2et+22q, 
oder 
(—2fsy + yfs2) + (229, — 2yp,). 


Der zweite Klammerausdruck ist dabei ein Polynom dritten Grades 
B,, 2° + By, ay+ B,,ry*?+ B,,y'*, dessen Koeffizienten B;.;—» lineare 
Ausdriicke in den Koeffizienten von p, und g, sind. Die Koeffizienten 
des ersten Klammerausdrucks sind dagegen nur von den Koeffizienten 
des Polynoms /,(z,y) abhangig, und zwar ist: 


(—2fsy + yfs2) = — 2(Ay, 2 + 2A, cy + 3A, y’) 
+ y(34 2° +24,,2y + Aisy*) 

= — Age +(—24y+34y)2*y 
+ (— 3Ag, + 24,,) cy + Ay. 


Da nun die Funktion /(z,y) so bestimmt werden soll, daB der Zahler 
der obigen Differenz in der Nahe des Ursprungs nie verschwindet, also 
definit ist, miissen die Koeffizienten von /, so bestimmt werden. da8 
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alle Koeffizienten der Glieder dritten Grades in der Differenz ver- 
schwinden. Es muB also sein: 


= A,, + Bso = 0, 
— 2A,,+34A,, + B,, = 0, 
— 3A,, + 24,, + B,, = 0, 
A,, + By, = 0. 
Aus diesen vier Gleichungen lassen sich die vier Unbekannten A,;_ » be- 
stimmen. Das Polynom f, ist dann so beschaffen, da8 im Zahler der 
Differenz die Glieder dritten Grades wegfallen. 
Betrachtet man nun die Glieder vierten Grades, so erhalt man den 
Ausdruck: 


— 2fgy— Palsy —2y ps t+ yher + Aloe +279; 
oder 


(— they + y fez) +(— Polsy — 2y Ps + Gefsx + 229;). 
Auch hier ist der zweite Klammerausdruck ein Polynom vierten Grades 
B, 2+ By, ey+ Bry + B,czy+B,y* mit bekannten Koeffi- 
zienten. Zwar hiangen die B,4, von den Koeffizienten A, des 
Polynoms /, ab, aber diese Koeffizienten sind nach dem Vorhergehenden 
lineare Funktionen der Koeffizienten von p, und q,. Indie Bjy—» gehen 
demnach nur die Koeffizienten von p,, p, und q,, 4, ein. 


Der erste Klammerausdruck ist: 


(— thy +yhi2) = — 2(Aye + 24,2 y¥ +3A4,2y* + 44, y¥') 
+ y(44or +34, 2% y¥ +24, zy’ + Ay’) 
= — A, oe + (— 24, +44,y) 2 
+ (— 3A,, + 34,,)a* y* + (— 44g, + 2-Ay,) zy? 
+ Ajsy'. 
Wollte man nun die A;4—, wieder so bestimmen, da8 im Zahler der 
Differenz die Glieder vierten Grades verschwinden, so bekiime man die 
fiinf Gleichungen: 
— A, + B, = 0, — 2A,,+ 4A, + B,, = 9, 
—3A,,+34A,, + B,, = 0, —4A,,+24A,, + B, = 0. 
A,, + B,, = 90; 
Dieses Gleichungssystem ist im allgemeinen nicht lésbar, da die ersten 
drei Gleichungen nur die zwei Unbekannten A,, und A,, enthalten, wo- 
gegen die drei Unbekannten A,,, A,, und A,, aus den zwei tibrigen 
Gleichungen nicht eindeutig bestimmt werden. Es ist im allgemeinen 
also nicht méglich, die Glieder vierten Grades zum Verschwinden zu 
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bringen; dagegen laBt es sich erreichen, daB die Koeffizienten von 2’ y, 
zy’ und zy* verschwinden, wahrend die Koeffizienten von z* und y* 
gleich werden. Es sind also die vier Gleichungen zu lésen: 


— A, 7 By = A,; + By 
—3A,,+34A,, + B,, = 0, 
— 24, +44, + By, = 0, 
—4A,,+2A,, + B,, = 0. 


Aus diesen Gleichungen lassen sich die unbekannten Koeffizienten A,, 
und A,, eindeutig, die andern, A,,, A,,, A,,, dagegen unendlich viel- 
deutig bestimmen. Fiir A,, erhalt man den Wert 

Ay, = 5 (3 By — By, — 3 B,,); 
der Koeffizient von z* und y* ist demnach 

— Ay, + By = 5 (3 By + By + 3 B,,). 

Diesen Ausdruck bezeichne ich im folgenden mit D, und nenne ihn die 
erste Strudelgréfe. 

Nun sind drei Fille zu unterscheiden: 

1. Die StrudelgréBe D, ist positiv. Die Differenz y’ — y, ist dann 
ein Ausdruck, dessen Zahler mit den Gliedern D, (z* + y*) beginnt. Es 
gibt also um den Ursprung herum einen Kreis, in welchem der Zahler 
definit positiv ist. Die beiden Feldrichtungen stimmen demnach nie 
miteinander iiberein. Die Lésungen der Vergleichsdifferentialgleichung werden 
dargestellt durch die Schar der geschlossenen Kurven 2* + y* + f, + f, = ¢; 
da diese Kurven nie von den Integralkurven der gegebenen Differential- 
gleichung beriihrt werden, sind die Koordinaten der zu einer Integralkurve 
gehérenden Punkte in der Nahe des Ursprungs eindeutige Funktionen des 
Parameters c. Die Lésungen werden in einer bestimmten Umgebung des 
Ursprungs aber auch durch eindeutige Funktionen des Polarwinkels g dar- 
gestellt, denn die Feldrichtung stimmt in der Nahe des Ursprungs nie 
mit der Richtung der Ursprungsgeraden durch den Feldpunkt iiberein. 
Daraus folgt, daB jede Lésung der vorgelegten Differentialgleichung die 
Werte c und @ einander eindeutig und umkehrbar zuordnet. Ist D, 
positiv, so durchlauft man mit wachsendem qg die c-Werte in fallender 
Richtung, d. h. die Integralkurven sind Spiralen, die sich im positiven 
Umlaufssinne asymptotisch dem Ursprung nahern. 

2. D, ist negativ. Die Integralkurven sind Spiralen mit negativem 
Umlaufssinn. 

3. D, = 0. Im Zahler der Differenz verschwinden die Glieder 
vierten Grades. Aus dem Vergleich der beiden Differentialgleichungen 
la8t sich nichts tiber die Gestalt der Integralkurven der vorgegebenen 
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Differentialgleichung aussagen. Es besteht also in diesem Falle die 
Méglichkeit, da8 ein Wirbel auftritt. Demnach ist das Verschwinden der 
ersten StrudelgréBe eine notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines 
Wirbels. Diese Bedingung wird spiter als erste Wirbelbedingung be- 
zeichnet. 

In den ersten beiden Fallen ist die Frage Wirbel oder Strudel ent- 
schieden. Im dritten Fall braucht man zur Entscheidung eine Vergleichs- 
differentialgleichung, deren Integralkurven sich den Integralkurven der 
gegebenen Differentialgleichung in der Nahe des Ursprungs naher an- 
schmiegen. Man bestimmt also das Polynom /,(z,y) so, da8 im Zahler 
der Differenz die Glieder fiinften Grades wegfallen. Ubertrigt man 
sinngemaB die friihere Bezeichnungsweise, so hat man folgende Gleichungen 
zu lésen: 

— A, + B, = 0, 
—2A,,+5A,, + B,, = 0, 
—3A,,+44,,+ B, = 0, 
—4A,,+34A,, + B,, = 0, 
— 5A,,+ 24,,+ B,, = 0, 

A,, + By, = 0. 


Dabei sind die B;«—, Ausdriicke in den Koeffizienten von p,, p,, p, und 
%> Ys» %,- Aus diesen Gleichungen lassen sich die A;(,_ eindeutig be- 
stimmen. Zur Bestimmung der Koeffizienten des Polynoms /, erhilt 
man die Gleichungen: 


— A, + B,, = 0, —2A,,+6A,, + B,, = 0, 

— 3A, +54,, + By = 0, —~ 4A, +44, + Bey = 0, 

—5A,,+34A,,+ B,, = 0, —6A,,+24,, + B,, = 0. 
A, + B, = 90; 


Dieses Gleichungssystem ist wieder im allgemeinen nicht lésbar, weil 
vier Gleichungen nur die drei Unbekannten A,,, A,,, A,, enthalten. Man 
erhalt ein lésbares System, wenn man nur verlangt, daB die Koeffizienten 
von 2° und y* gleich werden, nicht auch, daB sie verschwinden. Anstatt 
der vier obigen Gleichungen erhalt man die drei neuen: 


— Ag, + By = Ays + Bog; 
—3A,,+5A,, + B, =0, 
—5A,,+34,,+ B, =0. 
Daraus ergibt sich: A,, = —4(—5B,,+ B,+B,,+5B,,). Also ist 
der Koeffizient von 2° bzw. y*: D, = —A,,+ B, = 4(5B,,+ B, 
+ B,+5B,,). Dieser Ausdruck ist die zweite StrudelgréBe, denn sie 
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hat im Hinblick auf die Frage Wirbel oder Strudel dieselbe Bedeutung 
wie die GréBe D,. Demnach ist D, = 0 die zweite Wirbelbedingung, d. h. 
eine zweite Bedingung, die fiir das Auftreten eines Wirbels notwendig ist. 

Nach dem Friiheren sind die Koeffizienten A,,, A,,, A), nicht ein- 
deutig bestimmt, sondern von einem Parameter abhangig, iiber den man 
willkiirlich verfiigen kann. Dieser Parameter geht auch in die Koeffi- 
zienten Bj» und B;@~» ein, scheinbar also auch in die GréfBe D,. 
Die Rechnung ergibt, daB dies nicht der Fall ist, ein Ergebnis, das 
wegen der geometrischen Bedeutung von D, naheliegt. 

Das Verfahren mu8 so lange fortgesetzt werden, bis man zu einer 
nicht verschwindenden StrudelgréBe kommt. Beim Auftreten eines Wirbels 
kommt dieser Fall nie vor. Es ist noch nachzuweisen, daB umgekehrt 
aus dem Verschwinden aller StrudelgréBen das Vorhandensein eines 
Wirbels folgt, mit anderen Worten, daB die unendlich vielen Wirbel- 
bedingungen nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend sind. 

Zum Beweise fiihre man in die vorgelegte Differentialgleichung 
Polarkoordinaten ein. Man erhalt dadurch eine Differentialgleichung von 
der Form: 

rs #9 +r? gg+-..- 


r i+rh,+r8h,+...’ 





wobei die g, und h, Polynome in sing und cosq@ sind. Da der Nenner 
fiir r = 0 den Wert 1 hat, gibt es einen Bereich r < k, in welchem der 
Nenner nie verschwindet. In diesem Bereich gilt die Abschitzung: 


< M. 


r’ 
r 








Betrachtet man nun die Integralkurve durch den Punkt (r,,0), +, < k, 
so folgt aus dieser Abschitzung, daB diese Kurve im Innern des Bereiches 
r < k zwischen den beiden Kurven r = r,e”% und r = r,e~-”® verlauft. 
Die erste der beiden Kurven schneidet die Gerade » = 22 in einem 
Punkt mit dem Modul r, = 7,e**¥. Wahlt man demnach r, < k,, 


- ist, so bleibt die Integralkurve fiir 0 <= » < 22 sicher 


tM 
im Innern des obigen Bereiches. Dasselbe gilt auf Grund der Abschitzung 
auch fiir alle Naherungskurven, die die Methode der sukzessiven Approxi- 
mation, ausgehend von r = 1,, liefert. Alle diese Naherungen erhilt man 
in der analytischen Form r = r,w, +1} w, +179 w,+ ..., wobei die w, 
Ausdriicke in sin gy, cosg und @ sind. Da alle Kurven fir OS py [22 
im Bereich r <k bleiben, in dem der Nenner der Differentialgleichung 
nie verschwindet, erhailt man fiir die Feldrichtung auf irgend einer 
Naherungskurve eine Reihe, die sicher fir 0 << y» S 2m konvergent ist. 
Also ist auch die Reihe fiir die nichstfolgende Naherung in diesem 


wobei k, = 
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Intervall jeweils konvergent. Da aber die Grenzkurve existiert und be- 
schrankt ist, konvergiert die sie darstellende Reihe ebenfalls. Speziell 
fiir @ = 22 erhalt man die Reihe: 


@ = 17,w,(22)+r3w,(22)+... 
oder in anderer Bezeichnungsweise 
o=>fT, Ci +r20,+ 72 C3; + 


Die Konstanten C; sind dabei Ausdriicke, die von den Koeffizienten der 
urspriinglichen Differentialgleichung abhingen. Um die GréBen o und 1,, 
die in der (zy)-Ebene die Abszissen zweier aufeinanderfolgender Schnitt- 
punkte einer Integralkurve mit der z-Achse darstellen, miteinander zu 
vergleichen, bilde man die Funktion 

f.—o@ =7,(1 —C,) — ri C, —r3 C3 —... 
oder 

y(r.) =r, -—0 = Cir, + Cr+ Crit... 
Diese Reihe konvergiert sicher fiir r, < k,. 

Fiir einen Wirbel verschwindet die Differenz r, — 9 identisch. Also 
sind fiir einen Wirbel notwendigerweise alle C,; gleich Null. Umgekehrt 
folgt aus dem Verschwinden aller C,, da8 die Integralkurven im Bereich 
r <k, geschlossen sind, daB also ein Wirbel vorliegt. Die Bedingungen 
C, = 0 sind also notwendig und hinreichend fiir das Zustandekommen 
eines Wirbels. Es ist also noch nachzuweisen, da8 die Wirbelbedingungen 
D, = 0 gieichwertig sind mit den Bedingungen C, = 0. 


Es sei y’ = 7 eine Strudeldifferentialgleichung mit D, = 0 firi<n 


und D, + 0. Die zugehérige Vergleichsdifferentialgleichung sei y’ = 


so daB also die Differenz ZN, — Z,N ein Polynom oder eine A." 
Reihe mit den Anlanguéjiodern D, (z*"*+? + y’"*+*) ist. Fiihrt man 
Polarkoordinaten ein, so erhalten die beiden Differentialgleichungen die 
Formen: 


P Zsin » + N cos p 


fut - Z, sin p + N, cos 


Z cos gy — Nain ¢ und "=" TZ,ceg—N, sng’ 








wobei in Z, N, Z,, N,, c= rcosg und y=rsing zu setzen ist. Fir 
die Differenz der Feldrichtungen in einem Punkt erhalt man den 
Ausdruck: 
- r(N Z,—N,2Z) 

~ Geos p — Nain g) (Z, cos p — Ny sin g)" 


, 


r—? 





Nun ist: 
NZ, —N,Z = — r*+*-D, (cos**+? » + sin**+*@) + GI. héherer Ordn. 
Zcosp — I’ sing = r+ Gl. héherer Ordnung 

Z, cosy — N, sing = r+ Gl. héherer Ordnung. 
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Demnach gilt fiir hinreichend kleine r die Abschitzung: 
|r’ —#| <r8eti MM’. 

Nach dem Vorhergehenden erhilt man aber die beiden Integralkurven 
durch den Punkt (r,, 0) in der Form: 

r=7,0,+nw,+rew,t+... 

T=7,0,+ TU, +rw,+... 
Beide Integralkurven geniigen im Bereich 0 < mo < 27 fiir hinreichend 
kleine r, der Abschitzung: r<fr,; im selben Bereich gilt also fiir die 
Differenz der Feldrichtungen die Abschitzung: 

|r’ 4 7’ | 7 rn+i yy” (M” = fam+i M’). 

Also mu8 w; = w; sein fiir alle i <= 2n. Folglich miissen in der obigen 
Bezeichnung auch alle C, fiir i < 2m mit den entsprechenden C, tiber- 
einstimmen. Da die Vergleichsdifferentialgleichung aber geschlossene 
Kurven zur Lésung hat, sind alle C;= 0. Aus D, = 0 fiir i< nm folgt 
demnach C,=0 fir i< 2m. Verschwinden also alle D,, 80 ver- 
schwinden auch alle C,; d.h. die wnendlich vielen Wirbelbedingungen 
sind nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir das Auftreten eines 
Wirbels. 

Diese Aussage ist nicht gleichbedeutend mit der Behauptung, da8 
die am Anfang dieses Kapitels entwickelte Methode unter allen Um- 
stinden konvergente Potenzreihen liefert; es ist also nicht nachgewiesen, 
da8 Poincarés Annahme richtig ist, die Lésungen seien im Wirbelfall in 
der Form ®(z, y) = Const. darstellbar, wobei ® eine konvergente Potenz- 
reihe in z und y ist (vgl. 8. 397). Dagegen erweist sich die Methode, die 
er aus dieser Annahme herleitet, als brauchbar und richtig. 

Folgerungen: 1. Die in der Einleitung als Fall 3 bezeichnete Még- 
lichkeit (Strudel mit Grenzzykeln, die sich gegen den Ursprung hin 
haufen) kommt bei Differentialgleichungen der betrachteten Art nicht 
vor, weil die unendlich vielen Wirbelbedingungen hinreichen, einen Wirbel 
zu erzwingen. Im nichsten Abschnitt wird gezeigt, daB die Voraus- 
setzungen fiir den Beweis dieses Ergebnisses bei jeder Differentialgleichung 


von der Form y/ = c (P und Q Polynome oder konvergente Potenz- 
reihen in z und y) erfillt sind. Deshalb kann diese Méglichkeit bei 
analytischen Differentialgleichungen tiberhaupt nicht auftreten’). 

2. Die StrudelgréBe D, enthalt die Koeffizienten der Zusatzpolynome 
Pp, und gy, wobei k = (2i1+1) ist. Ist also D, + 0, so kann der 
Strudel durch Abwandlung der Zusatzpolynome héheren als (27% + 1)-ten 


5) Vgl. auch: L. Bieberbach ,,Differentialgleichungen“ I, 3, § 4. 
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Grades weder in einen Wirbel noch in einen Strudel mit anderem Um- 
laufssinn verwandelt werden. Infolgedessen brauchen diese Zusatzglieder 
auch keine Polynome zu sein; es geniigt zu wissen, daB sie von héherer 
als (21+ 1)-ter Ordnung klein werden, um die Existenz eines Strudels 
nachweisen zu kénnen. 

3. Ist beim Auftreten eines Strudels D,; die erste nicht verschwin- 
dende StrudelgréBe, so haben Abinderungen in allen Gliedern, deren 
Grad nicht héher als (21+ 1) ist, Einflu8 auf den Charakter der Inte- 
gralkurven, d. h. aus einem Strudel kann ein Wirbel oder wenigstens ein 
Strudel mit anderem Umlaufssinn gemacht werden. Sind also in einer 
solchen Differentialgleichung die héchsten der vorkommenden Glieder 
niedrigeren als (2m 4-1)-ten Grades, so wird der Strudelcharakter durch 
Hinzufiigen von Gliedern héheren Grades beeinfluBt, solange der Grad 
dieser Zusatzglieder die Zahl (2m + 1) nicht iibersteigt. Ist beispielsweise 
eine Differentialgleichung vorgelegt, deren héchste Glieder vom 2. Grade 
sind, so kann durch passende Zufiigung von Gliedern 3. Grades ein Strudel 
immer in einen Wirbel oder in einen Strudel mit anderem Umlaufssinn ver- 
wandelt werden. Sind dagegen die héchsten Glieder vom 3. Grad, so andert 
ein Zufiigen von Gliedern héheren Grades im allgemeinen nichts am Strudel- 
charakter der Integralkurven; eine Ausnahme bilden nur die Fille, bei 
denen die erste StrudelgréBe verschwindet, so da8 der Strudelcharakter erst 
durch eine spatere StrudelgréGe bestimmt wird. Hangt allgemein der Strudel- 
charakter von Gliedern geraden Grades ab, die zugleich die héchsten 
Glieder der Differentialgleichung sind, so kann der Charakter durch die 
nachsthéheren Glieder beeinfluBt werden: sind aber diese bestimmenden, 
héchsten Glieder ungeraden Grades, so kénnen die Glieder héherer Ordnung 


nur noch in speziellen Ausnahmen den Charakter der Integralkurven 
beeinflussen. 





Beispiele : 
, 422 2 : 
lL ¥=- er Strudel mit D, = — 2, 
dagegen: 
y= = + ana ~ = ; s Wirbel mit den Lésungen 
(z* + y? + 22° — 2y’) e+ = Const. 
2 y= aS Strudel mit D, = — 4, der also durch 


weitere Zusatzglieder nicht mehr in einen Wirbel verwandelbar ist. 
Dagegen die Ausnahme: 


3. ff = tte 








Strudel mit D, = D, = 0, D, = 2 


y+225+ zy? 
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und 





oe z+42e%y+y+225y? ‘ - as 
y=— vrata taty Wirbel mit den Lésungen 


(x? + y*? + 22° y)e**¥ = Const. 

4. Sind in einer Differentialgleichung die Koeffizienten der Zahler- 
und Nennerpolynome von einem Parameter « abhangig, so geht dieser 
Parameter im allgemeinen auch in die Ausdriicke fir die StrudelgréBen 
ein. Ebenso verandert sich die Funktion y(r,) (s. 8. 404), deren Null- 
stellen Grenzzykel fiir das Integralkurvenfeld bedeuten, stetig mit dem 
Parameter «. Ist fiir einen Parameterwert, z.B.e=0, D,=0 und 
D, > 0, so ist p(r,) fir « = 0 und fir kleine r, positiv. Nun sind 
zwei Fille zu unterscheiden: a) D, ist fiir kleine « positiv; fiir kleine r, 
ist y(r,, €) > y(r,,0), d. h. die Spiralen der (x y)-Ebene nahern sich fir 
kleine « schneller dem Ursprung als fiir «= 0. b) D, ist fiir kleine « 
negativ; fiir kleine 1, ist also p(r,) negativ, wahrend die stetige Anderung 
dieser Funktion es bedingt, daB sie fiir gréBere r, noch positiv ist. Da- 
zwischen ist also notwendigerweise eine Nullstelle; d. h. in der (x y)-Ebene 
tritt fiir kleine « ein Grenzzykel auf, der sich in den Ursprung zu- 
sammenzieht, wenn ¢ gegen Null geht. 








Beispiel: 

y = —7TE EHS” Strudel mit D, = 0 und D, = — j, 
“ra z+(l+e)2?+22y—y* P a | 
y=-— Jae ta Strudel mit D, = 3° 


Der zweite Strudel hat also fiir kleine positive « sicher einen Grenz- 
zykel, der sich fiir e + +0 in den Ursprung zusammenzieht. 


§ 2. 


Die Wirbelbedingungen fiir die Differentialgleichung y’ = pee me y) 


(P und Q Polynome mit beliebigen Anfangsgliedern). 

In diesem Abschnitt wird zuerst der Fall behandelt, daB y’ als 
Quotient zweier homogener Polynome gleichen Grades gegeben ist. Hernach 
wird gezeigt, da8 ein so entstandener Strudel durch Zusatzglieder héherer 
Ordnung in seinem Charakter nie geindert werden kann. Zum Schlu8 
wird das Verfahren zur Gewinnung der Wirbelbedingungen fiir den all- 
gemeinen Fall der Differentialgleichung angegeben, aus dem hervorgeht, 
daB die Voraussetzungen fiir die im vorigen Abschnitte gezogenen 
Schliisse, und damit diese selbst, allgemeine Giiltigkeit haben. 
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a) Der Fall der homogenen Polynome. 


Ist »y = 5 ey, wobei P und Q homogene Polynome (2 — 1)-ten 


Grades sind, so erhailt man eventuelle Integralgeraden durch den Ur- 


sprung aus der Gleichung: £ = = Aus dieser Gleichung folgt das 


charakteristische Polynom G =z P — yQ, dessen Nullstellen in diesem 
Fall die Integralgeraden, allgemein die ausgezeichneten Richtungen an- 
geben, lings derer Integralkurven in die singulire Stelle einmiinden 
kénnen. Dieses Polynom haben wir im Wirbel- und im Strudelfall als 
definit vorauszusetzen. 

Wendet man auf die Differentialgleichung wie gewéhnlich die Trans- 
formation y = uz an, so erhilt man 











; _ P(z,uz)  2**~'P(l,u) _ p(w) 
uz+u => Q(z, uz) a**~!Q(1, u) ~~ @(u) 
Re 
z= p—uqg 


oder 





ee 
loge = | reer du. 


Sind z, und z, die Abszissen zweier aufeinanderfolgender Schnittpunkte 
einer Integralkurve mit der Geraden y = u, 2, so ist: 








+o +x bad | 
logz, — logz, = \>-hye™ +f =f du+ { —iée 
oder a $e 
+o 
log 2 = 2 | —4—du. 
ad | p—q 


Nach der Bezeichnung des vorigen Abschnitts kann der Wert dieses 
Integrals Strudelgréfe genannt werden, denn die notwendige und hin- 
reichende Wirbelbedingung ist: 


+ oo 





4_du=0. 
eal | 

Dabei ist der Nenner des Integranden definit, denn er ergibt bei der 

Multiplikation mit 2°" das charakteristische Polynom G(z,uz). Also 

kann man bei der Integration durch Partialbruchzerlegung nur erhalten: 

1. Rationale gebrochene Funktionen in u, die fiir die angegebenen 

Grenzen die Werte 0 annehmen, die also keinen Beitrag zum bestimmten 
Integral liefern. 

2. Logarithmen von quadratischen Ausdriicken in u; auch diese 

liefern keinen Beitrag zum bestimmten Integral. 
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3. Are tg-Funktionen von linearen Ausdriicken in u; jede dieser 
Funktionen ergibt zwischen den beiden angegebenen Grenzen den Wert z. 
Bezeichnet man also die Koeffizienten dieser Funktionen mit d,, so 
erhilt man als Wert des bestimmten Integrals den Ausdruck a Jd, und 
damit die Wirbelbedingung in der algebraischen Form Yd, = 0. 

Beispiel: 

,  @B+axty+bey+cy® 
~ @8+baty+ecxry?— ys" 
Charakteristisches Polynom: G@(z,y) = 2‘ + y*. 
StrudelgréBe: 





+ 00 


[oe a 





1+ ut iain 6: 


Durch Partialbruchzerlegung erhalt man: 


a+bu+cu?—2 














1+ u‘ 
Pe aV2—1—b _ (a—e Pleo 14 
~ 22 1+)2u+u? 1—J2u+ u? ; 
Ferner ist 
[te = 2 0 12) log ut + Wut 1) 


+(a+e —b)2)arctg(V¥2u+ 1), 


[inet Pieneleota! 
1—\2u+u? 





du = 3(a —e+ ¥2)log(u* — ¥2u + 1) 
—(a+e+4 bY 2) arctg(V2u — 1). 
Nach der obigen Bezeichnung ist also: 


1 rm 
d, = sya oto — Ove), 
1 _ 
d, a ay +o + OV). 
Man erhiilt also geschlossene Kurven dann und nur dann, wenn 
d,+d, = 0, 
also wenn 
a+e=0 
ist. 


Sind die homogenen Polynome vom (2 — 1)-ten Grad, so ergeben 
sich durch direkte Integration die Integrale in der Form: 


F (2, y) -]] q,': [Te 4 — Const., 


i=1 i=1 


Mathematische Annalen. 109. 
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wobei die g,; die quadratischen (definiten) Faktoren des charakteristischen 
Polynoms, die f, dagegen entweder rational gebrochene Funktionen mit 


definitem Nenner oder arc tg- Funktionen von linearen Ausdriicken, beide 


in u = 4, sind. Die Funktion F(z,y) hat also im allgemeinen im 


Ursprung eine wesentlich singulire Stelle; die durch sie dargestellte 
Fliche hat im selben Punkt eine Verzweigungsstelle. Bei einem in sich 
geschlossenen Umlauf um den Ursprung wachst der Wert der Funktion F 
um den Betrag 22 2d,, wenn die d, die Koeffizienten der oben er- 
wahnten arc tg-Funktionen sind. Ist also diese Summe gleich Null, so 
bleibt man bei einem Umlauf um den Ursprung im selben Zweig der 
Flache; die Horizontalschnitte der Fliche, d. h. die Integralkurven der 
Differentialgleichung, ‘sind also geschlossen. Aber sie kénnen im all- 
gemeinen nicht in der Form ®(z,y) = Const. angeschrieben werden, 
wenn ® eine konvergente Potenzreihe in z und y sein soll. Poincarés 
Annahme (s. 8. 397) gilt also sicher nicht allgemein. Nur im Falle 
n = 1, d.h. bei Differentialgleichungen mit linearen Polynomen, kénnen 
geschlossene Kurven nur dann auftreten, wenn der eine Koeffizient d 
der arctg- Funktion verschwindet. Also mu8 ein Wirbel identisch sein 
mit der Kurvenschar g = Const, die durch eine projektive Transformation 
auf die Schar der konzentrischen Kreise zuriickgefiihrt werden kann. 


b) Der Charakter eines Strudels einer Differentialgleichung mit homo- 
genen Potynomen P und Q kann durch Zusatzylieder hiheren Grades nicht 
beeinfluBt werden. 

Es sei yf = 5° wobei P und Q homogene Polynome (2 — 1)-ten 
Grades sind, eine Strudeldifferentialgleichung, d. h. die StrudelgréBe 


+c 
q _ P(x, uz) _ Q(z, ux) 
[tage (= PEM, = ertey 


sei von Null verschieden. Bildet man die neue Differentialgleichung vom 








an—1 
selben Typus 7 ater so erhalt man als neue StrudelgréBe 
: Q+dz,*"—* 
den Ausdruck: 
+c +o +72 
2n—3 r In—2 
Et ee ee duta{ au. 
a! pP—tq oe ager = 


Der Integrand des zweiten Teiles ist definit; also kann dieser Teil weder 
Null, noch (seinem Aufbau nach) Unendlich sein. Der Koeffizient d 
kann also immer so bestimmt werden, da8 die StrudelgréBe der zweiten 
Differentialgleichung verschwindet, daB8 ihre Integralkurven also einen 
Wirbel bilden. 





a -— ea -s 











Wirbelpunkte und Strudelpunkte. 411 


Man betrachte nun die Differentialgleichung y/ = oe wobei 


die Zusatzfunktionen / und g klein sein sollen gegeniiber den Polynomen 
P und Q; d. h. f und g geniigen den Gleichungen 
f(z, y) = 9 (2, y) 
eve |2™—*+1yP** eve 12h +19 
yoo y>o 








Diese Differentialgleichung wird verglichen mit der Wirbeldifferential- 


2n— 
Jt eo indem man die Differenz der beiden Feld- 
Zz 


richtungen bildet. Man erbalt dabei: 
dy" *(eP—yQ)+f(Q+dzy"—*)—g(P+ay**—') 
Q+9Q+azy"—*) ; 

Dividiert man Zahler und Nenner dieses Bruches durch z**y*"—*, so 
werden die zwei letzten Glieder des Zahlers bei Annaherung an den 
Ursprung nach Voraussetzung zu Null, wihrend das erste Glied einen 
von der Anniherungsrichtung abhingigen Grenzwert hat. Alle diese 
Grenzwerte bilden aber eine definite Menge, da der erste Klammer- 
ausdruck das charakteristische Polynom ist. Also gibt es um den Ur- 
sprung herum einen Bereich, in dem der Zahler der Differenz nie ver- 
schwindet, in welchem also die beiden Feldrichtungen nie iibereinstimmen. 
Da aber die Lésungen der Vergleichsdifferentialgleichung geschlossene 
Kurven sind, kénnen sich in diesem Bereich die Integralkurven der vor- 
gegebenen Differentialgleichung nicht schlieBen. Wir haben also einen 
Strudel und zwar mit demselben Umlaufssinn wie bei der vereinfachten 
Differentialgleichung y’ = > 

c) Die Wirbelbedingungen bei Differentialgleichungen mit hoheren 
Anfangsgliedern. 

Sind die Anfangsglieder in Zahler und Nenner der Differential- 
gleichung nicht vom ersten Grad, so kann das im vorigen Abschnitt 
entwickelte algebraische Verfahren nicht angewandt werden, d. h. man 
kommt mit Vergleichsdifferentialgleichungen, deren Lésungen algebraische 
Kurvenscharen sind, nicht zum Ziel. Dies steht im Einklang mit den 
Ergebnissen im Anfang dieses Abschnittes. Um die Méglichkeit all- 
gemeinerer Differentialgleichungen zu haben, kann man Polarkoordinaten 
einfiihren. Die Differentialgleichung 

»_ P(zy) _ Pal% 9+ Pagit Pusat: 
~ Oxy) Q,(% 9) +Q,44 + Qn+et tee 
(P; und Q; homogene Polynome i-ten Grades) geht dadurch iiber in 
Pasi t P Panta th Pngs t °° 
Goi t TIn4e + P dn +3 Foes 


gleichung y; = 





¥-“n= 








r= 
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wobei 


Pu+izir = sing P, ,; (cos g, sin g) -+ cos pQ, + ; (cos g, sin ¢) 


und 
qn+i+1 = 008 p P, ,; (cos g, sin gy) — sing Q, + ; (cos p, sing) 


ist. Als Vergleichsdifferentialgleichung benutzt man 


on _tht+Pht+rh +. 
fot2rfhy+3rig+ --- 





mit den Lésungen 
f(r, 9) => r fy (¢) 7. rf, (9) + rf. (@) + ... = Const. 


Dabei sind die /; unbekannte, aber passend zu bestimmende, von @ ab- 
hangige Koeffizientenfunktionen. Bildet man zur Vergleichung die 
Differenz der Feldrichtungen, so erhilt man im Zahler die Reihe: 


T(da+ifo + Pn iif) + P (dnarh +2 pail, + fodnis + fy Pu+o) + ere 


Nun kann man erreichen, da8 dieser Zahler identisch verschwindet, wenn 
man die /,; aus linearen Differentialgleichungen von der Form 
Qntihit+ + I Pri t+ Ri = 0 

bestimmt, wobei die Funktion R; die Ausdriicke py.,, dnak, fe—o fiir 
k = (¢+1) enthilt. Notwendig und hinreichend fiir das Auftreten eines 
Wirbels ist, daB alle so bestimmten Funktionen f, die Periode 22 haben. 

Die Bedingungen sind notwendig; denn ist f, die erste Funktion, 
die auf Grund der Differentialgleichung q, .; fi + (K + 1) Pnsife + Ry = 0 
nicht periodisch wird, so gibt es, da die Lésungen der verkiirzten 
Differentialgleichung q+; fe + (& + 1) Paaify = 0 und der Koeffizient 
Gn+1 von f, nach Voraussetzung periodische, definite Funktionen sind, 
eine ganz bestimmte Konstante D,, so daB die Lésungen der Diffe- 
rentialgleichung 9,4: Fi + (K+ 1) n+: 7%, + Ry = Dy periodisch sind. 
Benutzt man nun die Schar der geschlossenen Kurven rf, + r°f, 
+... +r*+1F, = Const. zum Vergleich mit der vorgelegten Differential- 
gleichung, indem man die Differenz der beiden Feldrichtungen bildet, so 
verschwinden im Zahler dieser Differenz alle Koeffizienten von r fiir 
i=, wiahrend bei r++! die Konstante D, als Koeffizient auftritt. 
Also gibt es um den Ursprung herum einen Bereich, in dem dieser Zahler 
nie verschwindet, in dem also die beiden Feldrichtungen nie iiberein- 
stimmen. Also kann die vorgelegte Differentialgleichung in diesem Bereich 
keine geschlossenen Integralkurven haben. Das Vorzeichen von D, ent- 
scheidet itiber den Umlaufssinn der Spiralen; der Konstanten D, kommt 
die Bedeutung der StrudelgréBe zu. 

Die Bedingungen sind hinreichend, denn der Beweis, der im vorigen 
Abschnitt mit Hilfe von Polarkoordinaten gefiihrt wurde, kann wéortlich 
iibertragen werden. 
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Die Bedingungen sind auch eindeutig, obwohl jede Differential- 
gleichung unendlich viele Lésungen hat. Denn zwei Lésungen unter- 
scheiden sich nur um ein Vielfaches einer Lésung der _ verkiirzten 
Differentialgleichung, die immer dann periodisch ist, wenn die ersten 
homogenen Glieder der urspriinglichen Differentialgleichung einen Wirbel 
ergeben. Also ist fiir alle Lésungen die Differenz f (0) — f (2) dieselbe. 

Sind die Anfangsglieder —z und y, so ist p,4,; = 0, guy. = 1. 
Die Differentialgleichungen haben also die vereinfachte Form /; + R, = 0. 
Sind in diesem Fall die Funktionen f, periodisch, so lassen sie sich als 
homogene Polynome in sing und cos@ anschreiben. Die Bestimmung 
ibrer Koeffizienten fihrt auf Gleichungssysteme, die mit denen des 
vorigen Abschnitts (s. 8. 400 bis 402) iibereinstimmen. Der dort auffallende 
Unterschied zwischen den Polynomen geraden und ungeraden Grades 
(nur die Polynome geraden Grades liefern eine Wirbelbedingung!) ist 
keine besondere Eigenschaft des einfachen Spezialfalls, sondern tritt all- 
gemein auf. Die Differentialgleichung fiir /, geht durch die Trans- 
formation y > g + 2 in sich selbst iiber, weil p,,, und g,4, homogene 
Polynome geraden Grades in sing und cos@ sind, Daraus folgt, daB 
fiir ein periodisches f, die Funktionsgleichung /,(g) = f,(g + 2) gelten 
muB, daB also /, nicht nur die Periode 22, sondern auch die Periode x 
hat. Die Differentialgleichung fiir /, geht demnach nur durch die Trans- 
formation g > g +- 2; f, > —f, im sich selbst iiber. Daraus folgt aber, 
daB sie eine, und nur eine, Lésung haben mu8, die der Funktions- 
gleichung /,(g) = —/,(@ +2) geniigt. Diese Funktion ist aber not- 
’ wendigerweise periodisch mit der Periode 22; also haben alle Lésungen 
diese Periode, so da keine besondere Wirbelbedingung hierin enthalten 
ist. Benutzt man fiir die weitere Entwicklung diese eindeutig bestimmte 
Funktion /, mit der Funktionsgleichung /,(~) = —/,(y +2), so geht 
die Differentialgleichung fiir f, wieder durch die Transformation p> gy +2 
in sich selbst tiber. Daraus folgt nicht ohne weiteres, daf f, periodisch 
sein mu8; ist es aber periodisch, so geniigt es notwendigerweise der 
Gleichung /,(y) = f,(9 +2). Dabei gilt diese Beziehung fir alle 
Lésungen der Differentialgleichung, so daB hier keine eindeutige Auslese 
erfolgt. Bei der Bestimmung von f, tritt also die erste Wirbelbedingung 
auf. Ist diese erfillt, so kann /, wieder genau so gefunden werden, wie 
oben /,, ohne daB dabei eine neue Wirbelbedingung auftritt. Bei /, sind 
die Verhiltnisse wieder wie bei /, usw. Genau wie beim einfachen Fall 
lassen sich also die f, mit ungeradem i eindeutig bestimmen, ohne daB 
besondere Bedingungen auftreten; bei der Bestimmung der /; mit geradem 
Index treten die Wirbelbedingungen auf; die Funktionen aber sind un- 
endlich vieldeutig bestimmt, wenn die Wirbelbedingungen erfiillt sind. 
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Die Wirbelbedingungen hangen demnach im allgemeinen Fall in der- 
selben Weise von den Gliedern héherer Ordnung der Polynome ab, wie 
in dem einfachen Poincaréschen Fall, der im ersten Abschnitt behandelt 
wurde. Deshalb haben die dort aus dieser besondern Art der Abhingig- 
keit gezogenen Schliisse auch allgemeine Giiltigkeit. Insbesondere gilt 
allgemein, daB ein Strudel, der durch Glieder geraden Grades bedingt ist, 
durch die nichsthéheren Glieder immer beeinfluBt werden kann. Sind 
dagegen die bestimmenden Glieder ungeraden Grades, so haben Glieder 
héherer Ordnung nur noch in bestimmten Ausnahmefillen einen Einflu8 
auf den Charakter der Integralkurven. 


§ 3. 
: ; + Gllieder 2. Grad 
Die Differentialgleichung y’ = — + Glieder 8- Grades 
(Dulacsches Problem). 


Wendet man die Methode des ersten Abschnittes auf diese ver- 
einfachte Differentialgleichung an, so erhilt man ebenfalls unendlich viele 
Wirbelbedingungen, obwohl nur sechs willkiirliche Koeffizienten auftreten. 
Die Wirbelbedingungen kénnen also nicht voneinander unabhingig sein. 
Man kénnte nun versuchen, eine Rekursionsformel fiir die Wirbel- 
bedingungen zu finden, um aus ihr die ,,Matrix“ der unendlich vielen 
Bedingungen herzuleiten, also eine Gruppe von Bedingungen, aus welchen 
alle Wirbelbedingungen folgen. Diese Gruppe wird héchstens zwei Be- ° 
dingungen enthalten, da schon zwei Bedingungen hinreichend sind, ge- 
schlossene algebraische Integralkurven zu erzwingen. Diese naheliegende 
Methode scheitert daran, daB man zu numerischen Rechnungen gefiihrt 
wird, die durch ihre riumliche und zeitliche Ausdehnung jede Ubersicht 
unmdglich machen. Im folgenden wird deshalb die andere Methode an- 
gewandt, auf Grund jeder neugewonnenen Wirbelbedingung alle Differential - 
gleichungen von der weiteren Untersuchung auszuschlieBen, bei denen 
sicher Strudelpunkte vorhanden sind. Dieselbe Methode verwendete 
Dulac in seiner Arbeit iiber diese Differentialgleichung‘); in der vor- 
liegenden Arbeit wird aber, nicht nur die Gruppe der fiir einen Wirbel 
notwendigen Bedingungen exakt angegeben, sondern das Ergebnis wird 
auch noch geometrisch ausgewertet. Beides fehlt bei Dulac. 

Um die Rechnung einigermafen zu vereinfachen, wird die Differential- 
gleichung in folgender Form geschrieben: 





,_ _#+ax*+ (2b+a)zy+ecy® 
¥ =~ y+ be + ep pzyt ay 
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Fiir « = 0 und £ = 0 erhilt man als Lésungen eine algebraische Kurven- 
schar mit der Gleichung 


S@+y)+Gertbaytery+ ty = Const. 

Fiir die erste StrudelgréBe erhilt man den Ausdruck 

D, = j[a(a+¢)— Bo + dd). 
Fir einen Wirbel muB also die Beziehung gelten: 
a(a+c) = f(b+d). 
Nun werden drei Fille unterschieden: 

1. Es ist gleichzeitig (a+c)=— 0 und (6+d)=0; diese Eigen- 
schaft erweist sich als invariant gegeniiber Drehungen des Koordinaten- 
systems um den Ursprung. 

2. Es verschwindet eine der beiden GréBen und die andere ist von 
Null verschieden. 

3. Beide GréBen (a+ c) und (6+ d) sind von Null verschieden. 
Dreht man in diesem Fall das Koordinatensystem um den Winkel 9, be- 


FS) so wird die GréBe (a +c) 
zu Null, (6+ d) aber bleibt von Null verschieden. Ohne die Allgemein- 
heit der Untersuchung zu beschrinken, kann man also annehmen, daB 


neben dem ersten Fall nur noch der zweite, (a+c)=0, (b+ d) + 0, 
vorkommt. 


Erster Fall: (a+c) = 0, 
(6+ d) = 0. 
In diesem Fall liegen schon zwei Bedingungen vor, und es wird sich 
ergeben, daB diese beiden Bedingungen immer einen Wirbel bestimmen, 
daB sie also die Matrix von unendlich vielen Wirbelbedingungen sind. 
Dreht man die Koordinatenachsen um einen Winkel ¢, so erhalt 2° 
im Zahler der transformierten Differentialgleichung den Koeffizienten a, 
bestimmt durch die Gleichung (c = — a, d = — b gesetzt): 
(1) @ = acos*@ + (« + 36) cos’ psin p + (8 — 3a) cos psin*® m — bsin’® ». 
Es 148t sich also g immer so bestimmen, daB a =0 wird. Die neue 
Differentialgleichung hat also die Form: 
y/ Sa x +any 
y+ baet+ery—by* 
Daraus sieht man, da auBer dem Ursprung immer noch eine zweite 


stimmt durch die Gleichung tgg = 





singulare Stelle im Punkt (0, t) und eine gerade Integralkurve, 


=— =, vorhanden ist. Auf dieser Integralgeraden liegen die beiden 
anderen singulairen Stellen, sofern sie existieren. 
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Um die Singularitét im Ursprung zu untersuchen, schaffe man den 





































singuliren Punkt (0, i) durch die projektive Transformation z = EST y 
y=j . ins Unendliche. Dadurch erhalt man die Differential- 
T UJ 


gleichung 
(2) »_ _ Fil + (@+26)n + O(a + 6) n*) 
’ ntitee—ba+oe] ’ 
bei der sich die Trennung der Variablen durchfiihren laBt. Aus 
(3) te =- : 
(1 + bn)(1 + (a + 5) ny) 1+c&—b(a+b) & 
erhalt man durch Reihenentwicklung die Lésung in der Form 


(4) 4( + n°) — g[e&* + (a + 2b) n°] + ... = Const., 

oder in den urspriinglichen Koordinaten 

(5) 4 (a* +- y*) — t[ex® —3b2* y+ (a — db) y*] + ... = Const. 

Die Reihe hat nach ihrer Konstruktion einen leicht zu bestimmenden, 
von Null verschiedenen Konvergenzbereich. Also sind die Integralkurven 
in der Nahe des Ursprungs geschlossen. 

Damit wire auf Grund der urspriinglichen Fragestellung dieser erste 
Fall erledigt; das Ziel kann aber weiter gesteckt werden, da das Integral- 
kurvenfeld der ganzen Ebene iibersehen werden kann. 

Betrachtet man bei der Lésung der Differentialgleichung (3) die 
oben eingefiihrte Funktion (4) in ihrer urspriinglichen transzendenten 
Darstellungsform, ausgedriickt durch log- und arc tg-Funktionen, so findet 
man, daS der betrachtete Zweig dieser unendlich vieldeutigen Funktion 
fiir reelle Werte der Veriinderlichen und der Funktion in dem ganzen 
Bereich eindeutig und stetig ist, in dem die Nenner nie verschwinden. 
Da auBerdem der Ursprung das einzige Extremum in diesem Gebiet ist, 
nimmt die Funktion auf dem Rand des Bereiches den Wert + Unendlich 
an. Also ist dieser ganze Bereich mit geschlossenen Integralkurven bedeckt. 
Die Grenzen des Bereiches sind aber Geraden, die selbst Integralkurven 
sind. Diese letzten Ergebnisse gelten auch fiir die (z,y)-Ebene, wobei 
insbesondere die unendlich ferne Gerade, hervorgegangen aus 1 + by = 0, 
Integralkurve und damit eventuell Grenze des obigen Bereiches ist. 

Um alle Méglichkeiten der Uberdeckung der Ebene mit Integral- 
kurven iiberblicken und ordnen zu kénnen, gehe man von folgendem 
Satz aus, der nach dem Vorhergehenden fast selbstverstindlich ist: Zu 
jeder reellen Wurzel der Gleichung (1) gehért eine reelle singulare Stelle 
und eine reelle Integralgerade, und umgekehrt. Die Richtung vom Ur- 
sprung nach der singularen Stelle steht senkrecht auf der Integralgeraden. 
(Zusammenstellung im Anhang.) 
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Zweiter Fall: (a+c)=0, 
(6+ d) +0. 
Auf Grund der ersten Wirbelbedingung «(a+ c) = 8(b+d) kann ein 
Wirbel nur auftreten, wenn 8 = 0 ist. Nun sind zwei Unterfille zu 
unterscheiden : 
1. a= ec=0; die Differentialgleichung, bei der die erste Wirbel- 
bedingung erfiillt ist, hat die Form: 
‘ z+(2b+a)z ? x az 
¥ = — apa le -—-cer 
Das Feld ist also symmetrisch in bezug auf die z-Achse; die Integral- 
kurven sind demnach in der Nahe der singuliren Stelle sicher ge- 
schlossen. 
2.a@=-—c+0; durch eine Dehnung vom Ursprung aus kann 
erreicht werden, daB a = —c = 1 ist. Die fiir geschlossene Kurven in 
Frage kommenden Differentialgleichungen haben also die Form 
, z+294+(2b+a)zy—y? 
Y = ——yFbxe—Bays+dy 








Fiir die zweite StrudelgréBe erhilt man, abgesehen von einem Zahlen- 
faktor, den Ausdruck: D, = a*(6-+d)+5a(b+d)’. Da (6+d)+0 
ist, verschwindet D, nur fiir « = 0 und fiir « = —5(6+d). Im ersten 
Fall stellt die Kurvenschar 


+ (2? + y*) + ee tbaty— ry’ + fy = Const. 
die Lésungen der Differentialgleichung dar; also tritt bestimmt ein Wirbel 


auf. Fiir die weitere Untersuchung ist demnach nur noch die Differential- 
gleichung: 
,_ 2+22?—(3b+5d)rzy— y? 
Y= yor —tay tay 
vorhanden. Fiir sie erhailt man als dritte StrudelgréBe 
D, = (6+ dj (bd + 2d + 1). 
_ @@+)) 





Ein Wirbel kann also nur auttreten fiir b = . Fir d = 0 ist 
D, + 0; deshalb kann man auf die weiter zu untersuchende Differential- 
gleichung 














it eee eg 
.e' y—2 PAN sey tay? 
die Dehnungstransformation z = dz, y = dy anwenden. Dadurch erhilt 
man y = — r ee eee SS ETE a und als vierte StrudelgréBe 
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ein Polynom 13. Grades in d mit nur ungeraden Exponenten und lauter 
positiven Koeffizienten. Dieser Ausdruck verschwindet also nur fir 
d=0. Dies ist in Ubereinstimmung damit, daS durch die uneigent- 
liche Transformation fiir d= 0 die Differentialgleichung symmetrisch 
wird, der Strudel also in einen Wirbel iibergeht. 

Im wweiten Fall tritt ein Wirbel also nur dann auf, wenn entweder 
das Feld zu einer Ursprungsgeraden azxialsymmetrisch ist oder die Diffe- 
rentialgleichung sich als vollstindiges Differential einer algebraischen Funk- 
tion dritter Ordnung schreiben lift. 


Zusammenfassung. 
Das Integralkurvenfeld der Differentialgleichung 
vs ataz?+(2b+a)ry+cy? 
¥ =~ y+ba+ QotAzyt+dy 
hat den Ursprung in drei Fallen zum Wirbelpunkt, die durch folgende 
(algebraische oder geometrische) Bedingungen gekennzeichnet sind: 
I. Fall: 





(a+c)=0 und (64+ d)=0. 
Die drei singularen Stellen auBerhalb des Ursprungs bilden ein Dreieck, 
das den Ursprung zum Hohenschnittpunkt hat. 


Il. Fail: 
te .r aie 
| ee C7 trae und ak® —3bk°+ 3ck—d = 0. 


Die vier singuliren Stellen bilden ein Drachenviereck, dessen Symmetrie- 
achse durch den Ursprung geht. 
IIT. Fall: 
a=0 und £=0. 

Die vier singularen Stellen bilden ein Viereck. Jeder Dreistrahl vom 
Ursprung aus, bestehend aus 

einer Vierecksseite, 

der Parallelen zur Gegenseite, 

dem Lot auf der andern, vom Ursprung ausgehenden Seite, 
halbiert jede Strecke, die auf der vom Ursprung ausgehenden Diagonale 
senkrecht steht. Die Mitte der Strecke liegt auf dem letztgenannten 
Strahl. . 


Anhang: 


Die Wirbelkurvenbilder der Dulacschen Differentialgleichung. 
Fall I: 


(a+) =0, 
(6+d)=0. 











— + * 
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Es treten insgesamt vier Integralgeraden auf, unter denen sich jeweils 
die unendlich ferne Gerade befindet. Die endlichen Geraden kénnen zu- 


einander nicht parallel sein. Das von ihnen gebildete Dreieck hat den 


Ursprung zum Hohenschnittpunkt. 
Fallunterscheidungen: 


A. Alle Geraden sind reell. 

a) Es fallen keine Geraden zusammen (Fig. 1). (Fig. 1 ist, wie alle 
folgenden Figuren, projektiv zu betrachten; jede der gezeichneten Geraden 
kann als unendlich ferne Gerade angesehen werden, und umgekehrt.) 


IN ZA 


WS 


“aa 1. Fig. 2. 








b) Zwei Geraden fallen zusammen (Fig. 2). Ist die Doppelgerade im 
Unendlichen, so stehen die beiden andern aufeinander senkrecht. 

c) Drei Geraden fallen zusammen (Fig. 3). 

d) Ausgearteter Fall: alle vier Geraden fallen im Unendlichen zu- 
sammen; die Integralkurven sind die konzentrischen Kreise. 

B. Zwei Geraden sind nicht reell. AuBer der unendlich fernen 
Geraden tritt immer noch eine reelle Integralgerade auf. Diese Gerade 
trennt die Ebene in zwei Teile. Der eine 
Teil, in dem der Ursprung liegt, ist immer von 
geschlossenen Integralkurven iiberdeckt. Im 
anderen Teil liegt der reelle Schnittpunkt der ah ae 
beiden konjugiert komplexen Integralgeraden 
als singularer Punkt. Dieser Teil ist im all- 
gemeinen mit spiralférmigen Integralkurven 
tiberdeckt. Nur in dem Fall, daB die Gerade 
durch die beiden singuléren Punkte Symmetrie- 
achse fiir das Richtungsfeld ist, sind beide 
Teile von geschlossenen Integralkurven iiberdeckt. 
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Fall II: Symmetrische Felder. Die Differentialgleichung 


pia za +azy 
¥ = — SFbe yoy 
hat zu speziellen Integralkurven: 


a) Die unendlich ferne Gerade. 
b) Die Gerade y = ——. 


a 
c) Den Kegelschnitt = Ay’? + 2 By + C, wobei 
ae _ ¢—a-—b_. = a+b—ec 
A= — aye B= Gitte CO “Te HeT ID 

ist. Singulire Punkte sind: 

a) Auf der Symmetrieachse der Ursprung und der Punkt P(0, - =). 

b) Die Schnittpunkte der Integralgeraden mit dem Integralkegel- 
schnitt. 

Das Integralkurvenbild wird im wesentlichen durch drei GréBen 
bestimmt: 

1. Durch die GréBe <—. Ist diese GréBe positiv, so ist die sin- 
gulire Stelle P ein Wirbelpunkt. Ist sie negativ, so tritt ein Sattel- 


punkt auf. Ist sie Null oder Unendlich, so tritt eine héhere Sin- 
gularitaét auf. 











2. Durch die GréBe “> ©. Ist diese GréBe positiv, so sind die unter 
b) verzeichneten singuliren Punkte reell. Ist sie negativ, so sind sie 
imaginar; ist sie Null, so fallen sie zusammen, d. h. Integralgerade und 
-kegelschnitt beriihren sich. 

3. Durch die GréBe = + ;: Ist sie positiv, so ist der Kegelschnitt 
eine Ellipse; negativ, eine Hyperbel. Ist sie Null, so erhalt man eine 


Parabel; ist sie Unendlich, so erhilt man die doppelt zu zihlende Integral- 
gerade y = — =. 


a 





Durch eine projektive Transformation kénnen die beiden Integral- 
geraden ineinander iibergefiihrt werden. Aus 
P z +azy 


y >= —S OO. 
y+ bx + cy? 
wird dadurch 


x +azxy 

y — (a +5) 2? + (a—c)y*° 

Diese Transformation fiihrt demnach die erste GréSe in ihren reziproken 
Wert, die zweite dagegen in die entgegengesetzte dritte, und die dritte in 
die entgegengesetzte zweite iiber. Differentialgleichungen mit verschiedenen 





y=- 
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bestimmenden GréBen kénnen demnach projektiv gesehen trotzdem die- 
selben Integralkurvenbilder haben. 


Fallunterscheidungen: 


A. Die Wirbelfalle: <u * 





ist eine endliche, positive Zahl. 





a—c c 
b a+b 

lL + + Fig. 4. 

2. + — Unméglich. 

3. + co Unméglich. 

4. — + Die Ebene zerfillt durch die Integralgerade in zwei 
Teile, die beide mit geschlossenen Integralkurven 
iiberdeckt sind. 

5. — — Projektives Bild von Fig. 4. 

6. — co Wie bei Fall 4. 

7. co + ce th. get 

8. co — Unméglich. 

9. co oc 

ee ‘i, ae Ca 
Y\— a 





6 ~—7 
\YWi g 


Fig. 4. Fig. 5. 


B. Die Sattelfiille: “——* ist eine endliche, negative Zahl. 








od Se OER 
b a+b 
lL + +- Typenbild Fig. 5. Die Ellipse umschlieBt den Ur- 
sprung, wenn +> negativ ist. Ist a= — 2b, so 
zerfallt die Ellipse in die beiden Integralgeraden. 
2+ — Fig. 6 und Fig.7, sowie ihre projektiven Bilder. 


AuBerdem treten die Fille auf, in denen die Hyperbeln 
in Geradenpaare zerfallen. 


co Fig. 5 (ohne Ellipse). 














a 


<< 
) 










22? PF 


errr 


Fig. 8. 
_ co 
0 + 
co == 
co co 


. Die Sonderfille: 


@a—-c a—ece 
c 


|}+ooo®™ 


0 
0 
0 
oo 
0° 


M. Frommer. 


Fig. 8. Die Integralgerade kann auch mit der un- 
endlich fernen Geraden zusammenfallen. Sie kann 
auBerdem, vom Ursprung aus gesehen, dem Sattelpunkt 
gegeniiber liegen. 


1 WY 
( 





















Fig. 9. Fig. 10. 
Projektives Bild von Fig. 5. 
Fig. 8. 
Fig. 8. 


Fig. 8 mit entgegengesetzt liegender Integralgeraden. 
Fig. 8. Die Integralgerade liegt im Unendlichen. 


c 





a+b 
+ Projektive Bilder der Fig. 9 (siehe unter 5.) 
- Fig. 10. 
oo Fig. 3. 
0 Projektives Bild von Fig. 10. 
0 Fig. 9. Die Singularitét im Unendlichen sieht 


verschieden aus, je nachdem nur zwei oder 
unendlich viele Integralkurven in sie ein- 
miinden. Im letzten Fall kommt es darauf 
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an, ob die unendlich ferne Gerade beidseitig 
oder nur einseitig von diesem Integralkurven- 
biischel beriibrt wird. 
6. oo oo 0 Projektives Bild der Fig. 3. 
7. unbest. 0 0 Fig. 11. 
8. O unbest. 1 Mannigfaltigkeit | unwesentlich _singularer 
" z(l+ay) 
Punkte: y= y(l+ay)’ 
9. co —1 unbest. Mannigfaltigkeit | unwesentlich  singulirer 
Punkte: y’ = — at 
zi y? 





Lésungen: 
Fall III: Algebraische Kurvenscharen dritter 


Const. 
Ordnung. pate 
A. Mit einer reellen Asymptoten. 
a) AuBerhalb des Ursprungs gibt es nur noch (°) 


eine reelle Singularitat (Fig. 12). 
b) AuBerhalb des Ursprungs gibt es drei 
reelle, getrennt liegende Singularitiaten (Fig. 13). 


Fig. 12. Fig. 13. 


Y NS 


Fig. 14. 


Fig. 11. 


Fo 
Y 
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c) AuBerhalb des Ursprungs gibt es eine Doppelsingularitaét und eine 
einfache Singularitét. Die Gestalt der Integralkurven ergibt sich durch 
stetige Veriinderung aus Fig. 13. 

d) AuBerhalb des Ursprungs gibt es eine dreifache Singularitét. Das 
Feld ist axialsymmetrisch. Projektives Bild zu Fig. 9. 

B. Mit drei reellen Asymptoten. In diesem Fall treten auferhalb 
des Ursprungs immer drei reelle, getrennt liegende Singularitaéten auf, die 
alle zum Satteltyp gehdren (Fig. 14). 

C. Zwei Asymptotenrichtungen stimmen miteinander iiberein. In 
diesem Fall ist immer die unendlich ferne Gerade Doppelasymptote (Fig. 15). 

D. Alle Asymptotenrichtungen stimmen miteinander iiberein. Das 
Feld ist axialsymmetrisch. Siehe dort B, 9. 


(Eingegangen am 20. 6. 1933.) 

















Uber das Irrfahrtproblem. 


Von 


I. Petrowsky in Moskau. 


Zusammenfassung. 


Es wird die stationére Irrfahrt eines Punktes in einem mehrdimensionalen 
Raum betrachtet (das Wort stationdr soll bedeuten, daB die Wahrscheinlichkeit 
des Ubergangs aus einer Lage P in eine Menge M nur von P und M, nicht aber 
von der Zeit und von der Vorgeschichte des wandernden Punktes abbangen soll). 
Es wird festgestellt, da8 die Wahrscheinlichkeit u(P) dafiir, daB der wandernde 
Punkt, von P ausgehend, ein Gebiet G > P zum ersten Male in einem Punkte eines 
vorgegebenen Teils seiner Begrenzung verlaBt, im Limes einer partiellen Differential- 
gleichung von elliptischem Typus geniigt. Die Ermittlung von u(P) wird als ein 
Spezialfal! einer allgemeineren Aufgabe (,,Verailgemeinertes Dirichletsches Problem‘) 
aufgefaBt. Dieselbe Methode, die zur Aufstellung des erwihnten wahrscheinlichkeits- 
theoretischen Grenzwertsatzes fihrt, erlaubt dann, die Méglichkeit der angeniherten 
Lésung des Dirichletschen Problems in einem Raum von beliebig vielen Dimensionen 
mittels Differenzengleichungen zu beweisen. 


§ 1. 
Einleitung. 

1. Wir betrachten einen IrrfahrtprozeB, der in der schrittweise er- 
folgenden Lageninderung eines Punktes in einer euklidischen Ebene‘) 
besteht. Befindet sich der bewegliche Punkt augenblicklich an der Stelle 
(z, y), so soll w(x, y, A) die Wahrscheinlichkeit dafiir bezeichnen, daB seine 
nichstfolgende Lage der Punktmenge A angehért; diese Wahrscheinlichkeit 
wird immer von der Vorgeschichte der Wanderung unabhingig angenommen. 

Die Funktion w(z,y,A) soll folgenden Anforderungen geniigen: sie 
ist fiir alle z,y und alle im Borelschen Sinne meSbaren Punktmengen A 
der gegebenen Ebene EF definiert, nicht-negativ, additiv in bezug auf A 
und im Borelschen Sinne meBbar in bezug auf x und y; ferner soll 
w(z,y, EZ) = 1 sein ®). 


1) Ganz dhniiche Retrachtungen gelten auch im mehrdimensionalen Raum; 
nur der kiirzeren Schreibweise halber ist hier der zweidimensionale Fall gewahlt. 
2) Vgl. A. Kolmogoroff, Math. Annalen 104 (1931), S. 415—458, auch betreffe 
der im folgenden benutzten Bezeichnungen. 
Mathematische Annalen. 109. 28 
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Bedeutet nun w,(z,y,A) die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 der be- 
wegliche Punkt, von der Lage (z,y) ausgehend, sich nach n Schritten 


innerhalb der Punktmenge A befinden wird (der Weg, auf dem: der in 
Irrfahrt begriffene Punkt aus einer Lage in eine andere kommt, soll zu- 


nachst ganz auBer acht gelassen werden), so besteht offenbar die Gleichung 
Wy +1 (z, y, A) = Jualé, n, A) w (2, y, dB). 


Nun sei U eine festgewaihlte, im Borelschen Sinne meBbare Punkt- 
menge, und p,(z,y) bedeute die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der 
wandernde Punkt, von der Lage (z, y) ausgehend, in héchstens n Schritten 
die Menge U erreicht. Offenbar ist 


Pn(z,y) = 1 (m = 0,1,2,...) auf U, 
Po (x, y) = 0, 
Mn +1 (2, y) = | pa(€,n)w (2, yd B) (n = 0,1,2,...) ; SuSerhalb U. 


Sind U’ und U” komplementire Teilmengen von U und _ bedeutet 
v, (x, y) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der bewegliche Punkt, von der 
Lage (x,y) ausgehend, in héchstens n Schritten die Menge U’ und zwar 
frither als die Menge U” erreicht, so ist 


v,(z,y) = 1 auf UV’, 

v, (z,y) = 0 auf VU”, 

0 (2,y) = 0, m4i(z,y) = J vn (§, 1) w (2, y. dB) 
: auBerhalb U 


Diese Gleichungen definieren die Funktion v,(z,y) vollstindig. Im 
Fall U’ = U ist natiirlich 
Un (L,Y) = Pn (2, y)- 
Da v,(z,y) bei wachsendem n offenbar nicht abnehmen kann und anderer- 
seits immer < 1 bleibt, so ist 


lim v, (zy) = v(z, y) 


(1) (n =0,1,2,...). 





vorhanden. Offenbar bedeutet v(z,y) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 
der wandernde Punkt, von der Lage (zx, y) ausgehend, nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten die Menge U’ erreicht, und zwar friiher als die 
Menge U”. Offenbar ist 


v(z,y) = 1 auf U’, 
v(z,y) = 0 auf U”", 
(2) v(z,y) = [re n) w(z,y,d 2) auBerhalb U. 











8 


ie 
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Im folgenden wollen wir unter anderem speziell den Fall betrachten, daB 
nur die Punkte eines bestimmten quadratischen Gitters als mégliche Lagen 
auftreten. Wenn wir dann noch voraussetzen, daB der in einem Schritt 
zuriickgelegte Weg immer die Lange A der Gitterquadratseite haben muB, 
geht die Gleichung (2) in die folgende Differenzengleichung iiber: 


v(z,y) = v(a@+h,y)-w(x + h,y) + v(@ — h,y)- wile —h, y) 
+ v(z,y + h)-w(z,y +h) + 0(2,y — h)- w(x, y — A). 
Hierin bedeutet w(,) die Wahrscheinlichkeit des Uberganges 
(x, y) > (&,); der Ausgangspunkt (z, y) ist dabei ein beliebiger Gitterpunkt, 
der Kiirze halber fehlen seine Koordinaten in der Bezeichnung. Die Be- 
dingung [ w(x, y,dE) = 1 gibt hier 


(3) 


(4) w (x 4-h, y) + w(@ — hy) + w(z,y +h) + w(z,y —h) = 1. 

2. Das verallgemeinerte Dirichletsche Problem. Wir haben in 1. die 
Existenz einer fiir alle Punkte von E — U giiltigen Lésung v(z,y) der 
Gleichung (2) festgestellt, die den Bedingungen 


v(z, y) = 0 auf U”, 
v(z,y) = 1 auf U’ 


geniigt. Es liegt nahe, diese Fragestellung dahin zu verallgemeinern, daB 
die gesuchte Lésung auf U die Werte einer beliebigen beschriinkten und 
im Borelschen Sinne meSbaren Funktion annimmt. Diese Aufgabe wollen 
wir als verallgemeinertes Dirichletsches Problem (kurz VDP) bezeichnen. 
In §2 soll die Existenz der Lésung dieser Aufgabe bewiesen werden. 
Was die Eindeutigkeit der Lésung betrifft, so lat sich diese unter ge- 
wissen Zusatzbedingungen ebenfalls begriinden; eine hinreichende Bedingung 
bildet z. B. die gleichmaBige Konvergenz der in 1. erklirten Funktion 
Pn (x,y) gegen 1 fiir moo, die wir im folgenden kurz als Bedingung A 
bezeichnen wollen. Wegen p, (x,y) > w,(z,y,U) geniigt a fortiori, daB 
fiir n-> co die Funktion w, (z,y,U) gleichmaBig in bezug auf z und y 
gegen 1 konvergiert. 

3. Der Grenzwertsatz. Nun sei E —U ein Gebiet G; die auf U 
definierte Funktion v(z, y) sei stiickweise stetig, wobei ihre Unstetigkeits- 
kurven keine gemeinsamen Kurvenstiicke mit der Begrenzung von G haben 
sollen. Ohne diese gegebenen Werte von v(z,y) auf U zu beeinflussen, 
wollen wir die Funktion w(z,y,A) einer Anderung unvterwerfen, indem 
wir sie von einem Parameter 4 abhingig machen und dementsprechend mit 
w,(z,y, A) bezeichnen. Die Anderung soll auf solche Weise erfolgen, da8, 
wenn unter f,,(A) eine passend gewihlte, noch von dem Punkt (z, y) ab- 
hingige und fiir 4 +0 gleichmaBig in bezug auf z und y gegen Null kon- 
28* 
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vergierende positive Funktion des Parameters 4 verstanden wird, 
unendlich kleines A die folgenden sieben Grenzrelationen: 

















7 as] — x) w, (2, y, dE) > M, (2, y), 
oy! E 
ay | — y) wy, (x, y,a B) + M,(z, y), 
E 
(5) aa) e- 2 w, (x, y,d BE) > Mz2(z,y), 
Eg 
a) E-2n— Mele 4 dB) > Mela, 9, 
i To (n — y)* wa (x, y,d B) > M,, (2, y), 
E 








| « — 2) w, (x, y,d £) + 0, 


(6) ie 
|, <, (n — yi (2, yd E) + 0 

gelten, wobei K,, einen Kreia von beliebigem aber festem Halbmesser 

um (z,y) bedeutet, und die in (5) rechtsstehenden Funktionen innerhalb 

und auf der Begrenzung von G samt ihren Ableitungen bis zur zweiten 

Ordnung einschlieBlich stetig sind. 

In §3 wird bewiesen, daB die Lésung v,(xz,y) des der Funktion 
w,(z,y,A) entsprechenden verallgemeinerten Dirichletschen Problems fiir 
A +0 gleichmdfig in jedem samt seiner Begrenzung innerhalb G liegenden 
Gebiet gegen diejenige innerhalb G reguliire Lésung u, (x, y) der Differential- 
gleichung 


(7) Moe %-+ 2Mey SS +My os + 2M, 2% + 2M,2% = 0 


way 


konvergiert, deren Werle an der Grenze von G mit denjenigen der pa 
Funktion v(x, y) tibereinstimmen. 

Dabei soll eine Lésung der Gleichung (7) reguldér heiBen, wenn sie 
stetige Ableitungen bis zur zweiten Ordnung einschlieBlich besitzt. 

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist 

M,.M,, = Mi,; 

wir wollen voraussetzen, daf innerhalb G das Gleichheitszeichen nicht 
auftritt, so da8 die Gleichung (7) von elliptischem Typus wird. 
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Fiir das Irrfahrtproblem ergibt sich hieraus, daB v(x, y) gegen die- 
jenige Lésung von (7) konvergiert, welche durch die Randbedingungen 
festgelegt wird: v(z,y) = 1 auf dem zu U" gehérigen Teil L’ der Be- 
grenzung von G und v(z,y) = 0 auf dem iibrigen Teil L” dieser Be- 
grenzung. Wenn man dazu voraussetzt, daB der wandernde Punkt nur 
geradlinige Schritte machen kann, die eine gewisse, mit 4 gegen Null ab- 
nehmende Linge nicht iibertreffen, so ergibt sich, daB dieselbe Lésung 
von (7) auch als Limes der Wahrscheinlichkeit dafiir erscheint, daB L’ 
vor L” erreicht wird (unmittelbar kann das natiirlich aus dem friiheren 
Ergebnis nicht gefolgert werden, denn da war ja die Bahnform ganz auBer 
acht gelassen). 

Wenn der bewegliche Punkt ganz speziell nur Schritte einer be- 
stimmten, mit A gegen Null abnehmenden Linge machen kann und alle 
Fortschrittsrichtungen gleichwahrscheinlich angenommen werden, so kon- 
vergiert v(z,y) gegen die durch die gegebenen Randbedingungen definierte 
harmonische Funktion. Diesen Spezialfall hat Herr R. Liineburg betrachtet’). 

Die Anwendung auf den Fall der Gitterirrfahrt ergibt eine Lésungs- 
methode der Gleichung (7) mittels Zuriickfiihrung auf eine Differenzen- 
gleichung. Das wird im Anhang II dargelegt. 


§ 2. 
Das verallgemeinerte Dirichletsche Problem. 


1. Die beschriinkte und im Borelschen Sinne meBbare Funktion v (2, y) 
sei auf U definiert. Es wird verlangt, thre Werte auf E —U derart fest- 
zulegen, daB daselbst 


(8) v(z,y) = [v(é,n)-w(z, y,dB) 

E 
gilt, wobei w(x, y, A) eine vorgegebene Funktion der in §1, 1. erklarten 
Art ist, und U eine im Borelschen Sinne meBbare Menge bedeutet. 


8) R. Liineburg, Das Problem der Irrfahrt ohne Richtungsbeschrankung und 
die Randwertaufgabe der Potentialtheorie, Math. Annalen 104 (1931), 8. 700—738. — 
Der Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeitsrechnung und Randwertpro- 
blemen elliptischer partieller Differentialgleichungen wurde schon seit einer Reihe 
von Jahren von Herrn R. Courant in Géttingen betont. Die Durchfiihrung dieser 
Ideen wurde, abgesehen von einigen Bemerkungen in der Arbeit ,,Uber die partiellen 
Differenzengleichungen der mathematischen Physik*‘ von R. Courant, K. Friedrichs 
und H. Lewy, Math. Annalen 100, 8.32ff., in der zitierten Dissertation von 
R. Lineburg gegeben. (Vgl. auch den in Vorbereitung befindlichen Band II der 
»Methoden der mathematischen Physik“ von Courant und Hilbert.) Die vorliegende 
Arbeit bezieht sich auf das Problem in seiner vollen Allgemeinheit. 
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Der Beweis fiir die Existenz einer Lésung dieser Aufgabe wird ganz 
analog zum in §1, 1. betrachteten Spezialfall erbracht. Zunichst defi- 
niere man die Funktionenfolge v,(z,y) durch die Bedingungen: 


v, (z,y) = v(z,y) auf U (n = 0,1,...), 
v, (z,y) = m, 
(9) wm 41 (2, y) = Jv (6.1) w (2,9, a) (n = 0,1,...) auf F—U, 
wobei m die untere Schranke der Funktion v(z,y) auf U bedeutet. 
Man sieht sofort ein, daB in der ganzen Ebene E 
Un +1 (2, ¥) = Un (2, y) 


ist; denn fiir n = 0 folgt das wegen w(z,y,#) = 1 aus der Definition 
von v,(z,y), und fiir héhere n liefert (9) die erforderliche Induktion. 
Ferner ist offenbar v,(z,y) << M, wenn M die obere Schranke von 
v, (x, y) bedeutet. Folglich ist fiir alle z, y 


lim v, (z, y) = v(z, y) 
vorhanden, und der offenbar erlaubte Grenziibergang in (9) liefert 
v(z,y) = [v(6.n) (29,48) 
auf EF — U. 


2. Geniigt die Funktion w(z,y,A) der am SchluB von §1, 2. er- 
wihnten Bedingung A, so kann v, (x,y) auf E — U als beliebige beschrinkte 
und im Borelschen Sinne meBbare Funktion definiert werden, ohne daf 
dadurch die Konvergenz oder das Ergebnis des Iterationsverfahrens beein- 
fluBt wird. 


Beweis: Man setze 
us (x,y) = 1 — pa (2, y), 
wo p,(z,y) die in §1, 1. definierte Funktion bedeutet. Dann ist 
A. wus(z,y) = 1 auf F—U, 
B. wuf(z,y) = 0 auf U (n = 0,1,...), A 
C. uf., (2, y) = [enol 9,48) (n = 0,1,...) auf E—U, 





D. wuz(z,y) > 0 gleichmaBig in EF (n + 00). 
Setzt man andererseits 


u, (z,y) = v, (zy) — v(z, y), 
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so ist 


B’. wu,(z,y) = 0 auf U (an = 0,1, ...), 
C’. tn +1 (2, y) = J %» (En) @,y, dB) auf E—U (n = 0,1,...). 


Zu beweisen ist, daB gleichmaBig in EZ 
u, (x,y) +0 (n — co) 
ist. 
Bezeichnet man mit jm die obere Schranke von |u,(z,y)|, so ist 
offenbar wegen A., B. und B’. 


| uy (2, y)| S wus (x,y), 
und folglich wegen C. und C’. 


| Un (x, y)| S wun (x, y) (n = 0,1,...)5 
wegen D. ergibt das 
u, (z,y) > 0 (n + co) 
gleichmaBig in E, w. z. b. w. 

3. Oftmals kénnte die Bedingung A fiir praktische Anwendung wenig 
geeignet erscheinen; wir wollen ihr deshalb die folgende, etwas engere, 
aber dafiir wesentlich leichter iibersehbare Bedingung B an die Seite 
stellen: 

Es gibt zwei positive Zahlen « und 5 von der Beschaffenheit, daf fiir 
alle x,y w(z,y, P+.) > 6 gilt; dabei bedeutet P, allgemein die Halb- 
ebene z > a. 

Fiir eine Menge E — U, die vollstindig innerhalb eines durch die Ge- 
raden & = a, und x = 2, begrenzten Streifens liegt, ist A eine Folge 
von B*). 

Beweis: Ist k eime feste ganze Zahl >a, 80 ist p, (zx, y) 


offenbar nicht kleiner als die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der wandernde 
Punkt bei jedem von k aufeinanderfolgenden Schritten seine Abszisse um ¢ 
vergroBert (denn in diesem Fall wird der Streifen (c = z,, x = z,) sicher 
verlassen); ist aber die Bedingung B erfiillt, so ist die letztgenannte 
Wahrscheinlichkeit gréBer als 6*, und somit 

(10) 1 — p(z,y) < 1— & 

fir alle z,y; sind nun sk Schritte vollendet, so ist 1 — p,,(z,y) die 
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der wandernde Punkt immer noch den er- 
wahnten Streifen nicht verlassen hat; und werden die sk Schritte in s 
Gruppen von je k nacheinanderfolgenden Schritten eingeteilt, so mu8 der 


*) Selbstverstandlich kann hier und im Wortlaut der Bedingung die ausge- 
zeichnete z-Richtung durch eine beliebige andere ersetzt werden. 
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wandernde Punkt in diesem Fall auch wihrend jeder einzelnen Schritt- 
gruppe im genannten Streifen verbleiben, was jedesmal nach (10) eine 
Wahrscheinlichkeit < 1— é6* hat, wo auch der Ausgangspunkt fiir die 
betreffende Schrittgruppe liegen mag. Das liefert 


1 — p,x(Z, y) Se (1 — &) — 0 (s > oc) 
und folglich, da p,(z,y) mit wachsendem n nicht abnehmen kann, auch 
Px(z,y) > 1 (n —» co), 


w. z. b. w. 

4. Die Bedingung B ist insbesondere im friiher erwihnten Liineburg- 
schen Fall erfiillt. Im Fall der Gitterwanderung erhilt die Bedingung B 
unter Beibehaltung der in § 1 benutzten Bezeichnungen die Form 

w(z+h,y)> 64 
fiir alle z, y. 

Der in 2. bewiesene Satz zeigt, daB im Fall, wenn diese Forderung 
erfiillt ist und die Menge Z — U in einem Streifen (cx = z,, z = 2,) ein- 
geschlossen ist, das verallgemeinerte Dirichletsche Problem fiir die Diffe- 
renzengleichung gelést werden kann unter Zugrundelegung einer beliebigen 
Ausgangsfunktion v, (z, y). 

Endlich folgt aus dem in 2. bewiesenen Satz auch die Eindeutigkeit 
der Lésung, wenn A (also bei zutreffender Form des Gebiets Z — U auch 
wenn B) erfillt ist. Denn eine andere eventuell vorhandene Lésung 
miiBte sich einerseits bei der Iteration reproduzieren, andererseits aber im 
Limes v(z,y) ergeben. 


§ 3. 
Der Grenzwertsatz. 

1. Obere und untere Funktionen®). Die Funktion % (z,y) soll eine 
obere Funktion fir ein vorgegebenes VDP heifen, wenn sie die Eigen- 
schaften besitzt: 

1. 0(z,y) ist beschriankt und im Borelschen Sinne meBbar; 

2. 0(z,y) > v(z,y) auf U; 


3. 0(z,y) = JPEnw(ay. dB) in EF —U. 


Die unteren Funktionen werden durch dieselben Bedingungen mit 
umgekehrten Ungleichheitszeichen erklart. 
Im Fall, wenn die Bedingung A erfiillt ist, gilt fiir beliebige (z, y) 
0(z,y) => v(z, y). 
5) Die Methode der oberen und unteren Funktionen ist in ihrer Grundidee 


zuerst von Herrn O. Perron [vgl. Math. Zeitachr. 18 (1923), S.42—54, Line neue 
Behandlung der ersten Randwertaufgabe fiir 4 u — 0] eingefiihrt und benutzt worden. 
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Beweis: Die Werte von #(z,y) auf U definieren ein VDP, dessen 
wegen A eindeutige Lésung v*(z,y) heiBen mége. Dann ist iiberall 


(11) v* (z, y) > v(z, y); 


denn auf U gilt das nach Definition; und auf ZF —U kann zunichst, 
wenn wir die beiden Probleme nach der Iterationsmethode behandeln, 
vs; > v, gewahlt werden, wonach die Iterationen vy > v, und im Limes 
v* > v ergeben. Andererseits ist aber iiberall 


(12) 0(z, y) > v* (z, y); 


denn zunichst kann v} (zx, y) so gewahlt werden, da8 iiberall 0 (z, y) > v}(z, y) 
ist; und danach ergibt sich aus der Eigenschaft 3. von i(z,y), daB fiir 
jedes n (x,y) => vn (xz,y) und folglich im Limes (12) gilt; (11) und (12) 
ergeben den Satz. 

Die analoge Eigenschaft der unteren Funktionen wird selbstverstand- 
lich auf dieselbe Art bewiesen. 

2. Wir wollen nun voraussetzen, daB E — U ein endliches Gebiet G 
ist, dessen Begrenzung aus einer Kurve LZ mit stetig verianderlicher 
Kriimmung besteht, und da8 die auf U gegebene Funktion v(z, y) lings 
dieser Kurve stetig ist. ¢,, ¢,, ... bedeuten im folgenden beliebig klein 
wahlbare positive Konstanten. 

Wir betrachten die Gleichung 


eu 
225 x3 


Ou é 
dy 1 


2 2 
(13) M + 2Moy 55. + Myy 55 + 2Me5= + 2M, 
und bezeichnen mit u,, (z,y) diejenige innerhalb G geltende regulire 
Lésung dieser Gleichung, die auf Z mit v(z, y) iibereinstimmt. Nun voll- 
ziehen wir folgende Konstruktion: Durch jeden Punkt von Z ziehen wir 
die Normale zu dieser Kurve und tragen auf ihr beiderseits eine Strecke 
der Linge e«, ab; wegen der vorausgesetzten Regularitét von L werden 
fiir geniigend kleines e, diese Normalen keine Schnittpunkte haben; ihre 
Endpunkte innerhalb G begrenzen ein Gebiet G’ CG, ihre: auBeren End- 
punkte ein Gebiet G’, GCG”. Wir wollen nun jedem Punkte (z, y) 
von G einen Punkt (z’,y’) des erweiterten Gebietes G” zuordnen mittels 
folgender allgemeinen Regel: Ist (x,y) ein Punkt von G’, so soll (z’,y’) 
mit (x,y) zusammenfallen; ist aber (z, y) ein Punkt von G—G’ und ist 0 
seine lings der betreffenden Normalen gerechnete Entfernung von G’, so 
soll (z’,y’) auf derselben Normalen liegen in einer Entfernung 9 + «, 0° 
von G’. Durch diese Zuordnung wird offenbar G eineindeutig auf ein 


Gebiet G* c @” transformiert, welches G in seinem Innern enthilt; setzt 


man nup 


Ue, a (2’, y') = U,, (Z, y). 
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so ist die Funktion w,,,,,(z, y) innerhalb G* definiert, weicht fiir geniigend 

kleines e, auf L beliebig wenig von v(z,y) ab und geniigt innerhalb G 

der Ungleichung 
M 


eu 


Ou , 
exga t+ +2M, +e <0, 1e,. 


Bezeichnet man ferner mit e, das Maximum von |¥,, ,,(z,y) — v(z, y)| 
in G* — G, so wird offenbar «, mit ¢, beliebig klein. 
Nun setze man 

0, (z,y) = »(z,y) auBerhalb G*, 

0, (Z, y) = Us,,2,(Z,y) +, innerhalb G*, 
und dhnlich 

v,(z, y) = v(z,y) auBerhalb G*, 

v, (x,y) = U_.,,.,(Z,y) — €, innerhalb G. 
Es ist klar, daB fiir gegen Null konvergierende «, und e, die beiden Funk- 
tionen 0,(z,y) und v,(z,y) sich gleichmipig in G der in §1, 3. erwéhnten 
Lésung u, (x,y) der Gleichung (7) néihern*). 


*) Denn fiir «,— 0 konvergiert z. B. 6, (z,y) nach Definition innerhalb G 
gegen we, (z,y); und fir e,—~0 ist innerhalb G u:,(z,y)>u.(z,y), was man 
folgenderweise erschlieBt: Die Differenz te, (2, y) — ue! (2, y) gemiigt fiir e, > ¢; einer 
Gleichung der Form (13) mit negativer rechter Seite; ihr Minimum fallt daher auf 
die Begrenzung von G, wo sie aber verschwindet; folglich ist innerhalb@ wu, (z, y) 
eine nicht abnehmende Funktion von ¢, und, da aus Shnlichem Grunde innerhalb G 
u, (x,y) > Uo (2, y) ist, muB daselbst 

lim u, (2, y) = @(z, y) > u(x, y) 


70 
vorhanden sein. Es bleibt zu beweisen, daB @ mit u,) zusammenfallt. 

Ohne die Allgemeinheit zu beschranken, darf man voraussetzen, daB G den 
Koordinatenanfangspunkt enthalt. Wenn man in die linke Seite der Gleichung (13) 
statt « die Funktion g(z,y)— 2z*+y* einsetzt, wird sie offenbar fir alle 
Punkte eines gewissen ganz innerhalb @ liegenden Kreises K gréBer als eine posi- 
sive Konstante c ausfallen. Nun sei ut? (2, y) die Funktion, die auf der Peri- 
pherie von K mit wu, ,(y) zvsammenfallt, innerhalb K aber der homogenen 
Gleichung (7) geniigt. "Dew ist u, —wu innerhalb K eine Lésung von (13), hat 
also ihr Minimum auf der Kreisperipherie; dagegen geniigt die Funktion 


%,, M+ S(t +) 
einer Gleichung der Form (13) mit positiver rechten Seite, hat also ihr Maximum 
auf der Kreisperipherie; das ergibt in K 
& 
0 Ss %,, a < -y o*, 
wo 9 den Halbmesser von=K bedeutet. Folglich ist innerhalb K 
u (z, y) =e ui? (x, y). 


Nach einer von Feller [Math. Annalen 102 (1990), 8. 633] bewiesenen Verallgemeinerung 
des Harnackschen Satzes geniigt daher auch i (z, y) der Gleichung (7) innerhalb K; 
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3. Wir wollen nun den in §1, 3. angekiindigten Satz beweisen; es 
seien demnach alle daselbst erwaihnten Voraussetzungen erfiillt. 

Fiir gentigend kleine «, und 4 ist %,(z,y) eine obere, v,(x,y) eine 
untere Funktion des betreffenden VDP. 

Beweis: Es geniigt, die erste Hilfte der Behauptung zu beweisen; 
offenbar sind die Eigenschaften 1. und 2. der oberen Funktionen fiir 0, (z, y) 
erfiillt; es bleibt somit nur zu zeigen, daB fiir geniigend kleine A 


(14) 0. (z,y) = f 0 (§,n)w: (2, y, dB) 
Q 
gilt. 
Fiir jeden Punkt (z,y) von G bedeute K,, den Kreis um (z, y) vom 
Radius ¢}; offenbar ist K,, c G*, und folglich 


(15) ! 0. (€, 9) w(x, y, dE) = J [ue,, ee (€, 4) + &3) w, (2, y, dE) 


Key 


+ J %(E,n) wi (a, y, dB). 


E—Kzy 
Da nach Voraussetzung fiir A + 0 gleichmaBig in bezug auf xz und y die 
Beziehungen (6) gelten, so ergibt sich wegen 
ef w, (2, y, E— Key) S f (E— 2 +(n— ym (2 yd 2), 
E—k,y 
daB dabei 
w; (2, y, E— K,,) =? \fey (A)} 
und folglich auch 
(16) j , (E, 7), (2, yd BE) = 0 {fey (A)} 
F—Kyy 


ist. Zur Abschitzung des ersten Integrals rechts in (15) benutzen wir 
die Taylorentwicklung 


a z, y) a 2 ( »¥) 
ue (§,n) = ue(z,y) + (§—2 ae? : + (n - ae 
» (7) a u, (5, 7) 
ie aoe I 
0 u, (E, 7) 


1 
+3 (n-w yr 


wo u, kurz statt u,,., geschrieben ist und (€, 7) einen Punkt von Kz, 
bedeutet. Wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitungen von u,, ., (z, y), 


da aber jeder Punkt von G zum Koordinatenursprung gewahlt werden kann, gilt 
dasselbe auch innerhalb G. Da schlieBlich auf der Begrenzung von G @ mit up) 
zusammenfallt, so mu8 auch innerhalb G &% = wy sein. 
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kann in den letzten drei Gliedern dieser Entwicklung dieser Punkt 
durch (z,y) ersetzt werden unter Beifiigung eines Fehlergliedes der 
Gestalt dr’, wo r die Entfernuug zwischen (f,7) und (2, y) bedeutet 
und 6 fiir geniigend kleines ¢, beliebig klein wird. Demnach wird 


 ® (8,1) ws (x,y, B) = [we (x,y) +e.) 1 + 0 (fey (A))] 


E 


+ fey (2)(1 + 0(1)] {Me —S—™ + My —" 


Pu (zy) 1 # ue (x, y) | j 
— + 5 May Far | +9 (5 fev(A)} +0 (fey (A), 


oder wegen (13) 


Ou, (z,y) u,(%y¥) Ly 9 we(z, y) 


2 0x? 








4+ M 


“zy 


fe (é, n) WwW, (z, ¥y; dE) ~~ i (z, y) — i + ey hey (A) | 

é 

" < fey (A) (0, Le, + O {5} + 0(1)); 
und da inG* 0(z,y) = u,(z, y) + ¢, ist, folgt hieraus die Ungleichung (14) 
offenbar fiir geniigend kleine «, und 4. 

Wegen der in 1. bewiesenen Eigenschaft der oberen Funktionen ist 
daher fiir geniigend kleine ¢, und A iiberall 
% (z, y) = v (z, y), 

und folglich in G 


0(2, 9) S My, (2 y) + es. 
Das ergibt in G 


lim sup v(z,y) < 4, (z, y), 
Ao 
und ganz ahnlich beweist man 


lim inf v (x, y) = % (x,y), 
woraus endgiiltig icmy 

iim v(z, y) = u, (x, y) 
folgt. a 

Der Grenzwertsatz ist hiermit fiir den Fall bewiesen, in dem die 
Begrenzung L von G@ die vorausgesetzte Regularitét besitzt und v(z, y) 
auf L stetig ist. Dabei ergibt sich, daB v(x, y) im ganzen Gebiet G gleich- 
mifig gegen u, (x,y) konvergiert. 

4. Nun wollen wir voraussetzen, daS die auBerhalb G@ definierte 
Funktion v(z,y) daselbst lings gewisser Kurven unstetig werden darf; 
diese Kurven diirfen auch die Begrenzung von G treffen, sollen aber mit 
ihr keine gemeinsamen Kurvenstiicke haben. Wir wahlen zwei stetige 
Funktionen v; (z,y) und v; (x,y), die sich von v(z,y) nur in den die Un- 
stetigkeitskurven umgebenden Streifen der Breite « > 0 unterscheiden und 
daselbst die Bedingungen 


v, (z, y) s v(z, y) s v; (z, y) 
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erfiillen. Innerhalb G sollen beide Funktionen der Differentialgleichung (7) 
geniigen. Bedeutet dann v(z,y) innerhalb G die Lésung des w, (z, y, A) 
entsprechenden VDP mit den vorgegebenen Werten von v(z, y) auBerhalb 
G, so folgt aus dem schon bewiesenen Fall des Grenzwertsatzes, daB fiir 
geniigend kleines / iiberall 


(17) v, (z,y)—e Sv (2,y) Sw (zy) +e 
ist. 

Nun sieht man leicht ein, daB fiir «+0 die beiden Funktionen 
v, (z, y) und v; (x, y) gleichmaBig in jedem samt der Begrenzung innerhalb G 
liegenden Gebiete gegen u,(z,y) konvergieren’); und wegen (17) folgt 


") Das 148t sich im Falle M,,=M,, und M,,=0 etwa folgendermafen 
zeigen: die Funktionen v} und v; seien so gewahit, daB auBerhalb @ fiir e + 0 
v; niemals zunimmt, v; niemals abnimmt; aus bekannten Griinden gilt dann das- 
selbe innerhalb G; nach dem Harnackschen Satz erschlieBt man daraus, da8 fir 
e> 0 innerhalb G 

lim v; (z, y) = v' (z,y) und lim v; (z, y) = vo (2, y) 
vorhanden sind, der Gleichung (7) und der Ungleichung 
v, (zy) Sv (z,y) < ot (x,y) S oF (2, y) 


geniigen; daraus folgt aber offenbar, daB fiir jeden Punkt von L, in welchem v (z, y) 
stetig ist, 

vw (2, y) = vo (z,y) = v(z, y) 
gilt. 

Nun sei 

w (x,y) = vt (x,y) —v" (2, y), 
und M sei die obere Schranke von w(z,y) auf G+-L. Nach Feller [vgl. FuBnote *)} 
ist innerhalb G w(z,y) < M. Man lege den Koordinatenursprung in einen Punkt 
P von L, in dessen Umgebung lim sup w(z, y) = M ist; ferner wahle man einen 
kleinen, P umgebenden Teilbogen / von LZ und verbinde seine Enden durch eine 
innerhalb G verlaufende Kurve l'; dabei soll 1 auBer P keinen anderen Unstetig- 
keitspunkt der Funktion v(z, y) enthalten, und das von | -+ I’ umgrenzte a 


soll so klein sein, daB die linke Seite der Gleichung (7) far w = In In jest y 
innerhalb J negativ ausfallt, was offenbar immer erreicht werden kann. 

Auf i ist w(z,y) = 0, ausgenommen den Punkt P, wo sie jedenfalls < M 
ist; auf Ul’ ist w(z, y) < M, < M. Die Funktion 


a lnin —w(z,y)+ M, (a > 0) 


_ 
\2* + y? 
geniigt in I einer Gleichung der Form (13) mit negativer (nicht konstanter) rechter 
Seite, hat demnach ihr Minimum auf !+ I’, wo sie offenbar nicht negativ ist; 
folglich ist in I far alle a > 0 


l 
w(z,y) < M,+alnin ———-; 
y) 1 yn = be 
das zeigt aber fir a> 0 wegen M, < M, daB in der Umgebung von P 
lim sup w(z,y)< M 
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daraus, daB in einem solchen Gebiet auch v(z,y) fiir 4-0 gleich- 
maBig gegen u, (x,y) konvergiert. 

5. SchlieBlich wollen wir den Beweis des Grenzwertsatzes auch fiir 
den Fall eines etwas allgemeiner begrenzten einfach zusammenhangenden 
Gebietes G andeuten. 

Dabei kénnen wir uns auf solche auBerhalb G vorgegebenen Funk- 
tionen v(z,y) beschrinken, die in einer gewissen Umgebung R der Be- 
grenzung von G nur die beiden Werte 0 und 1 annehmen; denn jede 
stiickweise stetige Funktion kann beiderseits mit beliebiger Annaiherung 
durch lineare Kombinationen solcher Funktionen approximiert werden. 
Dabei wird vorausgesetzt, daB die Unstetigkeitskurven von v(z, y) héch- 
stens eine endliche Anzahl von Schnittpunkten mit der Begrenzung von G 
haben. 

Zunichst nehme man an, daf die Begrenzung L von G aus einer 
endlichen Anzahl regulirer Kurven besteht, deren Schnittpunkte keine 
Unstetigkeitspunkte fiir die Funktion v(z,y) sind. 

Wir wollen Z durch eine iiberall regulire Kurve L, approximieren, 
die von Z nur in den Umgebungen vom Durchmesser « der irregularen 
Punkte dieser Kurve abweicht und daselbst innerhalb G verlauft. 

AuSerhalb L, definiere man nun eine Funktion v,(z,y) durch fol- 
gende Bedingungen: 

1. v(x, y) = 0 in G, 

2. v(x, y) = v(x, y) auBerhalb G | 


Wenn wir nun die Werte von v,(z,y) innerhalb LZ, durch die Forderung 
festsetzen, daB sie daselbst der Gleichung (2) geniigen soll, so ist iiberall 
% (z,¥) Sv (2, y). 

Nach dem in 4. bewiesenen Fall des Grenzwertsatzes konvergiert aber 
fiir 2--0 v,(z.y) gegen die Funktion u,(z,y), die innerhalb LZ, der 


auBerhalb L,. 


ist; der Widerspruch ist nur durch die Annahme M — 0 lésbar, und damit ist 
bewiesen, daB innerhalb G 
wv (x,y) = vo" (2, y) 
ist; wegen der offenbar geltenden Ungleichungen 
v, (2, y) S to (2, y) < vf (2, y) 
ist daher fir «> 0 
lim vf (x, y) = lim v; (x, y) = up (2, y). 
Auch fir allgemeinere zweidimensionale und mehrdimensionale Faille laBt sich 


immer eine der Funktion 
1 


yar+ y* 
analoge Hilfsfunktion bilden, die die Beweisfiihrung auf dieselbe Weise ermdglicht. 


InIin 
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Gleichung (7) geniigt und auf L, mit v,(z,y) tibereinstimmt. Fiir ge- 
niigend kleines 4 ist somit gleichmaBig innerhalb DL, in bezug auf x und y 
v(x, y) >wu u, (z, y) is 
und da fiir «+0 u,(z,y) gegen u,(z,y) konvergiert, und zwar gleich- 
maBig in jedem samt der Begrenzung innerhalb G liegenden Gebiete‘), 

so gilt fiir ein solches Gebiet auch gleichmaBig 

lim inf v(z,y) > u, (2, y); 
und da offenbar die inverse Ungleichung fiir den lim sup auf dieselbe 
Weise festgestellt werden kann, so ist der Beweis des Grenzwertsatzes 
auch fiir diesen Fall erledigt. 

Der Fall, in dem gewisse irregulire Punkte von ZL zugleich Unstetig- 
keitspunkte der Funktion v(z,y) sind, la8t sich leicht auf den soeben 
betrachteten Fall durch eine kleine Abanderung der Funktion v(z, y) 
zuriickfiihren. Diese Abinderung kann so gewahlt werden, daB dabei 
alle irreguliren Punkte von L zu Stetigkeitspunkten der Funktion v(z, y) 
werden, wihrend u,(z,y) in jedem vorgegebenen, samt der Begrenzung 
innerhalb G liegenden Gebiete nur beliebig wenig abgeindert wird. 

Auf ahnliche Weise kann der Grenzwertsatz auch fiir allgemeinere 
Gebiete bewiesen werden. 

Selbstverstindlich la8t sich die angedeutete Approximationsmethode 
auch auf mehrfach zusammenhingende Gebiete anwenden. 


§ 4. 
Eine abgeinderte Fragesteilung. 


1. Bis hierhin war der Weg, auf dem sich der wandernde Punkt 
zwischen zwei nacheinanderfolgenden Lagen bewegt, giinzlich belanglos; 
von nun an wollen wir alle Schritte geradlinig voraussetzen. Es sei wie 


8) Beweis: Auf L seien zwei Funktionen 0,(z, y) und v, (z, y) definiert, die 
in allen gemeinsamen Punkten von L, und L mit v(z,y) zusammenfallen; fir 
andere Punkte von L, sei v,(z, y) = 0, 0, (x,y) = 1; G, bedeute das durch L, be- 
grenzte Gebiet. Ferner seien %,(z,y) bzw. u,(z,y) zwei Funktionen, die auf L, 
mit 0, (z,y) bzw. v,(z,y) zusammenfallen und in G, der Gleichung (7) geniigen. 
Die Ungleichung 

U, (x,y) > u, (x,y), 

die auf L, offenbar erfillt ist, gilt demgem&8 auch innerhalb G,.. Da ferner auf 
* fire,>e &@, >U,,u, <u, ist, so ist fir e> 0 innerhalb G u, nicht zu- 

end, u, nicht * abnehmend. Nach dem Harnackschen Satz konvergieren folg- 
lich u, (x, y) und u;(z, y) gleichmaBig in jedem samt der Begrenzung innerhalb G 
liegenden Gebiete bzw. gegen zwei Funktionen i (2, y), u(z, y), die innerhalb @ der 
Gleichung (7) geniigen. Offenbar fallen diese Funktionen in allen reguliren Punkten 
von L mit v(z,y) zusammen. Wie in FuBnote’) gezeigt war, miissen sie daher 
innerhalb G miteinander zusammenfallen. 
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vorhin die Grenzkurve LZ des Gebietes G in zwei Teile L’ und L” ein- 
geteilt. q,(z,y) sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, das die Bahn des 
wandernden Punktes, von (z, y) ausgehend, innerhalb der n ersten Schritte 
wenigstens einmal L’ schneidet, ohne vorher L” zu treffen. 
Da q,(z,y) mit wachsendem n nicht abnehmen kann, ist 
lim Gn (x,y) = 9 (2, y) 


vorhanden. Offenbar bedeutet q(z,y) die Wahrscheinlichkeit dafiir, da 
der wandernde Punkt, von (z,y) ausgehend, einmal L’ trifft, und zwar 
ohne vorher L” zu treffen. 

2. Wenn w,(z,y, A) so beschaffen ist, daB der in einem Schritt zuriick- 
gelegte Weg mit Sicherheit eine gewisse GriBe nicht iibertrifft, die fiir 4+0 
gegen Null konvergiert, so konvergiert q(x, y) fiir A-+0 gleichméaBig in 
jedem samt der Begrenzung innerhalb G liegenden Gebiet gegen diejenige 
Lésung der Gleichung (7), die auf L’ (bzw. L”) den Wert 1 (bzw. 0) an- 
nimmt. 

Beweis: Sei J’ die Menge aller Punkte von FE, deren Abstand 
von L’ die Zahl yu nicht iibertrifft, und U” die Menge aller Punkte von 
U = E—G, die nicht 0’ angehéren. Soll der wandernde Punkt beim 
n + 1-ten Schritt L’ schneiden, so mu8 er sich nach n Schritten in U’ 
befinden; bedeutet %,(z,y) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der wan- 
dernde Punkt von (z,y) ausgehend in héchstens n Schritten U’ erreicht, 
ohne vorher auf U” zu kommen, so ist demnach 

0, (zy) = Mn+ (2, y); 
der Grenziibergang ergibt 
v(x, y) = (2, y), 
wo 0(z,y) die Wahrscheinlichkeit dafiir bedeutet, daB der von (z, y) aus- 
gehende Punkt einmal auf 0’ kommt, ohne vorher U” zu treffen. 

Andererseits sei U” die Menge aller Punkte von EZ, deren Abstand 
von L” mw nicht iibertrifft, und U' die Menge aller Punkte von U, die 
nicht U” angehéren. Man findet wie friiher 


v(z,y) S9(2,y), 
wo v(z,y) die Wahrscheinlichkeit dafiir bedeutet, daB der von (z, y) aus- 
gehende Punkt einmal auf U’ kommt, ohne vorher U” zu treffen. 

Nach dem Grenzwertsatz von §3 konvergiert #(z,y) fiir 4 +0 und 
u = const gleichmaBig in jedem samt der Begrenzung innerhalb G — U’ liegenden 
Gebiet gegen diejenige Lésung « (z, y) der Differentialgleichung (7), welche auf 
der gemeinsamen Grenze der Gebiete J’ und G — U’ gleich 1, auf dem 
iibrigen Teil der Begrenzung von G — U’ aber gleich Null wird. Ahnlich 
konvergiert v(z, y) fir A+ 0 in G—U” gegen diejenige Lésung u(z, y) 
von (7), die auf der gemeinsamen Grenze der Gebiete U" und G— U” 
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gleich 0, auf dem iibrigen Teil der Begrenzung von G — U” aber gleich 1 
wird. Fiir « -- 0 konvergieren aber U(z,y) und u(z,y) gleichmaBig in 
jedem samt seiner Begrenzung innerhalb G liegenden Gebiet gegen die- 
jenige Lésung u(z,y) von (7), die gleich 1 auf L’ und gleich 0 auf L” 
wird, womit der Beweis offenbar vollendet ist. 


Anhang I. 


Bemerkungen zum eindimensionalen Problem, 


Die hisher entwickelten Betrachtungen kénnen, wie schon erwahnt, 
leicht auf den Raum von beliebig vielen Dimensionen iibertragen werden. 
Wir wollen noch kurz den Fall der Irrfahrt lings einer Geraden be- 
handeln, der fiir gewisse naturwissenschaftliche Probleme von Wichtig- 
keit ist. 

Die aufeinanderfolgenden Lagen des wandernden Punktes seien 
durch die Abszissen z,, 2, ..., %,..- gekennzeichnet. Ist A eine im 
Borelschen Sinne meBbare Menge, so sei w(z,A) die Wahrscheinlichkeit 
von Z,4, C A bei der Bedingung z, = x; diese Wahrscheinlichkeit wird 
wieder als unabhangig von 7z,, 7,,..., Z,—, vorausgesetzt. Die Funktion 
w(z,A) sei in bezug auf A additiv, in bezug auf z im Borelschen Sinne 
meBbar, fiir alle x und alle im Borelschen Sinne meBbaren Mengen A 
definiert und nichtnegativ; endlich sei w(z,Z) = 1, wo E die ganze 
z-Achse bedeutet. 

Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit v(x) dafiir, daB der wandernde 
Punkt, von z ausgehend, einmal den Bereich z > 6 erreicht, ohne 
vorher in den Bereich s <= a zu kommen; dabei bedeutet (a, b) = J ein 
fest gegebenes Intervall der Zahlengeraden. 

Offenbar ist 
(18) v(z)=90 (&@ Sa), 

v(z)=1 @>d), 
(19) v(z) = [otiulade) (a<a2<b). 


Wir wollen wieder die Funktion w(z, A) derart von einem Para- 
meter 4 abhingig voraussetzen, daB fiir 4 + 0 
(20) as | F-wi(e,dB) > M, @), 


E 
a | (§ — 2)" w, (z,d E) + M,(2) >0, 
E 





I, 





uy | = a mile, dB) +0 
*E- Kz 
Mathematische Annalen. 108. 
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wird; dabei bedeutet /,(4) eine positive Funktion, die fiir A +0 gleich- 
maBig in bezug auf x gegen Null konvergiert; M,(z) und M,(x) sind 
zwei samt ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung einschlieBlich in J 
(mit Einschlu8 der Enden) stetige Funktionen, und K, ein beliebiges 
festes Intervall mit z als Mittelpunkt. 

Die in § 3 angewandte Methode laBt beweisen, daB die Funktion v (z), 
die innerhalb J der Gleichung (19) geniigt und auBerhalb J durch die Be- 
dingungen (18) festgelegt wird, fiir 4-+0 gleichmafig in J gegen diejenige 
Lésung u(x) der Differentialgleichung 


d? d 
(22) M, (2) 5-5 + M,(z) - = 0 


konvergiert, die den Randbedingungen u(a) = 0, u(b) = 1 geniigt®). 

Bekannt war bisher unter dem Namen ,,Ruin eines Spielers“ der Fall 
M,(z) = C = Konst, M, (x) = 0. 

Die Aufgabe hat folgenden Sinn: Zwei Partner nehmen an einem Spiel 

Teil; die Gewinnmittelwerte sind in jeder Partie gleich Null, die Ver- 

mégen der beiden Spieler betragen a bzw. b Geldeinheiten. Gesucht wird 

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Spiel einmal durch den Ruin des 

ersten Spielers zu Ende kommt. 

Bedeutet z, das Vermégen des zweiten Partners nach Abschlu8 der 
n-ten Partie, so ist z, = 6; der erste Partner wird ruiniert, wenn einmal 
Zz, = a-+6 wird, der zweite, wenn z, = 0 wird. Diese Deutung fiibrt 
das Problem auf die oben betrachtete Irrfahrtaufgabe zuriick. Die Rolle 
des Intervalls J iibernimmt hier das Intervall (0,a-+ 6), und gesucht 
wird v(b). Konvergiert der in einer Partie héchstmégliche Gewinn pz 
gegen 0, so geniigt w(z,A) den Bedingungen (20) und (21), und setzt 
man /,(A) = jé — z)*w,(z, dE), so wird tatsichlich M, (x) = 0, 


M, (xz) = 1; v(x) konvergiert dabei gegen die durch die Randbedingungen 


(23) U (0) = 0, U(a+b) =1 
festgelegte Lésung U (x) der Gleichung 
fu 1 
qx ”—~—” 
also gegen ” 
u(z) = -—e 


fiir geniigend kleines uw ist daher v(b) niherungsweise gleich b/a + 6. Ist 
nur eine Gewinnméglichkeit «4 vorhanden und sind a und b ganzzahlige 
Vielfache von yw, so fallt v(6) genau mit u(b) zusammen. 


®) Wie in § 3 kénnte man die Voraussetzungen dahin verallgemeinern, dal 
v(x) auBerhalb J als eine beliebige begrenzte, meBbare und in a und 0} satetige 
Funktion vorgegeben wird. 














Irrfahrtproblem. 443 


Sind M, (zx) und M, (z) konstant, aber M, von Null verschieden, so 
tritt an Stelle von (22) die Gleichung 

uo 

§dx2 

ihre den Randbedingungen (23) entsprechende Lésung ist 


= 


My 


d 


l—e 


U (z) = 


Anhang II. 


Anwendung auf die angeniherte Lésung von Differentialgleichungen 
nittels Differenzengleichungen, 

Bei den Ausfiihrungen des §3 haben wir betreffs der Funktion 
w(z,y,A) nur von ihren durch (5), (6) und die Bedingung w(z, y, 2) = 1 
ausgedriickten Eigenschaften Gebrauch gemacht; insbesondere war die 
Forderung, da8 w(z, y, A) nichtnegativ sei, nicht benutzt worden. Daraus 
laBt sich eine Methode zur angeniherten Lésung der Gleichung (7) 


mittels Zuriickfiihrung auf Differenzengleichungen aufbauen. In der Tat, 


du Ou @u Pu eu 


ersetzt man in (7) dz’ dy’ dai’ dys’ Oz0y bzw. durch 


_u(z +h, y) —u (xz —h, y) 








2h . 
s (9 +%)— (zs, 9 — 8) 
2h ¥ 
u(z+h,y)+u(x4—h, y) — 2 u(z, y) 
h? = 2 
u (x, y/+ hj) + u(x, y —h) — 2u (x, y) 
ph han I i AA 1 . AY 
u(z+h,y+h)+u(x—h, y—h) — u(x —h, y+h) —u(z+h, y—h) 
4h? 





und multipliziert beiderseits mit h*, so ergibt sich 

2(Mee+My,y)u(z,y) = u(a + h, y) (Mee +hM,) 
+ u(x —h,y)[Mse—hM,] 
+u(e,y + h)[M,, + hM,] 
+ u(x, y — h)(M,, — hM,) 


M M 
+ u(a+h,y + h)-—* + ule —h,y —h)-— 


Moy 
2 





M 
—u(z+ hy —h)-—* —ule@—h,y +h): 


29% 
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Diese Gleichung bildet einen Spezialfall der Gleichung (2), wenn man 


w [z, y,(@+ h, y)) = M,.+hMiz, 

w(z, ¥; (z — h,y)] = M,.—hM,, 

w [z, ¥y> (z, y+ h)] seit M,, + hM,, 

w [z, y, (z,y — h)) am M,, = AM,, 

w([z, y, (2+ h, yr h)} = w[z, y, (& — h, + ae h)]) = Mey, 

w[z, y, (x +h, ea h)) - w (x,y, (x — h, y+ h)) costes $M., 
und w[z, y, (x,,y,)] = 0 fiir alle anderen Punkte (z,,y,) setzt. Die so 
definierte Funktion w(z, y, A) geniigt, wie man leicht sieht, ‘fiir 1 = h + 0 
den Bedingungen (5) und (6), wenn f,,(A) = 2A gesetzt wird. AuBerdem 
wird w(z,y,£) = 1, wenn M,,+ M,, = } ist, was durch Multiplikation 
der Gleichung (7) mit einer geeigneten Funktion von z und y erzielt 
werden kann. Folglich konvergiert die Lésung der konstruierten 
Differenzengleichung gegen die entsprechende Lésung der Gleichung (7). 


Den Herren A. Khintchine und A. Kolmogoroff sei an dieser Stelle 
fiir mannigfache wertvolle Ratschlage mein herzlicher Dank ausgesprochen. 


(Eingegangen am 29. 1. 1933.) 














Uber die Bewegung 
von Wirbelfiiden endlichen Querschnitts 
in einer zweidimensionalen idealen Fliissigkeit. 


Von 
Viktor Garten in Leipzig. 


Einleitung. 


Im folgenden handelt es sich um zumeist schon mehrfach unter- 
suchte') Fragestellungen, die sich auf die permanente Bewegung einer 
homogenen, inkompressiblen, reibungslosen Fliissigkeit bei Vorhandensein 
unendlicher Folgen von Aquidistanten, kongruenten Wirbelzylindern 
beziehen. Mit derartigen Wirbelsystemen hat sich besonders Herr 
Th. v. Karman in seinen bekannten Untersuchungen iiber den Fliissigkeits- 
widerstand beschaftigt*). Wiahrend aber in der Literatur immer nur 
unendlich diinne Wirbelfiden zugrunde gelegt wurden, soll im folgenden 
auf Anregungen Lichtensteins hin, an dessen Abhandlungen iiber Hydro- 
mechanik*) und iiber die Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissig- 


1) Vgl. a) H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik (deutsch von E. Helly), 
2. Aufl., Leipzig und Berlin 1931, B. G. Teubner, S. 243 ff. 


b) H. Villat, Legons sur la théorie des tourbillons, Paris 1930, Gauthier- 
Villars et Cie., 8. 52 ff.; vgl. auch die a. a. O. S. 80, 81 angefiihrte Literatur. 

c) G. Jaffé, Uber zweidimensionale Flissigkeitsstrémung zwischen parallelen 
ebenen Wanden, Annalen der Physik (4) 61 (1920), S. 173—194. 


d) A. Wintner, Bemerkung iiber die Eigenwellen der K4rménschen Wirbel- 
straBen, Math. Zeitschr. 30 (1929), S. 283 und 284. 

2) Th. v. Kérma4n, Uber den “Mechanismus des Widerstandes, den ein bewegter 
Kérper in einer Flissigkeit erfihrt, Géttinger Nachr. 1911, 8. 509—517; ferner 
ebenda 1912, S. 547 ff., und Th. v. Kérm4n und H. Rubach, Phys. Zeitschr. 18 
(1912), 8.49 ff. Herr Villat weist in loc. cit. ') b), S. 80 darauf hin, daB sich 
bereits vor Herrn v. Kérm4n im Jahre 1906 Herr Bénard mit diesen Wirbelreihen 
beschaftigt hat; er bezeichnet sie daher als ,,tourbillons de Bénard-K4rman“. Das 
eingehendere, insbesondere mathematische Studium dieser Wirbelsysteme hebt aller- 
dings erst mit den Untersuchungen des Herrn v. K4rmén an. 

5) L. Lichtenstein, a) Grundlagen der Hydromechanik, ‘Berlin 1929, Julius 
Springer, insbesondere 8S. 450 ff. b) Uber einige Existenzprobleme der Hydro- 
dynamik homogener, unzusammendrickbarer, reibungsloser Flissigkeiten und die 
Helmholtzschen Wirbels&tze, Math. Zeitechr. 283 (1925), S. 89—154. 
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keiten*) sich die nachfolgenden Ausfiihrungen eng anschlieBen, eine exakte 
Behandlung bei endlichem Querschnitt der Wirbelzylinder erstrebt werden. 
Und zwar ist jeweils nach Vorgabe einer geeignet gewahlten Ausgangskonfi- 
guration — die gerade durch die Betrachtung unendlich diinner Wirbel- 
fiden nahegelegt wird — der Querschnitt der Wirbelréhren so zu be- 
stimmen, daB die auf ein festes Achsenkreuz bezogene Fliissigkeitsbewegung 
permanent bleibt. Auf den hierbei einzuschlagenden Weg — Zauriick- 
fiihrung des Problems auf eine Integro-Differentialgleichung von ganz 
bestimmtem Typus und ihre Auflésung durch sukzessive Approximationen’) — 
hat Lichtenstein selbst bereits mehrfach hingewiesen. 


§ 1. 


Eine einfach unendliche Folge iquidistanter, kongruenter Wirbelréhren 
von konstanter und gleicher Wirbelstirke’), 


In einer allseitig unbegrenzten homogenen, inkompressiblen, reibungs- 
losen Fliissigkeit befinde sich in einem bestimmten Augenblick eine un- 
endliche Folge aquidistanter, kongruenter Wirbelréhren W™ (n = 0, + 1, 
+ 2,...), deren untereinander parallele Achsen simtlich in der z-z-Ebene 
eines riumlichen kartesischen Koordinatensystems liegen. Die Schwer- 
punkte der einander kongruenten Querschnitte T\" aller Wirbelréhren mit 
der Ebene z = 0 liegen auf der z-Achse an den Stellen c = nL, y = 0, 
z=0(n=0, +1, +2,...). Wir nehmen an, die Berandung von 7\” 
werde durch eine einfach zusammenhingende Kurve mit stetiger Normale S\”, 
die sich hinreichend wenig von der Kreislinie S™: (c —nL)+y*° = R* 
unterscheidet’), geliefert. Die Wirbelstarke sei in jeder Réhre konstant = J, 


*) Vor allem kommen die grundsi&tzlichen Entwicklungen a) der Arbeit von 
Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissig- 
keiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetz anziehen, zweite 
Abhandlung, Stabilitatsbetrachtungen, Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 126—231 in 
Betracht, sowie b) L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gestalt der Himmels- 
kérper, dritte Abhandlung, Ringférmige Gleichgewichtsfiguren ohne Zentralkérper, 
ebenda 13 (1922), S.82—118. Man findet diese Methoden iibersichtlich und teil- 
weise wesentlich vereinfacht in der kirzlich erschienenen Monographie von Lichten- 
stein, Gleichgewichtsfiguren rotierender Flissigkeiten (Berlin 1933, Julius Springer), 
dargestellt. 


5) Vgl. loc. cit. §) a) 8S. 150—156, 468 —470. 

®) Das vorliegende Wirbelsystem hat Herr Villat, loc. cit. ') b), S.53—56, 
untersucht und die Instabilitat der Konfiguration dargetan, freilich unter Zugrunde- 
legung eines unendlich diinnen Réhrenquerschnitts. 


7) Genauer formuliert: S{” liege in einer Nachbarschaft erster Ordnung 
von S§™. 
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wabrend sich auBerhalb aller W™ das Geschwindigkeitsfeld wirbelfrei 
verhalt (Fig. 1). 

Es ist nun der Querschnitt T\ = T, fiir hinreichend kleine Werte 
von h = 7, so 2u bestimmen, daB die auf das feste Achsenkreuz x-y-z be- 
zogene Fliissigkeitsbewegung permanent bleibt. 





Fig. 1. 


Wegen der Kongruenz der Bereiche 7\" geniigt es, die in einer 
Nachbarschaft erster Ordnung von S = SS gelegene Kurve S = 8, 
den angegebenen Bedingungen gema8 zu bestimmen*). Zu diesem Zweck 
ordnen wir dem Punkte P = (X,Y) auf S den auf S, gelegenen Durch- 


stoBpunkt P, = (X,, Y,) des Halbstrabls OP zu und bezeichnen die nach 


auBen positiv gerechnete Strecke PP, mit Rf, so da8 wir nunmehr fiir 
hinreichend kleine Werte von | ¢|, etwa 


(1) lel<e, 
und nach Einfiihrung von Polarkoordinaten gemaB 
(2) X=Roeoss, Y= Rsins (0S 8s < 22) 


die Lage der Punkte auf S, eindeutig durch das System (s,¢) kenn- 
zeichnen kénnen 


(3) X, = X(1+ ¢) = R(14+-f)coss, Y, = Y(1+ 0) = R(1 + C)sins. 
Da S, den Bedingungen der Aufgabe entsprechend eine Stromlinie 
bilden muB, haben wir die Funktion ¢ = €(s), die wir mit stetiger erster 
Ableitung begabt voraussetzen diirfen, derart zu bestummen, daB die Strom- 
unktion w(x, y) auf S, einen konstanten Wert annimmt. 
Aus der Kontinuitatsgleichung 


Ou av 


(4) a i 

folgt unter geeigneten Einschrinkungen itiber das Verhalten der Geschwindig- 
keitskomponenten u, v fiir yoo die Existenz einer bis auf eine un- 
wesentliche additive Konstante bestimmten, in der Ebene z = 0 ein- 


8) Da es sich um eine zweidimensionale Flissigkeitsbewegung handelt, geniigt 
es ferner, die Betrachtungen in der Ebene z = 0 durchzufihren. Wir werden 
daher der Kiirze halber kiinftig die z-Koordinate ganz unterdriicken. 














448 V. Garten. 


deutigen und stetigen Strémungsfunktion y (zx, y), die in jedem Gebiet 7 
der Poissonschen Differentialgleichung 


(5) Ay=2J 
und auBerhalb aller T( der Laplaceschen Differentialgleichung 
(6) 4y=0 


geniigt. Dabei wollen wir voraussetzen’), daB fiir 
L L 
nL—= <2 Srl+s (n = 0, +1, +2,...) 


u = u,(1+0(R-)). v=O(R-) fir y>++o 
“= — uy (1 + 0(R-)), v=O(R-) fir y+ — @ 
(R? = 2° + y*; uy > 0 konstant) 


(7) 


gilt. 

Wir deuten jetzt voriibergehend die z2-y-Ebene als die GauBsche 
Ebene der komplexen Zahlen « = x+y und betrachten das iiber den 
Querschnitt T, erstreckte Flaichenintegral 


(8) fle) = p(z,y)+ip(z,y) = — 2 | tog [> sin 22 =) ae’ ay™ 
T; 


Da /(#) in der ganzen Ebene auBerhalb aller 7{" eine regulire 
Funktion darstellt, erfiillen daselbst die Funktionen g und wp die Laplacesche 
Differentialgleichung (6). Insbesondere ist nach (8) 


(9) y (z,y) = <4 log + |sin27 4 *)| dz'dy’, 


woraus wegen 








(10) sin PEPE “a |sin 22 = *)| 
(11) y(z+nL,y) = y(z,y) = p(z—nL,y) 
folgt. Fiir hinreichend kleine Werte von i. etwa fiir 
(12) Artl< 7 (Rk, > R), 


L -=— L 

®) Auf eine physikalische Interpretation kommen wir weiter unten zu sprechen. 

10) Man vergleiche den analogen Ansatz fiir die Funktion /(z) bei Herrn Jaffé, 

loc. cit. !) c), 8.174, und bei Herrn Villat, loc. cit. ') b), S. 57, anlaBlich der 
Behandlung von zwei parallelen Wirbelreihen. Da jetzt der Querschnitt im Unter- 
schied zu den genannten Untersuchungen endlich vorausgesetzt wird, tritt die 
Integration iiber den Querschnitt neu hinzu. Vgl. auch die Bemerkung am Schlusse 
der Arbeit des Herrn Jaffé, loc. cit. 4) c), 8. 194. 
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' liefert 
. a(z—2"') ax\|z—2'|| 72 — 2'\2) 
(13) sin = IL | = I 1 + 0(( I | 
die Darstellung 
(14) v (ay) = 2 | log #5 *! EOF aa dy’ + (2, y), 


qT 
unter #(z,y) eine in einer den Bereich 7, enthaltenden Umgebung von 
«=9%, y=O regulire Potentialfunktion verstanden. Augenscheinlich 
erfiillt die Funktion wy wegen (11) und (14) auch die Poissonsche Diffe- 
rentialgleichung (5). 
Aus (8) findet man wegen 


5) (log 1 sin 24-2) — % oop 212—*) 





L L 
. 2a (y—y’') a(x — 2x’) 
- + isin 219 —*) 
a je a 22 (x — 2’) 
eS = a 


fiir die Komponenten der Geschwindigkeit wu, v 


s(s0(e™t) feces mye 


Ty; 


alba Ly 
(16) ~7(1+0(6***)) [avay fiir foie 
T; 
—saltl 
v=O(e 4 | 


bei Anniherung an das Unendliche im Streifen nL — = Ley snLl+ 


Aus (16) ergeben sich unmittelbar die Beziehungen (1) 

Auf das vorstehend in Angriff genommene Problem laBt sich die 
naheliegende Frage nach der Bewegung des wie eingangs angegeben 
beschaffenen Wirbelsystems in einer homogenen Filiissigkeit, die durch 
zwei unendliche, nicht notwendig ebene Winde parallel zu den Wirbel- 
achsen begrenzt wird, zuriickfiihren. Wie man sich namlich leicht iiber- 
zeugt, stellen die Stromlinien yw (z, y) = const, wenn man sich in 
Richtung der positiven und negativen y-Achse geniigend weit von der 
z-Achse entfernt, nahezu Parallelen zur z-Achse dar. Wir denken uns 
daher jetzt die bisher allseitig unbegrenzt vorausgesetzte Fliissigkeit, die 
das betrachtete Wirbelsystem enthalt, von den festen Wanden 


+ oe 
(17) S: y=D+ y(2); S: y= 


ae 


— D— x(2) 
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eingeschlossen. Hierbei bezeichnet y(z) irgendeine nebst ihrer Ableitung 
stetige mit der Periode LZ periodische Funktion, die in den Endpunkten 


des Grundintervalls — + < z< + verschwindet. Endlich setzen wir 
noch 
1 


(18) i= k >= O(log =); lz = Oh); x(z) = x(— 2) 


+ 
~ 


voraus. Zur Abkiirzung werde der durch S und S begrenzte Teil des 


Streifens — ; <2 <= mit T, seine Gesamtberandung mit S bezeichnet. 


+ _ + a 
Diese setzt sich sowohl aus den Teilstiicken 2 und XY von GS und GS als 
auch den vertikalen Strecken 2, und 2, zu- 


é sammen (Fig. 2). 
re ae Um die Strémungsfunktion p(z,y) des 








ls 2 » vorliegenden Problems zu erhalten, hat man 
| zu der bereits oben eingefiihrten Funktion 
& 1 6 | é L. wy (z, y) eine geeignete Zusatzfunktion v (z, y) 
! J hinzuzufiigen. Wir suchen zunichst eine in T 
l~ a regulire, auf © stetige Potentialfunktion ®, 
H } at 
ee deren Normalableitung =~ auf GS den Wert 
Fig. 2. (19) sf = — (wcos(n, z) + vcos(n, y)) 


besitzt™). Weil augenscheinlich die Bedingung 


(20) [Sfa0 =o 
S 


erfiillt ist, ist die Funktion g tatsichlich vorhanden und bis auf eine un- 
wesentliche additive Konstante bestimmt. Aus der Periodizitaét der 


Geschwindigkeitskomponenten u und wv sowie der Funktion y folgt, da8 sich p 
mit der Periode L in alle diejenigen Gebiete, die T in den Streifen nL — ; 


s<zsnL +3 entsprechen, periodisch fortsetzen laBt. Es bezeichne v 


eine zu ¢ konjugierte Potentialfunktion, die gemaB (0, 0) = 0 normiert 

1) Man vergleiche die sich auf ein abgeschlossenes GefaB, das mit homogener 
Flissigkeit gefillt ist, beziehenden Untersuchungen Lichtensteins und seine weiteren 
Durchfiihrungen, die das Problem eines Wirbelringes, der sich in einer von einem 
unbegrenzten zylindrischen GeféB eingeschlossenen homogenen Flissigkeit befindet, 
betreffen. Siehe loc. cit, *) a), S. 457 ff. und S. 465—467. 





ir 
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sei. Da auch sie die Periode LZ besitzt, muB sie nach dem Satz vom 
+ = 

arithmetischen Mitte] ihre Extremalwerte in I+-S auf ZY bzw. ZF an- 


nehmen. Dort haben wir aber, wie man leicht nachrechnet™), 


|D+ | 


(21) y= 2zRJry PEHE)_ J Rr, log2at+ aR Ir,-O(e 7) 


({ae'dy = 2 R'r,). 


Nun miissen aber die Spuren der Winde in der z-y-Ebene Stromlinien 
bilden, d. h. 


+ + de 
(22) y(z,y) = w(z,y) + y(z,y) = c* (c* konstant auf 2 und 2) 
sein. Wahlen wir daher 
(23) ct = aR 1, (FZ — + log22), 
so ergibt sich in T mit Riicksicht auf (18) 


(24) y (x,y) = O(h). 


Die Funktion y haingt von der vorlaufig noch unbekannten Form des 
Wirbelquerschnittes, d. h. von ¢ ab. 

Es sei noch bemerkt, daB sich der Fall ebener Wande (y(z) = 0) 
leichter mit der weiter unten angefiihrten Spiegelungsmethode be- 
handeln 1aBt. 

Wir kehren jetzt zur urspriinglichen Fragestellung, der Bestimmung 
des Wirbelquerschnittes 7',, zuriick. Dazu betrachten wir die Funktion wp (z, y) 
in der Nachbarschaft bzw. auf dem Rand S, von 7,. Unter Verwendung 
der Produktdarstellung der Sinusfunktion findet man fiir wy die, wie sich 
spiter ergibt, unbedingt konvergente Reihe 


(25) w(2,y) = 2 (tog? Fl aa'dy 


T) 


yd YRS ee lpL—s+8'] 3A 


Ty T; 


v=1 





12) Man beachte, daB gemaB unserer Voraussetzung der Schwerpunkt von 7’, 
im Koordinatenursprung liegt, daB insbesondere | + dza'dy' = 0 ist. 


Ty 
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oder, wenn (X,, Y,) einen auf S, gelegenen Punkt bezeichnet, 





(26) bie sees da’ dy 
+ 2-3] | log ~ = da’ dy — 2 R*rglogy|, 
r=1 ey 

worin 


= (*L—X,+27)f+(Y,-—y), 
(27) rh, = (»XL+X,- v+(Y,—y'y, (y = 1,3, ...) 
ro = (X,— 2) +(Y,-—y')’ 


Schreibt man weiter zur Abkiirzung 


y,(X,, Y,) = ~ 2 tog Zaz ay (» = 0+1, +2,...), 
(28) ty : 
yo = —2J Rr, logy (vy = +1,+2,...), 


so da8 hier offenbar y, bzw. y_, gerade den Beitrag zur Stromfunktion 
darstellt, den der Wirbelzylinder W™ bzw. W‘—" zu w im Punkte (X,, Y,) 
liefert, so kann man in Anlehnung an die physikalische Betrachtungsweise, 
die gerade diese und keine andere Reihenfolge nahelegt, die unbedingt 
konvergente Reihe 


(29) -w (Xi Vs) = vo(Xu Yi) + 2 ly—v (Av Vi) + ve (Ha Fa) + yh 


als die Definition des Zusammenwirkens der unendlich vielen Wirbel 
ansehen. Bei exakt kreisférmigem Réhrenquerschnitt bewirken die kon- 
stanten Terme y{", daB der gleichzeitige EinfluB der beiden Wirbel W 
und W” im Ursprung verschwindet. 














Wegen 
ane x 4% —z)?+(¥,—y? 
i = — slogy*[1+2 a aD | 
= — lgr— sed = +5 01h), 
(30) 
oe (X,—2'P +(¥%,—y'? 
log = — zlogy* [1 ~ 23 F =4E ie ] 
gilt 
(31) pet yt yl? = — 2d Rr, 0(K) 
und daher 


(32) ps (X,, Y;) = EF iy-+(Xy Y,) + yy (X,, Y,) + yf} = OF’), 
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(33) wy (X,, ¥,) = yo(X,, ¥:) + ve (X, Y,) 

ae 2 { tog avady + 0(). 
T; 


Wie aus der Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeits- 
massen bekannt ist, laBt sich der Ausdruck 


L , , , , 
(34) — = yo(X1, ¥,) = [log Z away (r3 = (X, — 2’)? + (Y,— y’)’) 
T 


in eine fiir hinreichend kleine Werte von |¢|, | absolut und gleichmaBig 
konvergente Reihe entwickeln 


(35) — = yo (Xy ¥,) = U(s) + U+U+...%), 


in welcher die U™ = U™(s,¢) gewisse ntegralausdriicke iiber Formen 
é oe bezeichnen. Speziell ist 


n-ten Grades in £, ¢ 
L a = Fer 
(36) U(s) = zB logy, UM = RET U(s) + | Re’ log— do’, 
s 
wobei 


(37) o = [(X’— X)?+(¥’— Yy'}2 


den Abstand der beiden auf S gelegenen Punkte P und P’, do’ = Rds’ 
das zu P’ gehérige Bogenelement auf S und (v) die nach auBen positiv 
zu ziblende Normale in P an S bezeichnet. Setzt man zur Abkiirzung 


22° 

(38) [tds = 6,, 
0 

so ergibt eine leichte Umformung 


32 
(39) Uw = — 2 BE + RO, logy + | Clog? as. 


Wir setzen ferner, um einen Einblick in die Abhiangigkeit der Ein- 
wirkung der Wirbelzylinder W™ (vy = +1, +2,...) auf einen Punkt 
von S, zu gewinnen, 

(40) QM(X,,Y,) = log da’ dy’ + [log A da’dy +22F logr, 
T jes T ‘ 


18) Siehe insbesondere loc. cit. *) b), S. 95. 
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(41) Q2@(X,, ¥,) = | log 2. da dy’ + | log z da'dy’ 
i. : —s 


+ 22 R(t, — 1) logy 
und erhalten 


(42) yw (Xp ¥,) = — 2 J" (0(X,, Y,) + 0 (X,, Y,)}. 
. v==1 

Die Terme Q riihren offenbar von dem Einflu8 der ringférmigen 
Bereiche T* — T® und T\-” — T—” her, wahrend die Glieder 2” den 
volistandigen Beitrag der Wirbel W” und W‘—” liefern wiirden, falls der 
Réhrenquerschnitt exakt kreisférmig wire; 2 (X,Y) hangt demnach 
von { nicht ab. Die Funktionen 2 (z,y) sind in einem Gebiete, das T 
bzw. 7, in seinem Innern enthalt, fiir alle hinreichend kleinen Werte 
von h analytisch und regular. Es gilt ferner 


(43) Q(z, y) = Q(z, — y) = Q”(— 2, y) 
und 
(44) Q° (x,y) = 5 0(H). 


Also konvergiert die Reihe b 2 unbedingt. 


vas i 


Es sei, wenn (s,¢*) den Punkt (z, y) bezeichnet, 
(45) Q(x, y) = WTO (s, 0%; 2). 
Wir erhalten dann die Entwicklung 
(46) 2(X,, Y,) —2(X, Y) 
= (RES (5,0) + FROST (s,0) + ...1) 
(»’ = auBere Normale). 


Um den Einflu8 der ringférmigen Bereiche 7‘ — T™ in Betracht 
zu ziehen, schalten wir in bekannter Weise zwischen die Kurven S und 8, 
eine einparametrige stetige Schar geschlossener Kurven S, = S + ¢(S, — 8) 
mit stetiger Tangente ein, indem wir dem Punkte (X, Y) auf S den Punkt 
mit den Koordinaten X, = X(1+ +f), Y, = Y(1+¢f) mordnen. Be- 
zeichnet man mit g, den von dem Halbstrahl durch (s’,0) und der Normalen 
in (s’,t’¢) an Sy gebildeten Winkel, mit do’, das Bogenelement auf S, 
im Punkte (o’,t' ¢’), so ist 


14) Vgl. loc, cit. *) b), 8. 97. 
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1 


(4) 20(X,,¥,) = [ae | Leon pe log 2” dp 
v 
0 1 





Q,, 
Sy 
4 J ae | ¢'c0s ge log ** doy 
— ; 


mit 
(48) ofe =PL—X(1l+0O4+X (1+ 0C)P + (Y(1+0—Y'(1+-¢e')p 
= [1+ 2 (1 + 0) cos s’ — (1 + 0) coss} 


+- 2 ((( + £)c08s — (1+ £2’) cose? 
+[(1+ ¢) sins —(1+ 20’) sin s’}'} ], 
ote = PL[1—2* (1400) coss’ — (1+ C)coss| 


+ $7 ([(1 + ¢) 008s — (1+ £0’) cos s'} 


+[(1 + o)sins — (1+ ¢¢’)sins’}} |. 
Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt 


(49) Qo (X,,¥,) = 50 (), 


so da8 auch die Reihe z Q unbedingt konvergiert. 
v=1 


Wie eingangs erwihnt, ist nunmehr die Funktion {(s) so zu be- 
stimmen, daB S, eine Stromlinie darstellt, d.h. daB w(X,, Y,) = 


= y(X,, Y,)+ v (X,, Y,) = ¢ (ce konstant) wird. Setzt man endlich 
(50) + J Blog e+ 2" O,log 2 =JRI (0 = 0)", 


so findet man zur Bestimmung von ¢ die nichtlineare Integro-Differential- 
gleichung 


n 


2 
@) ¢-= e'log = de’ = + [U4 U+..] 
0 


— 5halve(X,¥,) + (X,Y) 


auf deren rechter Seite ¢ entweder von mindestens zweiter Ordnung auf- 
tritt oder aber mit dem als hinreichend klein angenommenen Parameter h 


16) | bedeutet einen noch frei verfiigbaren kleinen Parameter, der nachtraglich 
so festgelegt werden kann, daB der Flacheninhalt von 7, mit demjenigen von 7 
tibereinstimmt. Da in die Bestimmung der Konstanten c mit @, noch ¢ eingeht, 
ist nach Auflésung der Integro - Differentialgleichung (51) in (50) der Ausdruck 
fir ¢ einzusetzen. 
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behaftet ist. Die von ¢ freien Glieder der rechten Seite sind (gema§ 
(50), (32) und (24)) mindestens von der Ordnung A*. Bekanntlich wird 
man in der Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten 
auf Integro-Differentialgleichungen von demselben Typus gefiihrt. Die 
Beziehung (51) entspricht speziell derjenigen, die bei dem Existenzbeweis 
ringférmiger Gleichgewichtsfiguren von kreisférmigem Querschnitt ohne 
Zentralkérper die maBgebende Rolle spielt"*). Die weitere Behandlung 
der Gleichung (51), insbesondere ihre Auflésung mittels des Verfahrens 
der sukzessiven Approximationen, erfolgt nun in der a. a. O. angegebenen 
Weise. 
Man betrachtet zunichst die homogene Integralgleichung 


22 
(52) c— 1 crlog2 av =o, 
0 
Sie besitzt die beiden normierten linear unabhangigen Eigenfunktionen 
53 = sin ¢ = pa . 
( ) u, ) % ’ Va 


Setzt man nach dem E. Schmidtschen Verfahren der Kernzerspaltung 


(54) N (s, 8’) = log * -- sins sins’ — coss cos s’, 
so wird ; 
22 22 
(55) t— Z| clog Fae = ¢—F) eNiesyae 
i) 0 


a2 3a 
_ Fains | ¢'sine’de’ — Leos { ¢’coss' de’ 
4 a 
0 0 
und der Kern N (s,s’) hat keine Nullésungen mehr. Wir wollen nun an- 
nehmen, daB der gesuchte Réhrenquerschnitt die Geraden y = 0, x = 0 mu 
Symmetriegeraden besitt. Dann ist 


22 22 
(56) { ¢’sin s’ds’ = 0, { ¢’coss’ds’ == 0, 


und die Integro-Differentialgleichung (51) geht iiber in 


22 


(57) ¢-i[eves)de =1+ 5,[v9 +004...) 


— splve (Xp ¥,) + 0(X, ¥,)) 


Die Beziehungen (51) und (57) entsprechen dem Fall der Querschnitts- 
bestimmung bei Vorhandensein der auf S. 449 eingefiihrten Winde. Handelt 
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es sich dagegen um die urspriinglich betrachtete allseitig unbegrenzte 
Flissigkeit, so hat man a. a. O. nur das Glied y zu unterdriicken. 

Durch die in der Theorie der Gleichgewichtsfiguren schon mehrfach 
durchgefiihrten Untersuchungen") ist die Existenz der Lésung unseres 
Problems sichergestellt. Unter den erwihnten Voraussetzungen la8t sich 
daher die Gestalt der Kurve S, derart bestimmen, daB die Fliissigkeits- 
bewegung permanent wird. 

Sind im Gegensatz zu den bisherigen Ausfiihrungen die Wirbelzylinder 
abwechselnd mit der Wirbelstirke +J und — J besetzt, so liefert uns 
eine sinngemaBe Ubertragung der soeben entwickelten Methode eine Integro- 
Differentialgleichung von demselben Bau wie (51), die Lésung des modi- 
fizierten Problems. Untersucht man statt dessen den Querschnitt eines 
einzigen Wirbelzylinders von nahezu kreisférmigem Querschnitt, der sich 
inmitten einer von zwei festen ebenen Wanden (2 =— 7 s= $) 
begrenzten homogenen Fliissigkeit befindet, so fiihrt eine unendliche Folge 
von Spiegelungen an den Wanden offensichtlich auf die soeben angegebene 
Fragestellung der unendlichen Folge von Wirbelzylindern alternierender 
Wirbelstirke in einer unbegrenzten Fliissigkeit zuriick (Fig.3). Die vor- 


v 
J 


Z 





7 


Fig. 3. 


stehende Problemstellung 1a8t sich naturgem&éB nach verschiedenen Rich- 
tungen hin erweitern’’). Nachdem aber in § 1 die Methode in aller Aus- 
fihrlichkeit entwickelt wurde, soll im folgenden nur die Behandlung der- 
jenigen Bewegungen angedeutet werden, die in der Naturbetrachtung die 
wichtigste Rolle spielen. 


16) Vgi. auBer den schon mehrfach zitierten Abhandlungen Lichtensteins 
{insbesondere loc. cit. *) a) und b)] die Darstellung in §4 (S.112—121) seiner 
Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer Integralgleichungen und Integro- 
Differentialgleichungen, Berlin 1931. Man iiberzeugt sich vor allem ohne Mihe, 
daB Ungleichheitsbeziehungen von der a.a.O. 8.118 angegebenen Art [Formel (138) 
und (139)] bestehen. 

17) Derartige Erweiterungen werden durch die in loc. cit. 1) a), b), c) an- 
gefihrten Beispicle nahegelegt. Vgl. ferner A. Masotti, Atti Pontif. Accad. Scienze 
84 (1931), S. 209—216, der seinen Untersuchungen iiber dhnliche Fragen die 
Greensche Funktion zugrunde legt. 

Mathematische Annalen. 109. 80 
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§ 2. 
vy. Karm&nsehe Wirbelstra8en bei endlichem Wirbelréhrenquerschnitt, 


Die folgende Anordnung von zwei unendlichen Folgen paralleler 
zylindrischer Wirbel der in §1 behandelten Art wurden eingehender, ins- 
besondere von Herrn v. Karman in seinen bekannten Abhandlungen iiber 
den Fliissigkeitswiderstand untersucht *). Wahrend aber dort der Quer- 
schnitt der einzelnen Réhren unendlich klein vorausgesetzt wird, soll im 
folgenden der als endlich (nur im Verhiltnis zu dem gegenseitigen Abstand 
der Wirbelachsen klein) angenommene Querschnitt derart bestimmt werden, 
daB die Bewegung, auf ein in Richtung der WirbelstraBen mit passender 
konstanter Geschwindigkeit fortschreitendes Achsenkreuz bezogen, perma- 
nent wird. 

In einer allseitig unbegrenzten Filiissigkeit befinden sich zwei unend- 
liche Folgen von Wirbelzylindern von nahezu kreisférmigem Querschnitt. 
Die erste Folge erhalten wir, indem wir das in §1 betrachtete System in 


Richtung der positiven y-Achse um die Strecke cs verschieben *). Die 


Wirbelstirke habe in allen untereinander kongruenten Gebieten 7, 
deren Schwerpunkte in den Punkten 


g=nl, § = +2» =0, +1, +2,..) 
_liegen, den Betrag J (>0). Wir gelangen nun durch Spiegelung an der 
z-Achse und Parallelverschiebung um den Betrag L = + in Richtung 

















PT) dieser Achse zu der zweiten Folge, indem 

H + t+ wir die verschobenen Spiegelbilder T™ von 

“| 2 —~ _, 1 samtlich mit der konstanten Wirbel- 

athe ante stirke —J besetzen. Endlich setzen wit 

oo os M = Min(D,L) und den Wert h = * hin- 
Fig. 4. reichend klein voraus (Fig. 4). 


An die Stelle der in § 1 (8) verwendeten Funktion tritt nach Einfiihrung 
eines neuen, durch die Relationen 
(1) r=%, v=y-F 

18) Man vergleiche das in der FuBnote *) Gesagte. — Herr Villat widmet in 
seinem schon mehrfach zitierten Buche [siehe loc. cit. ') b)] dem eingehenden Studium 
der Bénard-K4rmanschen WirbelstraBen einen breiten Raum (siehe besonders Kap. IV 
und V, S.52—109). — Vgl. ferner die programmatische Darstellung des ganzen 
hierher gehérigen Fragenkomplexes bei Lichtenstein loc. cit. ) a), 8. 468—470. 

%) In Abweichung der in §1 gebrauchten Bezeichnungsweise bedeute jetzt 
(z, y) das urspriinglich zugrunde gelegte Achsenkreuz. 
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mit dem urspriinglichen verkniipften Systems, wenn wir noch die z-y-Ebene 
als die GauBsche Ebene der komplexen Zahlen 3 = x +7 deuten, nun- 
mehr das iiber den Bereich T° = T,, der diesmal nur die y-Achse als 
Symmetriegerade besitzen mége, erstreckte Flachenintegral 
sin =~ (3—3') 
2) (3 =ep+yi = -2 log} —; zr dx'dy’, 
sin 5 (3 + 1D + L—F) 





T; 
und man findet 


@) wo) = 2 | flog|sin (6 — 9) 


T 





_ log | cos 5" (3+ iD —3') | dx’dy’. 


Wir fiihren neben dem festen Achsenkreuz x-y ein mit der Geschwin- 

digkeit 

(4) C= im R ty te? —w ( {ax dy’ = 2Rr,) 
1 

in der Richtung der positiven x-Achse bewegtes neues System z-y ein, 

das in dem betrachteten Augenblick gerade mit dem festen Achsenkreuz 

zusammenfallt. Hierbei bedeutet w einen vorliufig noch unbestimmt 

gelassenen kleinen Parameter. Die zugehérige Strémungsfunktion lautet 

also 

(5) y(z,y) = y(z,0) — cy. 

Daher liefert die Produktdarstellung der sin- Funktion unter Beriicksich- 

tigung der Beziehung 





. —2D 
(6) ctw = IR ) ate 
in einem auf S, gelegenen Punkte (X,, Y,) 
v(X,¥,) = -2 { log = da’ dy’ +J Rr, log 2 
0 
T; 


+wY, + yx (X,, ¥,), 


ve (X,, ¥,) = > — Z/ log da'dy' — 2 { tog = da'dy’ 
(7) “—r T nea ke 
1 qT 
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wobei zur Abkiirzung 








A 2D 
(8) ye = I Reape yD 
Z»—1° 19+ D® 
vf? = J RY ry log | a 
sowie 
rig, = (29 L4+X,—2+4+(Y,-y'), 
%, = (2 L — X, + a’) + (Y, — y), 
(9) Pay = (27-1 L+X,—vcP+(D+ ¥,+y¥, 
ry, = (2-1) L-—X,+7%+(D+Y,+y' 
(» = 1,3,8,...), 
rm = (X,—7?+(Y,—y'f 
gesetzt wurde. 


Man findet nun leicht in Analogie zu (33), §1 mit Riicksicht auf 
die Lage des Schwerpunktes von 7, 
(10) ys (X,, Y,) = O (h*), 
22 
(11) y(X,, ¥,)= — I Rog +I RS — 7% 0, log — 22 | ¢' log 2 ae 
0 


— 2 [0 + UH +...) 4+ IR rylog > + w, + yo(Xy Y)). 


Aus der Bedingung, daB S, eine relative Stromlinie darstellen muB, 
y (X,, Y,) = ¢ (@ konstant), gewinnt man zur Bestimmung von ¢ eine 
nichtlineare Integro-Differentialgleichung vom Typus (51), § 1, die in der 
iiblichen Weise durch sukzessive Approximationen aufgelést werden kann. 
Da diesmal nur die y-Achse als Symmetriegerade von 7, vorausgesetzt 
wurde, verschwinden nicht die beiden in (56), §1 angefiihrten Integral- 
ausdriicke, sondern nur der zweite. Indessen l48t sich nun der bisher 
unbestimmt gelassene Parameter w eindeutig so bestimmen, da8 auch das 
erste Integral verschwindet. Damit ist, da sich auch die fiir das Gelingen 
des Verfahrens der sukzessiven Approximationen maSgebenden Ungleich- 
heiten als erfillt erweisen, die eindeutige Lésung der Integro-Differential- 
gleichung fiir hinreichend kleine Parameterwerte sichergestellt. 


§ 3. 
v. K&rmansche WirbelstraBen bei endlichem Réhrenquersehnitt in einer 
von einer ebenen Wand begrenzten Filiissigkeit. 


Im Gegensatz zu unseren friiheren Ausfiihrungen denken wir uns 
jetzt die das Wirbelsystem des § 2 enthaltende Flissigkeit einseitig durch 
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die ebene Wand x = ; = L begrenzt**). Derjenige Raumteil, dem der 


Koordinatenursprung angehért, sei mit homogener inkompressibler Fliissig- 
keit erfillt und enthalte das in §2 beschriebene Wirbelsystem, soweit es in 


das Gebiet x < x fallt. Die Achsen der zwei einseitig unendliche Folgen 


bildenden parallelen zylindrischen Wirbel von nahezu kreisférmigem Quer- 
schnitt durchsetzen also die x-y-Ebene in den Punkten « = —27JZ, 
y= 0 und ¢ = —(2v+1)L, 9 =—D 
(» = 0,1, 2,...) (vgl. Fig. 5). Der Grund- 
bereich 7’, werde diesmal beziiglich der Ge- 
raden x = 0, 9 =O symmetrisch voraus- 
gesetzt, wihrend alle iibrigen Annahmen 
bestehen bleiben. 

Durch Spiegelung an der Geraden x = L 
gelangen wir zu einem Wirbelsystem in einer 
allseitig unbegrenzten Fliissigkeit, bei dem 
die Spiegelbilder der urspriinglichen Réhrenquerschnitte mit entgegen- 
gesetzt gleicher Wirbelstarke besetzt sind (Fig. 5). 

Wir = den weiteren Betrachtungen nunmehr die auBerhalb aller 


Gebiete Tm, T (n = 0, +1, +2, ...) reguliire analytische Funktion 


























f(a) = petty 
a+% 3+tD+L—j 
(1) pe sie wc it) r( 22 ‘em 
aé 3—3 a+iD+L+s\) 
Fi r(8)r r(2- 2L ) 
zugrunde. 
Wegen I"(1— 3) = —3I°(—4), F'(2—3) = —3(1 — a) I°(— 4) und 


mit Riicksicht auf die Symmetrievoraussetzungen gilt 


a a iis 
(2) oe — log |S REE Ear 2 e li - i+ D+ E—s 


w 





(tee eas 
(EE) 





dx’ dv’. 





20) Einseitig unbegrenzte Wirbelreihen unendlich kleinen Querschnittes unter- 
suchte Herr J. L. Synge, Proc. Roy. Irish Acad. 87 (1927), A, S.95ff., allerdings 
ohne auf die durch die Spiegelung modifizierte Fassung einzugehen. Vgl. ferner 
H. Villat, loc. cit. ') b), S. 91 ff. 
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Wie zu Eingang des §1 iiberzeugt man sich leicht, daB py auBerhalb 
aller To und 7 (nm = 0, +1, +2, ...) der Laplaceschen Differential- 


gleichung, in simtlichen Gebieten 7™ und Tt der Poissonschen Diffe- 
rentialgleichung Jy = 2J bzw. = —2J geniigt, je nach Besetzung 
durch die Wirbelstirke J oder — J. 


Setzt man wieder zur Abkiirzung 


9 


m= (Q9L—X,+2P+(%,—oP ( =0,+1,+2,...); 
rm = (L+%,—r)+(D+9,— yy, 

r= ((2—-)L—X,+2rP%+(D+9,—vy, 

rf, = (274+-1)L+%,—r?+(D4+9,- v9 

und bringt man durch den am Summenzeichen angefiigten Akzent zum 


Ausdruck, da8 der Integralausdruck iiber 7, fehlt, so liefert die Produkt- 
darstellung der J-Funktion fiir einen auf S, gelegenen Punkt (%,,9,) 


(4) y (%,,9,) = — 2 f tog? | tog*Z ax ay —c 


(3) 
= 1,2,...), 





T; 


T) 
+) E- jut! dy'dy’ +2 | log? ax ay 
vy a | a 


J J 
— 2 | tog? | tog? ay av\), 


T; T) 
T T; 








unter C die Eulersche Konstante verstanden. Man iiberzeugt sich nun 
leicht, daB das zweite Integral rechterhand in (4) sich wie O(h) und der 


in geschweiften Klammern befindliche Summand sich wie 5 0(h) verhilt. 


Da nun die weiteren Betrachtungen den oben in §1 auseinandergesetzten 
vollig parallel verlaufen, verzichten wir auf ihre weitere Durchfiihrung. 


§ 4. 
Schlu8bemerkung. 


Die exakte Bestimmung der Gestalt der nahezu kreisférmig angenommenen 
Wirbelréhrenquerschnitte bei permanenten Bewegungen von Wirbelfiden 
endlichen Querschnitts in einer zweidimensionalen Flissigkeit fiihrte uns in 
unseren Untersuchungen immer wieder auf eine Integro-Differentialgleichung 
von gleicher Bauart. Die linken Seiten stimmten iiberein und die rechten 
Seiten unterschieden sich nur, der besonderen Form des Problems ent- 
sprechend, durch die Entwicklung, die von dem Einflu8 aller anderen 
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Wirbelzylinder auf den gerade betrachteten herriihrte. Die GréBenordnung 
dieser zusatzlichen Einwirkung auf die Gestalt des Réhrenquerschnittes 
war gering genug, namlich von der Ordnung O(h) bzw. O(A*), um die 
Auflésung der Integro-Differentialgleichung nach der Methode der sukzessiven 
Approximationen in allen Fallen zu gestatten. Es ist klar, daB noch 
viele weitere Beispiele derartiger Bewegungen, die bisher nur fiir unendlich 
diinne Wirbelfaden vorliegen, eine gleiche Behandlung bei endlichem Quer- 
schnitt zulassen. Erwahnt sei z. B. der seiner Natur nach einfachere Fall 
zweier WirbelstraBen, die nur durch Spiegelung an ihrer Mittelparallelen ohne 
die von Karmansche zusitzliche Translation auseinander hervorgehen, die- 
selbe Konfiguration bei Vorhandensein einer einseitigen Begrenzung durch 
eine ebene Wand (wie in §3), ferner die zu Ende des § 1 erwihnte Problem- 
stellung eines zwischen zwei parallelen ebenen Winden befindlichen Wirbel- 
zylinders. Eine weitere Modifikation besteht etwa darin, daS man bei 
geeigneter Abanderung der Voraussetzungen an die Stelle nahezu kreis- 
férmiger nahezu elliptische Querschnitte treten laBt. In diesem Falle 
nimmt die fiir das Problem maSgebliche Integro-Differentialgleichung im 
wesentlichen, d.h. beziiglich ihrer linken Seite, dieselbe Gestalt an wie 
diejenige, auf die man bei der Untersuchung ringférmiger Gleichgewichts- 
figuren mit Zentralkérper gefiihrt wird **). 

In Verallgemeinerung einer von Lichtenstein ausgesprochenen Aufgabe- 
stellung **) sei nur noch der Fall in aller Kiirze erwaihnt, daB ein Wirbel- 
zylinder konstanter Starke J sich inmitten einer Fliissigkeitamasse befindet, 
die von einem in Richtyng der positiven und negativen z-Achse unbe- 
grenzten prismatischen GefaéB rechteckigen Querschnittes eingeschlossen ist. 
Der Zylinder besitzt zwei zu den GefaBwinden parallele Symmetrieebenen, 
seine Schwerachse fallt mit der GefiBachse zusammen. Unter der Vor- 
aussetzung, daB der Durchmesser der Wirbelréhre gegeniiber dem Durch- 
messer des GefaiSquerschnittes klein ausfallt, ist der nahezu kreisférmige 
Querschnitt der Wirbelréhre so zu bestimmen, daB die auf das Achsen- 
kreuz x-y-z bezogene Fliissigkeitsbewegung permanent wird. Durch 
unbegrenzt wiederholte Spiegelung gelangt man von dieser Fassung des 
Problems zu einer doppelt unendlichen Folge kongruenter Wirbelréhren 





21) Vgl. V. Garten, Untersuchungen itiber die Gestalt der Himmelskérper. 
Rochesche Satelliten und ringférmige Gleichgewichtsfiguren rotierender Flissigkeiten 
mit Zentralkérper. Math. Zeitechr. 85 (1931), S.684—745, insb. 8.695 und 742. 

2) Vgl. die Problemstellung bei Lichtenstein, loc. cit. *) a), S.469. Es wird 
hier nur der Fall eines prismatischen Gefibes quadratischen Querschnittes erértert. — 
Eingehende Untersuchungen des Problems im Fall unendlich dinner Wirbelrdhren — 
es werden auch endlich viele in dem GefiB angenommen — findet man bei Herrn 
Jaffé [vgl. loc. cit. 1) c)] sowie im AnschluB an seine wichtigen Ausfihrungen bei 
Herrn Villat, loo. cit. +) b), 8. 117 ff. 
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W.™ in einer unbegrenzten Filiissigkeit. Die Schwerpunkte der Quer- 
schnitte 7% ™ liegen in den Gitterpunkten 

zs=nl, y=mD, s=0 (n,m = 0, + 1, +2, ...). 

Man hat diesmal das iiber 7, = 7 erstreckte Flaichenintegral 

; J ~2')o(2-L-iD-z# 

f(@) = o(@,y)+ty(%y) = — ni { (es Er pcan B= 

T; 





| da’ dy’ 


zugrunde zu legen, wobei o(z) = o(2|$. $) die zum Periodenpaare 
(ow = 2L, w’ = 12D) gehdrige Weierstra8sche Sigmafunktion bezeichnet. 
Unter Verwendung der Produktdarstellung der o-Funktion gelangt man 
wie in den vorhergehenden Paragraphen zu einer Reihenentwicklung fiir 
die Strémungsfunktion y. Alle weiteren Betrachtungen, Zuriickfiihrung 
des Problems auf eine Integro-Differentialgleichung von dem oben mehr- 
fach betrachteten Typus und ihre Auflésung durch das Verfahren der 
sukzessiven Approximationen, verlaufen den vorhergehenden Ausfiihrungen 
vollig analog, so da8 auf ihre Durchfiihrung an dieser Stelle verzichtet 
werden kann. 


Leipzig, den 20. 5. 1933. 


(Eingegangen am 21. 5. 1933.) 








Spektraltheorie halbbeschrinkter Operatoren 
und Anwendung auf die Spektralzerlegung 
von Differentialoperatoren. 


Von 


Kurt Friedrichs in Braunschweig. 


Die vorliegende Arbeit entstand aus dem Versuch, mit den direkten 
Methoden der Variationsrechnung auch die Eigenwertprobleme solcher 
linearer partieller Differentialgleichungen zu lésen, die kein gewéhnliches 
Punktspektrum besitzen und also nicht der Variationsrechnung selbst zu- 
ginglich sind. Insbesondere sollte auf diese Weise die Spektraltheorie 
der quantentheoretischen Energieoperatoren ausgehend von Schrédingers 
Darstellung gewonnen werden. 

Bei der naheren Durchfiihrung dieses Versuchs zeigte sich, daB eine 
groBe Reihe gleichartiger Schliisse und Begriffe bei den verschiedenen 
Problemen sich einheitlich fassen lassen, wenn man sie der Symbolik der 
allgemeinen Operatorentheorie des Hilbertschen Raumes unterordnet; und 
zwar der des ,,abstrakten“ Hilbertschen Raumes, wie sie zuerst konsequent 
durch v. Neumann [7. 2] ausgearbeitet wurde. Die friiher bevorzugte 
Darstellung des Hilbertschen Raumes durch unendlich viel Veranderliche 
erweist sich als unhandlich zur Darstellung von Funktionenriumen. Uber- 
dies kann, wie v. Neumann [7.1] erkannt hat, die Darstellung nicht be- 
schrinkter Linearoperatoren durch unendliche Matrizen geradezu irre- 
fiihrend sein. 


Dagegen erwies es sich als unnétig, die allgemeine Spektraltheorie 
nicht beschrinkter Operatoren von v. Neumann heranzuziehen, da wir von 
vornherein nur halbbeschrankte Operatoren betrachten; fiir solche kann 
die Spektraltheorie unmittelbar auf die der beschrinkten Operatoren 
zuriickgefiihrt werden. In der Tat sind die meisten Energieoperatoren 
nach unten halbbeschrinkt. Auch bei der Behandlung von Eigenwert- 
differentialgleichungen durch Variationsrechnung wurde die Halbbeschrinkt- 
heit wesentlich ausgenutzt. 

Eine Theorie halbbeschrinkter Operatoren findet sich bei A. Wintner 
[13]; allerdings ist sie wesentlich auf unendliche Matrizen bezogen. 

Man hat zwar bisher schon mehrfach Eigenwertprobleme von Diffe- 


rentialgleichungen auf die Hilbertsche Theorie zuriickgefiihrt (vgl. z. B. [6]); 
Mathematische Annalen. 109. 81 
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doch in der Weise, daB man mit Hilfe der explizit bekannten Greenschen 
Funktion die beschrinkte Reziproke des Differentialoperaters aufsuchte, 
Meist handelt es sich um die Fille, bei denen ein diskretes Punktspektrum 
auftritt. 

Dariiber hinaus fiihrt vor allem die Theorie der Differentialgleichungen 
mit Singularitéten von H. Weyl [12. 1, 12. 2]'). 

Diese Weylsche Theorie wurde von Stone [10. 2] allgemeiner aufge- 
zogen und ohne Reduktion auf Integraloperatoren anders entwickelt. 

Wesentlich wird bei dieser Theorie die bekannte zweiparametrige 
Schar der Lésungen der Differentialgleichungen benutzt; und von daher 
riihren die Schwierigkeiten bei dem Versuch einer unmittelbaren Uber- 
tragung auf partielle Differentialgleichungen *). 

Im Teil I dieser Arbeit wird die Spektraltheorie halbbeschrinkter 
symmetrischer Operatoren im abstrakten Hilbertschen Raum entwickelt. 
Man kann diese Theorie leicht gewinnen, wenn man neben Operatoren 
noch zugehérige Formen betrachtet. Ohne Einschrinkung sei diese Form G 
positiv halbbeschrinkt; d.b. es gebe ein positives y, so daB mit der 
Einheitsform H gilt 

G>jy7H. 


Man kann nun die Form G ais MaBform eines neuen Hilbertschen 
Raumes (eines Teilraumes des urspriinglichen) auffassen; dann wird H 


1) Weyl behandelt die Eigenwertgleichung 


— 4 (p$*)+au—iu=o 


fir eine Funktion u(z) in x20. Dabei sei p>O und p und gq stetig in r=>0. 
Bei z= 0 sei eine Randbedingung cos #u + sin oie = 0 gestellt. Weyl zeigt, 
da68 zwei Fille eintreten kénnen, 


1. der Grenzpunktfall, bei dem auBer der Existenz von fwd x keine weitere 


Bedingunz fiir u bei z — cc zu stellen ist, und 


2. der Grenzkreisfall, bei dem noch eine zyklische einparametrige Schar von 
Randbedingungen bei z = co zur Auswahl steht. 

Weyl zeigt ferner, wie die Eigenfunktionen des Streckenspektrums aus den 
nicht im Hilbertschen Raum gelegenen Lésungen der Eigenwertdifferentialgleichung 
durch Integration nach dem Eigenwert zu gewinnen sind. 

2) Bei Abfassung dieser Arbeit bemerke ich, daB Carleman [!] angibt, es sei 
leicht, die Theorie von Weyl auf Gleichungen von mehr Variablen zu_iiber- 
tragen, sei es direkt, sei es vermittels der Theorie der Hermiteschen Integral- 
gleichungen. 
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eine beschriinkte Form. Die fiir beschriinkte Formen bekannte Spektral- 
zerlegung fihrt so unmitvelbar zur Spektralzerlegung der halbbeschriankten 
Form G@*). 


Solche halbbeschrankten Formen G kénnen stets aus 
Operatoren gewonnen werden. Die Spektralzerlegung solcher Operatoren 
ist aber nur dann méglich und auf diesem Wege zu gewinnen, wenn 
sie ,,selbstadjungiert“< (hypermaximal) sind. Diese Bedingung 1a8t sich 
nun fiir halbbeschrinkte Operatoren durch wesentlich abgeschwichtere 


ersetzen, die auch fiir unsere Differentialoperatoren leichter nachzuweisen 
sind. 
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halbbeschrankten 


SchlieBlich werden noch die von Hilbert [5.2] und Weyl [12. 3) 
herriihrenden Kriterien dafiir, daB das Spektrum z. T. diskret ist, auf 
halbbeschrankte Operatoren iibertragen. 

Im Teil II wird die voran 
angewandt. Wir haben uns 
Operator sei 


gehende Theorie auf Differentialoperatoren 
dabei auf typische Fille beschrinkt. Der 


n 


oe? 
_ y 9ar + v(z,, © 0 0 Z,), 
os! , 


» Kreis, Kugel gewahlt. 
Die Ergebnisse in den Fallen endlichen Gebietes sind nicht neu, ihre Be- 


zu zeigen, wie weit die Theorie 
aller Fille gemeinsam durchgefiihrt werden kann. 


Die erste Aufgabe ist, die Raume der zulissigen Funktionen anzu- 


geben. Diese sind nun zunichst keine Hilbertschen Riume; sie werden 


gesetzt; wir verzichten darauf, diese idealen Elemente durch nach Lebesgue 
quadratisch integrierbare Funktionen zu realisieren; insbesondere deshalb, 





theorie beliebiger unbeschrankter selbstadjun 


Weg bietet gegeniiber den bisherigen von y. Neumenn [7. 2], Stone [10. 1}, 


Fr. Riesz [9] den prinzipiellen Vorzug, daB er nicht voraussetzt, daB der zugrunde 
Belegte Hilbertsche Raum komplex ist; er soll an anderer Stelle durchgefiihrt 
werden. 


31° 
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weil gezeigt werden kann, da die ,,Eigenelemente, die vor allem inter- 
essieren, doch schon den Ausgangsfunktionsriumen angehéren ‘). 


Auch der Operator ist zunichst nur in einem Raum zweimal diffe- 
renzierbarer Funktionen erklart und wird dann formal, aber eindeutig 
abgeschlossen. 


Die Hauptaufgabe ist, nachzuweisen, daB dieser Operator selbst- 
adjungiert ist. Hier liegen iiberhaupt die eigentlichen Schwierigkeiten der 
ganzen Theorie. Ihre Uberwindung gelingt durch Ubertragung der insbe- 
sondere von Courant [2.1, 2. 3, 2.6, 4.1] entwickelten SchluBweisen, 
die bei den direkten Methoden der Variationsrechnung entscheidend sind. 


Es zeigt sich so, da8 an den fiir konkrete Differentialoperatoren 
notwendigen Uberlegungen durch die Einordnung in die abstrakte Ope- 
ratorentheorie kaum etwas gespart wird. Gewonnen ist — abgesehen von 
der mehr systematischen Anordnung — die Méglichkeit, solche Fille zu- 
gleich mit zu behandeln, bei denen ein diskontinuierliches Spektrum 
auftritt. 

Das Ergebnis des zweiten Teiles ist vor allem die Spektralzerlegung 
des Differentialoperators. Darunter ist die Existenz einer ,,Spektralschar“, 
einer Schar von Projektionsoperatoren im Sinne der allgemeinen Spektral- 
theorie verstanden (vgl. Teil I, Nr. 4). Es wird auBerdem gezeigt, daB 
die Eigenelemente dieser Projektionsoperatoren zweimal stetig differenzier- 
bare Funktionen sind. Wir verzichten darauf, diese Projektionsoperatoren 
und ihre Eigenelemente mit Hilfe der Lésungen der Eigenwertdifferential- 
gleichungen darzustellen. Wohl folgt unmittelbar fiir die Eigenfunktionen 
der Punkteigenwerte, daB sie der Eigenwertdifferentialgleichung geniigen. 
Die Eigenfunktionen des Streckenspektrums kénnte man im Falle einer 
Dimension nach Weyl durch Integration nach dem Eigenwert aus den 
Lésungen der Eigenwertdifferentialgleichung gewinnen; in den separierbaren 
Fallen bei mehr Dimensionen ist dasselbe méglich, wie in einer anderen 
Arbeit gezeigt werden soll; fiir eine solche Darstellung im allgemeinen 
Fall bei mehr Dimensionen liegen keine Ansitze vor; hierauf das Haupt- 
schwergewicht der Untersuchung zu legen, scheint mir auch nicht ange- 
messen zu sein. 


Ein weiteres Ergebnis bezieht sich auf die Diskussion des Spektrums. 
Es kann unter einfachen Bedingungen fiir das ,,Zusatzpotential“ v die 
Natur des Spektrums genauer bestimmt werden. Es liegt namlich ein 
diskretes ins Unendliche anwachsendes Punktspektrum vor, wenn das 

*) Dies Verfahren entspricht ganz dem Vorgang von Hilbert bei seiner Zuriick- 
fihrung der Integralgleichungen aaf Gleichungen mit unendlich viel Verander- 
lichen [5. 1}. 
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Gebiet endlich ist. Dasselbe gilt beim unendlichen Gebiet, wenn das 
Zusatzpotential v im Unendlichen iiber alle Schranken wichst. Besitzt 
dagegen das Zusatzpotential einen endlichen unteren Limes im Unendlichen, 
so ist das Spektrum unterhalb dieses Wertes diskret. 

Diese Kriterien entsprechen einem Teil der Kriterien, die Weyl in 
seiner Theorie der Differentialgleichungen mit Singularitéten aufgestellt 
hat; sie kénnen aber in einer von der Anzahl der Variablen unabhangigen 
Weise bewiesen werden. 


Die vorliegende Arbeit enthalt den 1. Teil dieser Untersuchungen, 
der 2. Teil wird in einem folgenden Heft erscheinen. 
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1. Teil. 
Spektraltheorie halbbeschrankter Operatoren. 


1. Grundbegriffe. 


Es sei erlaubt, zunichst einige wohlbekannte (vgl. [7.2]}) Grund- 
begriffe und Satze iiber Formen und Operatoren zusammenzustellen in 
einer fiir unsere Zwecke geeigneten Bezeichnung, um von anderer Literatur 
unabhangig zu sein. 

Unter einem Raum X, §, &, § von Elementen z, h, g,/ sei stets ein 
reeller linearer Raum mt — wenn nicht anders bemerkt — wenigstens 
abzihlbar unendlich vielen linear unabhingigen Elementen verstanden. 

Eine Bilinearform ordnet jedem Paar von Elementen z, z, eine reelle 
Zahl zu, linear in x und z,: wir bezeichnen*) sie mit 

2, Az. 
Wir setzen stets 
t,A4zrzr=ctAz, 
voraus, d.h. A sei symmetrisch. 

Eine aus einer solchen Bilinearform bestehende quadratische Form 

zAz heiBe ,,nie negativ, wenn 
zAzS>od0 
5) Diese Symbolik ist derjenigen von Dirac nachgebildet. Unsere ganze 


Theorie ist auch im komplexen Raum zu entwickeln, mit nur geringen durchaus 
gelaufigen Abanderungen. 
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gilt; fiir solche Formen gilt schon — wie aus der bekannten Schlub- 
weise folgt — die Schwarz-Ungleichung. 





tz, Az < V(x, Az,) V(x Az). 


Positiv-definit nennen wir sie nur, wenn aus z Az = 0 stets x = 0 folgt. 
Ist in einem Raum X durch eine positiv-definite ,,.MaBform“ z Xz 
eine Metrik |z| = Vx Xz eingefiihrt, la8t sich Dichte einer Menge in % 
und Konvergenz einer Folge z erklaren. Wir wollen sagen: 
Eine Folge x konvergiert stark (X) 


I ,,in sich, wenn |z,—2,|> 0, », 4+ @ 


II gegen z, wenn |z,—z| > 0, v—> @ 
gilt. 

Ist der Raum separabel (d.h. er enthalt eine abzihlbare dichte 
Menge) und abgeschlossen (auch vollstindig) (d.h. zu jeder in sich kon- 
vergenten Folge gibt es ein Grenzelement), heiBt er ein (abstrakter) 
Hilbertscher Raum. 

Wir wollen im folgenden einen Hiibertschen Raum § von Eie- 
menten h zugrunde legen mit der MaBform') H. 

Wesentlich fiir unsere Behandlung ist, daB défter auch Teilriume 
von $, z. B. © als Hilbertsche Riume mit einer anderen MaBform, z. B. 
G herangezogen werden, und da8 dann Konvergenz und:Dichte auf sie 
bezogen werden. Wir sprechen dann z.B. von Konvergenz (G@) und 
von G-Dichte. 

Teilriume §, G,... von §, in denen Formen und Operatoren erklart 
sind, seien stets als H-dicht in § vorausgesetzt. 

Ein Operator A in § < § erklart, ordnet jedem Element / aus ¥ 
ein h aus § zu. 

Zu jedem Operator A in § ,,gchért’‘ die Form A in #: 


Der Operator heiBt symmetrisch, wenn es die zugehérige Form ist, 
wenn nicht anders bemerkt, seien Operatoren stets als symmetrisch und 
linear vorausgesetzt. 


Ein Operator B in % heiBt beschraénkt’), wenn es seine Form B ist: 
es gibt zwei reelle Zahlen £, f, so daB BU¢AANASEB) SAY Af) gilt. 


6) Die tibliche Schreibweise entateht, indem man H durch , ersetzt. 
7) Der nicht symmetrische Operator S heiBt beschrinkt, wenn fir /, /, 
aus fF gilt: 


lf HS8f,| = Clf\ tht 
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Die nichst einfache Klasse bilden die halbbeschrinkten Formen. 
Eine Form G, in © = § definiert, hei®t (nach unten) positiv-halb- 
beschrinkt*) mit der (unteren) Schranke y, wenn es ein y > 0 gibt, so 
da8 fir alle Elemente g aus G " . 


gGg9>7(9 Hg) 
ist. 


Entsprechend heiBt ein Operator positiv-halbbeschrinkt, wenn es die 
zugehérige Form ist. 

Wichtig ist fiir das Folgende die Eigenschaft der ,,Abgeschlossen- 
heit“*, die positiv-halbbeschrinkte Formen besitzen kénnen. 

Eine positiv-halbbeschrankte Form G hei8t abgeschlossen in G, wenn 
der Raum © abgeschlossen ist mit g@g als MaBform. © ist dann auch 
ein Hilbertscher Raum mit G als MaBform *). 

Fiir (nicht notwendig halbbeschrinkte) Operatoren A, in dichten 
Teilmengen von § definiert, hat v. Neumann [7.3] einen Begriff der 
Abgeschlossenheit eingefiihrt, dem der vorangehende nachgebildet ist. 
Seine Formulierung ist gleichwertig mit der folgenden (ahnlich bei [7. 6)): 

Ein Operator A in § heiBt abgeschlossen, wenn der Raum § ab- 
geschlossen ist mit 

AfHAj+fH} (kurz A’+ H) 
als Ma8form. 


2. Fortsetzung durch AbschlieBen. 


Die Differentialoperatoren, die wir vor allem im Auge haben, sind 
meist nicht in abgeschlossenen Raumen und selbst nicht abgeschlossen 
gegeben, wahrend diese Eigenschaft bei der allgemeinen Spektraltheorie 
vorausgesetzt wird. Schon aus diesem Grunde wird man dazu gefiihrt, 
zu untersuchen, ob sich Raiume, Operatoren und Formen in erweiterten 
Definitionsbereichen zu abgeschlossenen fortsetzen lassen. 

Es sei ein Raum §' von Elementen h mit der MaBform H gegeben. 
Den Raum §' zu einem Raum § fortsetzen heiBt: weitere — auch h 


8) Ohne die Annahme y > 0 hieBe die Form nur halbbeschrankt, eine solche 
kann aber stets durch Addition von (1—y) (g Hg) zu einer positiv - halb- 
beschrankten gemacht werden. - 

®) Man konstruiert sich leicht eine abzihlbare G-dichte Teilmenge (6) von 6. 
Zunachst gibt es — Separabilitat von  — in jeder Teilmenge M von § eine 
abzihibare H-dichte Menge (MM). Man bilde nun die Folge der Teilmengen 6, 
von G, die durch die Bedingung g Gg = n(g Hg) gekennzeichnet sind. Jedes 
Element g gehért zu einer von ihnen. Die Menge (G,) (d.h. die abzdhibare 
H-dichte Teilmenge von ©) ist dann auch G-dicht in ©, und die Summe der 
(G,) hat die von (G) gewiinschte Eigenschaft. 
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genannte — (ideale) Elemente adjungieren, fiir sie zusammen mit den 
Elementen aus §' Addition, Multiplikation mit reellen Zahlen und die 
Form H positiv-definit definieren. 

Es gilt dann der Satz: 

Satz 1. Ist der Raum §' mit der MaSform H separabel, so kann 
er zu einem abgeschlossenen, also Hilbertechen Raume § fortgesetzt 
werden; und zwar nur auf eine Weise’), so, daB §’ dicht liegt in §. 

Beweis. Jeder Folge h, aus §’, die in sich konvergiert 

|h, — hy | > 0, 

ordne man, wenn nicht schon ein Grenzelement aus §’ existiert, ein ideales 
Grenzelement A zu. Zweien solcher Folgen h,,, hy, fiir die |h,,- hy,| +0 
strebt, ordne man dasselbe Grenzelement zu. Besitzen zwei Folgen 
hy», 4g, Grenzelemente h,,h, (aus § oder ideale), so besitzt-h,, Hh,, 
einen Grenzwert; als ihn definiere man h, Hh,. Man zeigt leicht: H ist 
dann in ganz § bilinear, positiv definit, und jede in Satz 1 behauptete 
Fortsetzung kann auf diese Weise erzeugt werden. 

Es sei in § < § ein Operator A definiert. Den Operator A in ff 
in einen Teilraum § von § (% < ¥ < H) fortsetzen, heiBt, ihn fiir die 
Elemente von %, die nicht in ff liegen, so definieren, da er in ganz § 
linear und symmetrisch wird. 

Entsprechend erklart sich die Fortsetzung einer Form. 

Es gelten dann die Siatze: 

Satz 2. Ein beschrankter Operator B bzw. eine beschrinkte 
Form B, die nur in einem dichten Teilraum von § erklart sind, kénnen 
eindeutig mit denselben Schranken f in § fortgesetzt werden"). 

Satz 3. Ein Operator G, im Raum ff der Elemente / erklirt, 
fiihre zu einer positiv halbbeschriankten Form G mit der Schranke 
y>o 

fHGf=f{G4Gf>y7( Hp). 


Dann gibt es einen §’ enthaltenden Teilraum 6 von § (}' < S< §), 
in den sich die Form G@ zu einer abgeschlossenen mit derselben Schranke y 
fortsetzen l48t. © und G in G sind eindeutig bestimmt, wenn ¥ G-dicht 
liegen soll in 6. 

Es heiBe G in G die zu G in F bzw. G in F gehérige ab- 
geschlossene Form. 








10) D. h. zwei Fortsetzungen sind so aufeinander abbildbar, da8B zugleich 
Multiplikation mit reellen Zahlen, Addition und Werte der Form H abgebildet 
werden. 

41) Entsprechendes gilt auch fir nicht symmetrische Operatoren. 








































474 K. Friedrichs. 


Vor dem Beweis von Satz 3 erwihnen wir noch 


Satz 4. Zu jedem Operator A in f gibt es einen %’ enthaltenden 
Teilraum § von §, in dem sich eine abgeschlossene Fortsetzung von A 
definieren la8t. Q und A in § sind eindeutig bestimmt, wenn ff in § 
dicht liegen soll mit A? + H als MaBform. 

A in § heiBt der abgeschlossene Operator von A in ’. 

Der Satz 4 und sein einfacher Beweis findet sich bei v. Neu- 
mann [7. 3]. 

Bemerkung zu Satz 3 und 4. Der Operator G in ff fihre zur 
Form G@ in %’. Es seien G in § der zugehérige abgeschlossene Operator, 
G in G die zugehérige abgeschlossene Form. Dann liegt § in G. 

Wir beweisen zuerst diese Bemerkung, dann Satz 4 und zum Schluf 
Satz 3. 


Beweis der Bemerkung. Liegt / in §, so kann es H-approxi- 
miert werden durch eine Folge /,, fiir die auch G/, H-konvergiert, also 
gilt auch 


(f, — fu) HG (f, — fu) > 0 fiir v¥, ft -> OO, 
d. h. 


(ft, — fu) G (f, — fu) + 0, 


also konvergiert /, auch in bezug auf G; das Grenzelement / mu8 nach 
Satz 3 auch in © liegen. 


Sodann sei der Beweis von Satz 4 nach v. Neumann kurz referiert. 
Konvergiert fiir eine Folge /, die Form 


(fp — fu) A (f, — fu) + A Cf, — fu) HA (hf, — fu) > 0 bei ¥ > O, 
so gibt es Grenzelemente /, und h,, so daB 
f, +> f,, Af, 7 hy (ff). 


Alle Elemente /,, die so entstehen kénnen, bilden den offenbar 
linearen Raum %. Wenn nun zwei solche Folgen /,,, /,, dasselbe Grenz- 
element /,, = /,, besitzen, so besitzen auch A/f,, und Af,, dasselbe 
Grenzelement; denn fiir alle h aus § gilt 


h Hi (fi+— fe») > 9, 
also auch fiir 


h= Af, 
wo f alle Elemente aus ’ darstellt, d.h. 
Af H(fi,— fer) = f HA (fiv—fer) ~ 9 bei », up + & 

und also 
f H (h,, — h,.) = 9; 
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da % dicht liegt, folgt h,, = h,,. Nun kann durch A/, = h, der Ope- 
rator A in ganz § definiert werden; er bleibt offenbar linear und sym- 
metrisch. 

Der Beweis von Satz 3 wird ahnlich gefiihrt; iibrigens kann nicht 
jede positiv-halbbeschrinkte Form zu einer abgeschlossenen Form fort- 
gesetzt werden; eine Zusatzbedingung wie z. B. die, daB sie zu einem 
Operator gehért, ist notwendig. 

Zum Beweise von Satz 3 werden wir nach Satz 2 den Raum §’ 
mit der MaSform G durch Adjunktion von zuniachst idealen Elementen 
abschlieBen zu einem Raum © von Elementen g mit der MaBform G. 
Jede Folge /, von Elementen aus %, die mit G als MaSform in sich 
konvergiert, konvergiert ebenso mit H als MaBform wegen 


v¢Hh set, 
besitzt also ein Grenzelement A aus §; es ist aber zunichst nicht aus- 
geschlossen, daB zweien Folgen /,, und f,, zwei verschiedene Grenz- 
elemente g, und g, entsprechen, wiahrend die Grenzelemente h, = h, 
identisch sind. Da® das nicht eintritt, soll gezeigt werden. Aus der 
Voraussetzung, daB zu G ein Operator G gehért, folgern wir namlich 
3,1. Wenn fiir eine Folge /, aus 3 


hH},~>0O fir alle h aus § 
gilt, so folgt 
{Gf,>0O fir alle f aus §'™). 
Denn es gilt 
{Gf,= Gf Hf, > 0. 
Aus 3,1 folgt nun leicht 
3, 2. Wenn fiir eine Folge /, aus ¥' gilt 


(tr — fu) @ (fr — fu) +> 0 fir yw oO 
und 
| Hf, -0 fir »v> o, 
so gilt auch 
,Gh>0O fir v > o., 





12) Ubrigens gilt, wenn /,G@/, beschrankt bleibt, g G@/,— 0 auch fiir alle g 
aus ©, da §' G-dicht liegt in 6. 

Es bedeutet dann Hilfssatz 3, 1: 

Wenn eine solche Folge {, schwach konvergiert in § mit H als MaB, so 
auch in © mit G@ als MaB. 

Diese Eigenschaft (3,1) ist auch gleichwertig mit der Halbstetigkeit von G 
bei schwacher G-Konvergenz; der folgende Beweis ist nichts als die abstrakte 
Formulierung haufig angewandter Halbstetigkeitsbeweise; vgl. auch die verwandte 
SchluBweise bei Courant [2. 4]. 
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Denn fiir eine solche Folge ist die Voraussetzung von (3, 1) erfiillt; 
also folgt {,Gf,~>0 bei festem uw. Jetzt ziehe man die Schwarz- 
Ungleichung 


[fu @ fu — fu @ fe| S Vf, — fu) @ (fe — fa) Via @ fa 


heran. Die untere Grenze der rechten Seite fiir » — co strebt mit 
wachsendem y« gegen Null; die untere Grenze der linken Seite fiir » + o 
ist /, Gf,; also strebt auch /, G/,, +0 mit wachsendem wy. 

Nun erkennt man unmittelbar: Sind /,, und /,, zwei Folgen aus ’, 
die zwei Grenzelemente g,,g, und zwei Grenzelemente h,, h, definieren, 
und ist h, =Ah,, so sind fiir die Differenz /, = /,,—/f,, die Voraus- 
setzungen von (3, 2) erfiillt; es folgt also (f,,— fo.) G(fiy— far) > 9, 
woraus (9, — g,) @(g, — g,) = 0 und also g, = g, folgt. 

Ist g, = g, ein reales Element aus %’, so ist g, = g, = h, =h,; 
denn die Folge /,, konvergiert ja auch in bezug auf H gegen g,. Ist 
dagegen g, = g, ein ideales Element aus G, so identifizieren wir es mit 
h, =h,. Dadurch aber wird G zu einem Teilraum von §. 





3. Operator einer Form. 


Wabrend unmittelbar jedem Operator eine Form zugehért, ist das 
Umgekehrte nur in beschrianktem MaBe der Fall. Es gilt nach F. Riesz 
(vgl. z. B. (9. 2)). 

Satz 5. Zu jeder beschrinkten Form B in § gehért ein be- 
schrinkter Operator B in §, so daB gilt 


hBh=hH Bh. 


Beweis. Es sei erlaubt, einen einfachen Beweis anzugeben, der 
auf die Darstellung durch ein Orthogonalsystem keinen Bezug nimmt. 

Wir stellen das Minimumproblem: Jedem Element k, aus § ein 
solches Element h = k, zuzuordnen, fiir das 


J (h] = h Hh —2hBk, 


méglichst klein wird. Sicher ist J[h] nach unten beschrinkt, da B be- 
schrinkt ist. Es gibt also eine untere Grenze d und eine Minimal- 
folge h,. 
Fir sie folgt 
d, = h, Hh,—2h, Bk, +d 

und aus 

(h, + eh) Hh, + eh) —2(h,+ ch) Bk, >d, 
daB 


(d, — d)+2¢ (h Hh,—hBk,) +ehHh>O, 
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also in ¢ nie negativ ist, so daB 
Vid,—d)hHh >= |hHh,—hBk,| 
gilt fiir alle h aus §. Hieraus folgt zunichst 
hHh,—h Bk, — 0; 
sodann, indem man h = h, — h, setzt und v mit yw vertauscht. 


(hy — hu) HO (hy — hu) = | (hy — hy) Hh, — (hy — hy) BE, 
+ (hk, —h,) H hy — (hu — h,) Bk, | 
= (Vd, —d + Vd, > d) V(A, ~o hy) H (h, ax hu) 





und also 





(hy — hy) H (h, — hu) < (Vd, —d + Vd, — d)* > 0. 
D.h. aber, hk, konvergiert gegen ein Grenzelement k,; fiir dieses ergibt 
sich mit jedem A aus § 
(*) hHk,—hBk, =0. 


Die Zuordnung des k, zum k, bezeichnen wir als Operator B. D.h. 

wir setzen 
k, = Bk.,. 

Es gilt dann 

1. B ist eindeutig; denn die Differenz zweier k,, die zum selben 
k, gehéren, miiBte nach (*) auf allen h orthogonal sein. 

2. B ist linear; denn die Summe zweier k, erfiillt die Relation (*) 
fir die Summe der k,. Ihr Bestehen ist aber fiir die Minimum- 
eigenschaft kennzeichnend, da aus ihr 


(ky +h) HT (k, + h) 4 2 (k, +h) Bk, 
> k, Hk, —2k, Bk, =d 
folgt. 
3. B gehért zur Form B; denn (*) geht fiir k, = A iiber in 
hH Bh—-hBh=0. 
Daraus folgt unmittelbar: 4. B ist symmetrisch und 5. B ist be- 
schrinkt. 
Als neuen Satz formulieren wir: 


Satz 6. Zu einer abgeschlossenen, durch y¥>0 halbbeschrankten 
Form G in 6 < § gibt es einen beschrinkten Operator B, so dab 


gGBh=gHh 
fiir g aus G, h aus § gilt. Es ist 
0<hHBh<~ (hHh) 


und der Wertebereich von B liegt in 6. 
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Dieser Operator B wird sich nachher als Reziproke eines zu G zu- 
gehérigen Operators erweisen. 

Beweis. Im Hilbertschen Raum © ist H eine beschrinkte Form 

1 
gH 9S > (9G9); 

also gibt es nach Satz 5 einen in © erklirten beschrinkten Operator B, 
fiir den 
(**) gHh=qgGBh 
zunichst fiir alle h aus G gilt; es ist, indem man g = Bh mit h aus 
© setzt, 
(BhG BhyY = (BhHhY = (BAH BA AHA S = (Bh@ Bh) (h Hh) 
oder . 


¢ (Bh G Bh) < ~ (h Hh), 
d. h. : 
(#8) (hH Bh) < ~(hHh). 


Diese zunichst fir h in © giiltige Relation zeigt, da®B B auch 
H-beschrinkt und also auf § fortsetzbar ist. Aus ¢ und der voraus- 
gesetzten Abgeschlossenheit der Form G folgert man, daB Bh stets 
in © liegt und danach, daB die Relationen (**) und (***) auch fiir alle h 
aus § bestehen. 

Der Satz 6 hatte auch bewiesen werden kénnen, indem man ohne 
Bezug auf Satz 5 unmittelbar die Minimumforderung anwendet"’). 

Aus dem Satz 6 folgt unmittelbar 


Satz 7. Zu einer abgeschlossenen positiv-halbbeschrinkten Form G 
in © <= § gibt es in einem G-dichten Teilraum %, < G einen vermége 
gHGi= 9G}, / aus 8, 
zugehérigen Operator, dessen Wertebereich § ist. Er heiBe der ,,mazi- 

mal zugehérige Operator zu G. 

Beweis. Man konstruiere nach Satz 6 den beschrinkten Ope- 
rator B; der Wertebereich von f = Bh sei §,; es liegt dann %, in 6. 
Jedem / aus %, entspricht nun nur ein A; denn aus Bh = 0 folgt wegen 

gGBh=gHh=0 fir alle g aus 6 


18) Satz 6 ist verwandt mit dem Satz von Toeplitz [il] tiber die Grenz- 
resolvente positiv-definiter Formen von unendlich viel Verinderlichen, der tibrigens 
ahnlich bewiesen werden kann, bequemer als mit der Jacobischen Transformation. 
(Siehe Mathem. Annalen 109, S. 254—256). Der Satz von Toeplitz bildet auch 
fir Wintner [13] den Ausgangspunkt seiner Theorie der halbbeschriankten Matrizen. 
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auch h= 0. Somit ist in §, die Reziproke von B eindeutig definiert; 
sie heiBe G: d.h. Bh = f sei gleichwertig mit h = Gf. 

Der Raum %, ist G-dicht in ©; denn sonst gibe es ein Element 
g + 0 aus G, das auf %, G-orthogonal wire: 

g,G{=90; also auch 9,GBg,=9,Hg, =0, d.h. g, = 0. 

Nunmehr folgt: 

1. @ ist linear; weil G eimdeutig und B linear ist. 

2. G ist symmetrisch; denn B ist symmetrisch. 

Zusatz zu Satz7. Ist G in §’ = G ein Operator, der zur 
Form G gehért, d. h. fiir den mit /’ aus §, g aus @ gilt: 

gGf=gHG@'f, 

so ist der ,,maximal zugehérige’‘ Operator G in §, Fortsetzung von G’ 
in Fy. 

Beweis. Mit dem Operator B von Satz 6 bilde man fiir das Ele- 
ment / aus das Element BG’/’ aus §,; fiir alle g aus @ gilt dann 


gGBG@f =g HG f =g9Gf; also Bf =f; dah. f in §,. 


4. Selbstadjungierte (hypermaximale) Operatoren. 

Eine Spektralzerlegung ist, wie v. Neumann [7. 2] gezeigt hat, nicht 
fir jeden abgeschlossenen symmetrischen Operator méglich; dazu muBS 
(nach E, Schmidt) die Bedingung der Hypermazimalitdt [7. 3] erfiillt sein; 
dieselbe Bedingung hat Stone [10. 1] als Selbstadjungiertheit seiner Spektral- 
theorie vorangestellt. 


Definition. Es sei ein symmetrischer Operator A in § S H 
erklart. A in  heiBt selbstadjungiert, wenn folgende Bedingung er- 
fillt ist: 

Ist einem Element 4, aus § ein anderes h, aus § zugeordnet, so 
da8 fiir alle f aus § gilt 

h,H Af=h, Hj, 
so liegt h, in F und es ist Ah, = h,. 
Ein selbstadjungierten Operator ist offenbar stets abgeschlossen. 
Es gilt bekanntlich 


Satz 8. Bin beschrinkter Operator ist selbstadjungiert. 
Dem stellen wir gegeniiber 
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Satz9"). Der einer abgeschlossenen Form G in © maximal m- 
gehérige Operator G in §, < © ist selbstadjungiert. Wir sprechen dann 
vom zugehdérigen selbstadjungierten Operator. 

Beweis. Es ist nimlich nach v. Neumann [7. 4] jeder symmetrische 
Operator mit dem Wertebereich § selbstadjungiert. Denn dann gibt es 
zu h, ein f,, so daB Af, = h, ist; also gilt 


h,HAf = Af, Hi = /, HAf, 


und da die Af ganz § durchlaufen, /, = A,. Daraus folgt die Behauptung 
nach Satz 7. 

Wir kénnen nun zeigen, da8 fiir positiv halbbeschrinkte Operatoren 
die Selbstadjungiertheit schon aus schwécheren Bedingungen folgt, die fiir 
unsere Differentialoperatoren leichter nachzupriifen sind. 

Es sei G in § ein abgeschlossener positiv-halbbeschrankter Operator, 
gGqg in G die nach Satz 3 zugehérige abgeschlossene Form, @ in §, 
der nach Satz 7 und 9 zu ihr gehérige selbstadjungierte Operator. Dann 
fiihren wir die ,,iterierten“ Raume 


6,, Bs, 6,, Ws» 6,, “*. 


ein, die aus allen denjenigen Elementen / von %, bestehen, fiir die bzw. 
Gf in 
G, ¥,, G,, Fe, G,, .-. 
liegt. Alsdann gilt 
Satz 10. Es ist § = %,, d.h. @ in § ist selbstadjungiert, wenn 
fiir irgendein n (mn = 1, 2, 3, ...) gilt 


(Bn) Bn liegt in AF 
oder 
(G,,) G,, liegt in §. 


Beweis. Da §, +4, in G, liegt, geniigt es, Satz 10 unter der 
Voraussetzung (f,) zu beweisen. Da nach Zusatz zu 7 und (f,) die 
in §,, &, &, erklarten Operatoren G Fortsetzungen voneinander sind und 
 abgeschlossen ist, geniigt es zu zeigen: 


4) In Satz 9 liegt auch der Beweis einer Vermutung von v. Neumann (7. 5). 

Ein positiv-halbbeschrinkter Operator kann zu einem selbstadjungierten Ope- 
rator mit derselben unteren Schranke fortgesetzt werden. 

Denn sei dieser Operator G in f; dann werde die zugehérige Form @ nach 
Satz 3 zu einer abgeschlossenen fortgesetzt; der zugehdrige selbstadjungierte Ope- 
rator G in §, ist nach Zusatz zu 7 Fortsetzung von G in §’; daB er zur selben 
unteren Schranke gehért, folgt daraus, daB das fiir die Form G gilt. 


Offen bleibt aber noch, ob eine solche Fortsetzung auch auf andere Weise 
mdglich ist. 








- | ~~ aoe ee Lk eee 
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Der abgeschlossene Operator von G in §, ist G in §,. Zum Beweise 
beachte man, daB %, der Wertebereich von B"h ist, wo B die Reziproke 
von G in §, nach Satz 6 ist. Daraus folgt, daB §, dicht liegt in §; 
anderenfalls gibe es ein Element h, + 0 mit 0 = h, H Bth = B*h, Hh 
fir alle h, woraus B*h, = Be-'th,=...=h, =0 folgte. Sei nun f, 
ein Element von §,, so gibt es eine Folge f" aus §, .,, fiir die fy >Gf, 
strebt. Alsdann strebt Bf' + /, und G(Bf*") +Gf,, d.h. der ab- 
geschlossene Operator zu @ in §, ist fiir /, erklart und ergibt G/,. 


5. Spektralzerlegung. 

Vor Formulierung und Beweis des Spektralsatzes halbbeschriinkter 
Formen sei eine Reihe vdn bekannten Begriffen und Zusammenhiangen 
iiber die Spektralschar dargestellt in einer fiir unsere Zwecke geeigneten 
Symbolik und Anordnung. 

Die Darstellung der Spektralzerlegung ist nach v. Neumann [7.2] 
auf die ,,Projektions- oder Einzeloperatoren“ zu griinden. 

Ein Projektionsoperator P ist ein in § definierter Operator, der der 
Relation 

P= Pp 
geniigt; offenbar ist 1 — P auch ein solcher. 

Die Elemente Ph und (1—P)A sollen Eigen- und Gegenelemente 
von P hei®en; ihre Wertbereiche $B und § 6 Y Eigen- und Gegenraum 
von P. 

Die Forderung der Symmetrie 


Ph, Hh, = h, H Ph, 
fiir h,, h, aus § ist gleichwertig mit 
Ph, H(l— P)h, = 0 


d.h., damit, daB Eigen- und Gegenelemente oder Kigen- und Gegenraum 
von P orthogonal sind. 


Gleichwertig ist auch die Identitat 
hHh = PhH Ph+ (1—P)hH(1 — P)h. 
Fiir die zu symmetrischem P gehérige Form P, die ,,Einzelform“ gilt 
OsSAPHS hHh, 
wobei Gleichheit (fiir alle h) nur fir P = 0 bzw. P = 1 besteht. Ins- 
besondere folgt so di. Beschrinktheit von P aus der Symmetrie. 
Die hier auf die Einheitsform H bezogenen Eigenschaften lassen sich 


analog auch in bezug auf andere Formen erklaren. Wir sagen, P ist 


symmetrisch in bezug auf die Form A in §, kurz: A-symmetrisch in §, 
Mathematische Annalen. 109. 32 
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wenn mit / auch P/ in § liegt und die gleichwertigen Identitaten fiir /, 
f,, tf, aus & bestehen: 
P}, Af, = 1,4 Ph, 
PfA(l—P)f =9, 
{Af = P{AP{+(1—P)fA(\— P)f. 


0Sf/APfsfAf. 
Ein Projektionsoperator P ist mit einem Operator A in § vertausch- 
bar, wenn mit f auch Pf in § liegt und 
AP{ = PAf 


gilt. Es ist P vertauschbar mit A in §, sobald P symmetrisch ist auBer 
in bezug auf H auch in bezug auf die zu A gehérige Form / A} in §. 
Im folgenden sei stets vorausgesetzt, daB P symmetrisch ist (d. h. 
H-symmetrisch in §). 
DaB zwischen zwei Projektionsoperatoren P,, P, fiir alle A aus § 
die Beziehung 


Dann gilt: 


hAP,h>hP,h 


besteht, ist gleichbedeutend damit, daB der Eigenraum von P, den von P, 
und der Gegenraum von P, den von P, enthilt. In Formeln: 

P,P, = P, (1—P,)(1—P,) =(1—P,) oder P,P, = P,. 
Es ist dann auch P, — P, ein Projektionsoperator. 

Die Spektralschar ist eine Schar von Projektionsoperatoren, die von 
einem reellen Parameter « so abhingen, da8 die zugehérigen Formen 
monoton sind. An den Stellen a, an denen diese Formen unstetig sein 
kénnen, sind zwei Projektionsoperatoren als Grenzwerte von oben und 
unten zu gewinnen. Es empfiehlt sich, von vornherein jedem Wert von a 
zwei Projektionsoperatoren zugeordnet zu denken, deren Formen von oben 
bzw. unten stetig sind. Der bequemeren Ausdrucksweise wegen seien die 
Projektionsoperatoren Symbolen a* und a (statt «+0 und «—0) m- 
geordnet. So motiviert sich folgende Erklirung: 

Jeder reellen Zahl « seien die Symbole a*, «~ zugeordnet; allgemein 


seien a+ und a mit a bezeichnet; fiir « = co und a = — oo seien 
a* =o und a* = —oo* ejngefiihrt. Wir setzen a; < a} wenn 
a, <a, ist, ferner a < at. 
Das Intervall 
Aa = (aj, a) 


enthalte jeden Punkt a, fiir dessen beide Symbole «: gilt: «j Sa* <a; 
so sind zugleich Intervalle mit und ohne Endpunkte erfaBt; (a~, «*) ent- 
halt nur den Punkt «. 





Le 
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Es sei nun jedem a* ein Projektionsoperator P,. zugeordnet, derart, 
da8 fiir jedes h aus § mit den zugehérigen Formen h P,.h gilt: 
1. Ist 
ai <aj, 80 bP, hohP,-h. 
2. Strebt fiir » + oo 
a, }a, 80 hP,-h | hPaeh, 
a, ta, so AP,-h t hP,-h. 
Dann heiBt P,. eine Spektralschar. 
Die Spektralschar heiBt vollstdndig, wenn gilt 
P_.+ =0, P,.- = 1. 
Der Differenzoperator 
Pa = P(ai, a) = Pa; — Pa: 


1 

des Intervalles 4a = (a, a) ist wieder Projektionsoperator. Es ist der 
Sprungoperator 

P(a-,a*) +0 

nur fiir eine héchstens abzihlbare Menge von Werten a, den Punkteigen- 
werten. 
Der Spektralsatz fiir beschrinkte Formen werde — wie es fiir uns 
zweckmaBig ist — in folgender Form ausgesprochen. 

_Satz1l. Sei B in § eine beschrinkte Form mit den Schranken 
B, 6; B in § der zugehérige Operator. Dann gibt es genau eine voll- 
stindige Spektralschar Q,., so daB gilt 

1. Q;- ist symmetrisch in bezug auf die Form B und in bezug 
auf H. 


2. Es bestehen die beiden ,,Eigenwertungleichungen“ 


Bo(h HQsph) S (A BQagh) SB, (hHQaph) 
mit 48 = (83, Bj) fiir alle h aus §. 
Zusatz 11,1. Es ist Qs- = 0, Qj = 1. 
Zusatz 11,2. Der Operator B in § ist mit den Q,. vertauschbar. 


Der Beweis von Satz 11 und der Zusiitze ist aus den iblichen 
Formulierungen des Spektralsatzes leicht zu entnehmen (vgl. insbesondere 
Fr. Riesz [9. 3]). 


Der Spektralsatz fiir abgeschlossene positiv halbbeschrinkte Formen 
lautet: 
Satz 12. Sei G in G eine durch y > 0 nach unten halbbeschrinkte 
abgeschlossene Form, G in §, < © der zugehérige selbstadjungierte 
32* 
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Operator. Dann gibt es genau eine vollstiindige Spektralschar R,., so 
daB gilt 

1. R,. ist symmetrisch in bezug auf die Form @ in © und in bezug 
auf HT in §. 

2. Es bestehen die beiden ,,Eigenwertungleichungen“ 


1, (9 HR. ,9) S GG Rs, 9) S739 H Rs,9) 

mit Jy = (yj, vs) fiir alle g aus G. 

Zusatz 12,1. Es ist R,- = 0, R.- = 1. 

Zusatz 12,2. Der Operator G in §, ist mit den R,- vertauschbar. 

Zusatz 12,3. Die Eigenelemente der Differentialoperatoren R,, 
endlicher Intervalle Ay liegen in §,. 

Die Spektralschar R,. liefert — so werden wir sagen — die Spektral- 
zerlegung von G in © und von G in §,. 


Beweis. Satz 12 ist eine einfache Folge von Satz 11. Denn: Im 
Hilbertschen Raum © wird H eine in bezug auf G@ beschrinkte Form 


mit den Schranken 0 und ~ = B ; es ist Satz 11 anwendbar; er liefert eine 


Spektralschar Q,.. Nun werde f= = fir 6 > 0 gesetzt; dann wird 
durch ; 
Ry» =1—Q,-, R,- =1—Qy 


auch eine Spektralschar erklirt. Und zwar ist sie vollstindig; denn 
erstens folgt nach Zusatz 11,1, daB Q3+=1d.h. R,-=0 gilt. Um 
zweitens R.- = 1— Q,+ = 1 zu zeigen, ist der Nachweis von Q,+ = 0 
erforderlich; ware nicht Q,+ = 0, so giibe es ein Eigenelement h = Q,+h 
von Q,+ und nach der zweiten Kigenwertungleichung mit 6; = 0+ miiBte 
(h Hh) = O sein, woraus aber h = 0 folgte. 

Da R(y%, vi) = Q(8, Bi) ist, gehen die Eigenwertungleichungen von 
Satz 11 unmittelbar in die von Satz 12 iiber. Ebenso folgt unmittel- 
bar die G-Symmetrie der R,. in ©; die Symmetrie in bezug auf H folgt 
allerdings zunichst nur in G; die R,. sind ja tiberhaupt durch obige 
Definition nur in © definiert. Nun folgt aber aus der H-Symmetrie 
der R,. in © ihre H-Reschrinktheit nm G; also sind die R,. auf ganz § 
fortsetzbar und zwar — wie man sofort sieht — ohne ihren Charakter 
als Spektralschar einzubiiBen. 

Damit ist die Existenz der Spektralschar von © gezeigt. Die Ein- 
deutigkeit ergibt sich daraus, daB in umgekehrter Weise die eindeutige 
Spektralschar von H im Raume @ aus der von G gewonnen werden 
kann. 
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Um Zusatz 12,2 zu beweisen, ist noch zu zeigen, daB fiir / aus §, 
auch R,.f in %, liegt. Es ist aber fiir alle /, /, aus §, 


R,.f HG}, = R,.#Gt, = 1G@R,.f}, = @fHR,-f, = R,G{ Hf, 


Da aber G in %, selbstadjungiert ist, folgt, daB R,.f in %, liegt und 
dab GR,.f = R,-Gf. 

Zum Beweise von Zusatz 12,3 beachten wir, daB nach 12,2 der 
Operator GR,, (My endlich) in §, anwendbar ist. Aus den Eigenwert- 
ungleichungen folgt aber, daB GR,, in bezug auf H symmetrisch und 
beschrinkt ist; denn das ist fiir die zugehérige Form 


fHGR.,f ={ERa,f 


der Fall. Es ist also der Operator GRAy auf ganz § fortsetzbar; er 
heiBe dann (G RAy) in F,. Nun gilt mit f aus §, 


(GR,,)hHi == R,,hHGt 


zunichst fiir alle A aus und also auch fiir alle h aus § Da G 
selbstadjungiert ist, folgt, daB R,,h in §%, liegt und daB GR,,h 
= (G R,,)h ist. 


6. Vollstetigkeit und diskretes Spektrum. 

Es gibt von Hilbert und Weyl herriihrende einfache Kriterien dafir, 
daB das Spektrum eines Operators in einem Intervall nur aus diskreten 
Punkteigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. Fiir diese Kriterien soll 
hier eine einfache Beweisanordnung gegeben werden, die zugleich ihre 
Ubertragung auf nicht beschriinkte Operatoren erméglicht. Zunichst 
setzen wir fest: 

Eine Spektralschar P hat in einem abgeschlossenen Intervall 
4a = (a,-, a+) ein diskretes Spektrum’), wenn der Eigenraum von P,q 
endliche Dimension hat. 

Es folgt leicht, daB P,. in diesem Iatervall in « konstant ist bis 
auf endlich viele Sprungstellen (Punkteigenwerte), deren Eigenraume end- 
liche Dimension besitzen"*), 

Ferner: Das Spektrum heiSe diskret in irgendeinem Intervall, wenn 
es in jedem abgeschlosssenen Teilintervall diskret ist. Das Spektrum 
heiBe iiberhaupt diskret, wenn es in jedem Interval] diskret ist. 


15) Auch ,,diskretes Punktspektrum“. 
16) Die Eigenwerte eines nicht diskreten Punktspektrums kénnen dicht liegen 
oder unendliche Vielfachheit besitzen. 
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Wir fiihren nun den Begriff der Vollstetigkeit in bezug auf eine 
positiv-definite Form ein in Verallgemeinerung des Hilbertschen Begriffs 
der Vollstetigkeit. Wir kennzeichnen die Vollstetigkeit auch anders als 
Hilbert durch eine Eigenschaft'’), die beim Nachweis der folgenden Siatze 
bequem zu benutzen und bei der Anwendung auf Differentialoperatoren 
bequem nachzuweisen ist. 


Definition. Es sei gG@g eine positiv definite Form in einem 
Hilbertschen Raum 6 = §. Dann heife die Form g Vg in © vollstetig 
relativ zu G, (kurz G -vollstetig), wenn es zu jedem « endlich viele Ele- 
mente h,, h,, ..., hy, aus $ gibt, so daB gilt: 


IgV9l SZ (h, Hg) + e(9 G9). 
Unmittelbar erhalt man den 


Hilfssatz: Sei ein Teilraum 3 von © von unendlicher Dimension; 
(d. h. er enthalte unendlich viel linear unabhingige Elemente). Dann 
enthalt 3 auch ein Element z + 0, fiir das 


|\2Vz| < e(ze Gz) 
gilt, also auch ein Element z mit z@z = 1 und beliebig kleinem zVz. 
Denn da der Raum 3 von unendlicher Dimension ist, enthalt er 


sicher ein Element, das auf beliebig vielen h,, h,, ..., h, orthogonal ist. 
Das Kriterium von Hilbert [5.2] lautet: 


Satz 16. Eine Form hVh in §, die H-vollstetig ist, besitzt ein 
diskretes Punktspektrum in jedem Null nicht enthaltenden Intervall”). 


Das Weylsche Kriterium [12.3] bezieht sich auf die Abianderung des 
Spektrums einer beschrinkten Form, wenn man eine vollstetige addiert. 
Wir begniigen uns hier damit, dies Kriterium auf positiv halbbeschrinkte 
Formen zu itibertragen”’). 

Satz 17. Es sei die Form G in 6 < § halbbeschrinkt mit der 
unteren Schranke y > 0 und abgeschlossen; es sei die Form g Vg voll- 
stetig im Hilbertschen Raum mit der MaBform G. 

Dann besitzt G+ V ein diskretes Punktspektrum unterhalb y (d. h. 
in jedem abgeschlossenen Intervall unterhalb y). i 


Zusatz 18. Ist die Einheitsform H vollstetig in bezug auf G, s0 
besitzt G selbst ein iiberhaupt diskretes Punktspektrum. 

17) Sie ist verwandt mit der von Hellinger und Toeplitz in ihrem Enzyklo- 
padieartikel bevorzugten Kennzeichnung der Vollstetigkeit. 

18) Es gilt auch die Umkehrung. 

1%) Die Ubertragung des allgemeinen Weylschen Kriteriums auf beliebige nicht 
beschrankte Operatoren soll an anderer Stelle geschehen. 

















Spektraltheorie halbbeschrinkter Operatoren. I. 487 


Die Beweise fiir die genannten Sitze werden ganz einfach, wenn 
man sich entsprechend der Methode, die F. Rellich [8] zur Untersuchung 
des Spektrums von Differentialgleichungen angewandt hat, auf den Hilfs- 
satz stiitzt. 

Diesen Hilfssatz wenden wir zunachst zum Beweise des ersten 
Kriteriums (Satz 16) an. Angenommen, es gabe ein Null nicht enthaltendes 
Intervall A « = (a;, ay), in dem das Spektrum von V nicht diskret wire, 
so daB der zu 4a gehérige Eigenraum 3 der Spektralschar von V von 
unendlicher Dimension wire, d. h. unendlich viele lineare unabhingige 
Eigenelemente z beséBe; dann gibe es nach dem Hilfssatz in 3 auch ein z, 
fir das zHz=1 und zVz beliebig klein wire; das aber widerspricht 
wegen «, > 0 oder a, <.0 den Eigenwertungleichungen, die 

a, (2 Wz) 2V2s 4,(2 Hz) 
verlangen. 

Zum Beweise des zweiten Kriteriums, Satz 17, nehmen wir an, zu 
einem Intervall mit der oberen Grenze y(1—«) < y gehérte ein Eigen- 
raum 3 von G+ V mit unendlich viel linear unahangigen Elementen z; 
fiir sie besteht die Eigenwertungleichung 


2G2+2V2s5 y(1— e)(2H2); 
sie steht aber in Widerspruch mit zGz > y(z Hz), wenn wir nach dem 
Hilfssatz 3 aus dem Teilraum 3 des Hilbertschen Kaumes 6 ein Element z 
herausgreifen, fiir das Gz = 1, aber z Vz beliebig klein ist. 
Zusatz 18 folgt daraus, daB fiir die Eigenelemente z von («;, «;) 
die zweite Eigenwertungleichung 


2Gz<s «a, (ze Hz) 


besteht, was fiir ein z mit zG@z=1 und beliebig kleinem z Hz zum 
Widerspruch fiihrt. 


(Eingegangen am 14. 7. 1933.) 
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Einleitung. 


Aufgaben, die in der Bestimmung einer Funktion aus ihren Inte- 
gralen iiber gewisse Mannigfaltigkeiten bestehen, sind verschiedentlich be- 
handelt worden. 

Herr Radon') hat das Problem behandelt, eine Punktfunktion aus 
ihren Ebenenintegralen und das weitere, eine Ebenenfunktion aus ihren 
Punktmittelwerten zu bestimmen. Die erste Radonsche Aufgabe ist fiir 
eine beliebige Dimensionszahl auch von Fri. Mader*) behandelt worden. 
Von Herrn Funk*) ist im Anschlu8 an eine Arbeit von Minkowski‘) die 
Aufgabe gelést, eine Funktion auf der Kugel aus ihren GroBkreis- 
integralen zu bestimmen. 

In dieser Arbeit soll das folgende Problem behandelt werden: 

Es liege eine Schar von kongruenten, parallelen, geschlossenen Hyper- 
flaichen des R, vor. Gesucht ist eine Funktion f(z,,..., 2,) = f(x), von 
der das Integral iiber jede dieser Flichen (bzw. iiber das Innere jeder 


1) Ber. Verh. Sachs. Akad. 69, S. 262—277. 
2) Math. Zeitschr. 26, S. 646—652. 

3) Math. Annalen 74, S. 286. 

*) Ges. W. II, 8. 277—279. 
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dieser Fliachen) vorgegeben ist. Bezeichnet V eine der Flachen der Schar, 
V ihr Inneres, so ist also die Integralgleichung 


(la) g(x) = Ji(x+n)do, 

bzw. 

(1b) g(x) = ff(z+n)dv, 
! 


nach / aufzulésen. (do Oberflichen-, dv Volumenelement) °). 


Statt (la), (1b) zu betrachten, kann man auch Gleichungen von 
etwas allgemeinerem Typus 


(2a) g(t) = [f(x + 0) Q(0)do, 
bzw. 
(2b) g(x) = [f(z +9) Qn) de, 


} 
behandeln, wo Q eine willkiirliche Ortsfunktion ist. Dabei werden iiber 
V und Q noch gewisse Voraussetzungen gemacht werden, z. B. Kon- 
vexitat von V. : 

Es stellt sich heraus, daB Gleichungen von der Form (2a), (2b) 
nicht eindeutig lésbar sind, man kann noch Zusatzbedingungen fiir die 
Lésung hinzufiigen. Die Hindeutigkeit laBt sich z. B. erzwingen, indem 
man / ein bestimmtes Verhalten im Unendlichen vorschreibt; das empfiehlt 
sich jedoch nicht, weil man dann nicht die Fzistenz einer diesen Be- 
dingungen geniigenden Funktion garantieren kann. Es erweist sich als 
adaiquater, die Werte von / innerhalb der festen Flache V_ willkirlich 
(bis auf gewisse Randbedingungen) vorzuschreiben; vollstindig eindeutig 
ist die Lésung dann noch nicht bestimmt; dabei ist die Frage nach der 
Eindeutigkeit der Lésung in gewisser Weise zuriickfiihrbar auf die Frage 
nach der eindeutigen Lésbarkeit des zweiten Radonschen Problems 
(8. 515.) 

Man kann eine Gleichung (2a) oder (2b) manchmal als Randwert- 
aufgabe einer partiellen Differentialgleichung deuten. Es kann vor- 
kommen, daB die Lésung u(z,,..., z,, t) = u(x, t) einer solchen Gleichung, 
fiir die fiir ¢ = 0 

w= f,u, = 0,...,.%..., = 0 


5) Es wird zur Abkiirzung immer die vektorielle Schreibweise verwandt werden; 
%,,... bezeichnen die Punkte (z,,..., Had (Yar «++» pdr + +3 (ED) bedeutet das 


y Sail 
i=1 





P p 
innere Produkt }’ z,y,, |x| den Ausdruck 
i=1 
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ist, sich in der Gestalt 

(3) u(x,t) = [f(z +9) QU, n) do, 
V® 


darstellen l46t; ist nun u fiir ¢ = 1 vorgegeben, fiir die iibrigen ¢ gesucht, 
so hat man eine Gleichung der Form (2b) fiir die Anfangswerte /, nach 
deren Auflésung man uw angeben kann; man kann aber noch / und damit 
u(x, 0) willkiirlich innerhalb V vorgeben. Im z,,..., z,, t-Raum gedeutet 
besagt das, daB man eine Lésung u angeben kann, die auf einer Hyper- 
ebene ¢ = 1 willkiirlich vorgegeben ist und auBerdem noch auf dem Teil 
der Hyperebene ¢ = 0, der von einem charakteristischen Kegel mit der 
Spitze auf der Ebene ¢ = 1 ausgeschnitten wird. (Wenn sich die Lésung 
der Differentialgleichung in der Form (3) darstellen laBt, so stellt V (t) 
das Abhiangigkeitsgebiet der Lésung von den Anfangswerten, also den 
ebenen Schnitt des charakteristischen Kegels dar.) 
Liegt z. B. die Gleichung 


Au—2— uw, — uy, = 0 


vor, so ist die Lésung u(z, t), fiir die 


u (x, 0) _ f(z), Uy (x, 0) = 0 
ist, durch 


w(x.) = 2 | f(2+t)do, 


gegeben, wenn 22 die Einheitskugel im R, um 0, dw, ihr Oberflichen- 
element, w, ihre Oberfliche bezeichnet. Man kann dann u auf der 
Ebene ¢t = 1 willkiirlich = g(x) und noch auf der Ebene ¢ = 0 fiir |x| << 1 
vorschreiben und daraus wu fiir alle ¢ zu bestimmen suchen: dann hat 
man nur fiir / die hier behandelte Aufgabe zu lésen. 


Eine physikalische Fragestellung fiihrt auf denselben Problemkreis. 
Man hat ein Kraftfeld &(z,, z,, z,), das man mit Hilfe eines inhomogenen 
Probekérpers V, dessen ,,Dichte“-Verteilung durch Q gegeben wird, be- 
stimmen will (ohne den Grenziibergang zu unendlich kleinen Probe- 
kérpern zu vollziehen); vernachlissigt werden soll die Wirkung des Probe- 
kérpers auf das Feld. Man verschiebt den Kérper V beliebig parallel zu 
sich und miSt an jeder Stelle die auf V wirkende resultierende Kraft. 
Dann stellt jede Komponente von & eine Raumfunktion / dar, fiir die 
der Ausdruck (2b) vorgegeben ist; die Bestimmung des Kraftfeldes lauft 
auf die Auflésung einer solchen Integralgleichung hinaus. Da bei dieser 
Anwendung die Existenz der Lésung feststeht, es aber darauf ankommt, 
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daB sie eindeutig bestimmt ist, wird man hier besser Annahmen iiber 
das Verhalten von f im Unendlichen machen. (Vgl. die 8.510 ff. abgeleitete 
Lésung fiir den Fall einer Einheitskugel V.) 

Zur Lésung der Gleichungen (2) werden zwei Wege eingeschlagen. 
Der erste kniipft daran an, daB man eine formale Lésung unmittelbar 
durch Fourierzerlegung erhalten kann [§1). Diese Lésung ist aber aus 
im allgemeinen divergenten Integralen zusammengesetzt; um sie zu einer 
sinnvollen zu machen, hat man geeignete Konvergenz erzeugende Terme 
abzuziehen. Diese werden durch die Partialbruchentwicklung eines ge- 
wissen Ausdrucks geliefert, die in §2 bis 3 diskutiert wird. Man erhilt 
dann direkt diejenige Funktion, die (2) geniigt und innerhalb V vor- 
gegebene Werte annimmt. . Die so erhaltenen Lésungen sind zwar formal 
einfach, enthalten aber noch die Fouriertransformierten der vorgegebenen 
Funktionen statt dieser selbst. 

Der andere Weg benutzt, daB sich die Auflésung von (2) in die 
beiden folgenden Aufgaben aufspalten laBt: 

I. Bestimmung einer Ebenenfunktion aus ihren Punktmittelwerten 
oder einer Punktfunktion aus ihren Ebenenintegralen. 

II. Bestimmung einer Lésung von (2), die nur von einer Koordinate 
abhingt. 

I ist das von Radon hehandelte Problem [§6]. II la8t sich auf 
Volterrasche Integralgleichungen zweiter Art zuriickfiihren [§5]. In §7 
wird am Beispiel der Gleichung (2a) mit p=3, Q=1 und V als 
Einheitskugel mit dieser Methode eine einfache explizite Lésung her- 
gestellt (Bestimmung einer Funktion aus ihren Einheitskugelintegralen). 


§ 1. 
Lésungsansatz durch Fourierzerlegung. 
| (x,, ..-, Zp) = f(z) sei eine stetige Funktion. Sei 


(4) 9 (2) = [f(z +9) Q(o) dv, 
Vv 


vorgegeben; (um in diesem Paragraphen nicht alles zweimal zu sagen, be- 
trachten wir nur diese Gleichung; will man die Gleichung (2a) behandeln, 
so hat man nur iiberall do, fiir dv, zu schreiben). 

Es werde angenommen, daS f eine absolut konvergente Fourier- 
zerlegung besitzt: 
(5) f(z) = | #a0F (3) ds. 


Rp 
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Dann wird, da man die Integrationen vertauschen darf, 


(6) g(x) = fe? f(3) J (3) d3, 
R 
wenn r 
(7) f £99 Q(p) dv, = J (3) 
) 


gesetzt wird. Es wire also 


(8) f (3) J (3) = 9 (3) 
die Fouriertransformierte von g. Da J offenbar beschrinkt ist, besitzt 
auch g eine absolut konvergente Fourierzerlegung. / ist so durch 9 
iiberall, wo J nicht verschwindet, eindeutig bestimmt; da J (3), wie wir 
8.496 sehen werden, nicht in einem ganzen Gebiet verschwindet und 
i stetig ist, so ist / und damit auch f durch g, also durch g eindeutig 
bestimmt. 

Eine Lésung f/ von (4), die eine absolut konvergente Fourierzerlegung 
(und eine stetige Fouriertransformierte) besitzt, ist eindeutig bestimmt. 


Die Fourierzerlegung von f ist sicher absolut und damit gleichmaBig 
konvergent, wenn 


(3) = 0 (S55) (r = |3)) 


ist; das ist sicher der Fall, wenn / (3) 2 [25 *]-mal stetig differenzierbar 
1 


ry? tt 





ist und alle diese Ableitungen 0( ) sind; dann ist / auch stetig. 


Es kann also z. B. keine diesen Regularitatsbedingungen geniigende 
Lésung f = 0 der homogenen Gleichung 


(9) {/(2+ 0) Q(p)dv, = 0 
} 


geben. Dennoch gibt es, wie wir sehen werden, eine groBe Mannigfaltig- 
keit anderer Lésungen dieser Gleichung. 

Man kann versuchen, (8) zur Auflésung von (4) zu benutzen. Man 
zerlegt g nach Fourier: 


g(x) = | e499 (3) d3 
Rg, 


p 
und hatte dann formal 
10 ey 5(a)d 
(10) ie) = | F590) 3- 
Rp 


Wegen der Nullstellen von J hat dieser Ausdruck aber im allgemeinen 
keinen Sinn. 
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Um aus (10) doch eine Lésung von (4) zu erhalten, kann man zu 
eit) 
(11) Te 
in (10) eimen passenden Ausdruck additiv hinzufiigen, der die Un- 
stetigkeitsstellen von (11) weghebt, ohne an der Gleichung (4) etwas zu 
indern. Diese additiven Terme werden wir von der Form g(x) = eG? 
wihlen, wo 5 = (¢,,...,¢,) eine Nullstelle von J (3) ist; weil fiir ein 
solches @ 


(12) fp(z+n)Q(o)dv, = &&P [eS Q(y)dv, = e&GP J (0) = 0 
Vv r 


gilt, sie also Lésungen von (9) sind. Ein Aggregat von solchen 
Termen q(x), die noch die Unstetigkeiten von (11) wegheben, erhilt 
man durch die Partialbruchentwicklung von (11), die in den beiden fol- 
genden Paragraphen abgeleitet wird. 


§ 2. 
Die Funktion JJ (3). 
Um Aussagen tiber J (3) machen zu kénnen, mu8 man verschiedene 
Bedingungen fiir V und Q formulieren. Wir setzen voraus, daB V eine 
p+5 


zum Nullpunkt symmetrisch gelegene, [?5—|-mat stetig differenzierbare 


konvexe Flache ist; weiterhin, daB das Produkt der Hauptkriimmungs- 
radien von V in jedem Punkte der Flache > 0 ist. Q sei [24 *]-mal stetig 
differenzierbar und ebenfalls zum Nullpunkt 
symmetrisch definiert, d.h. Q (yn) = Q(— pn). ! 
AuBerdem sei in V Q > 0. 

Wir stellen J (3) durch ein einfaches Inte- 
gral dar. Sei 3 = r&, wo r = |3| und & ein 
Einheitsvektor ist. Dann ist (y 3) konstant auf (8) 
den Ebenen des y-Raumes normal zur Rich- , 
tung . Wir bezeichnen mit (s, ) = (— s, — &) 
die Ebene mit der (vom 0-Punkt abgewandten) 
Normalenrichtung und dem Abstand s vom 
0-Punkt. Dann sei Fig. 1. 


(13) P (8, £) = [ Q0) doy, 
wo das Integral iiber den ebenen Schnitt von (s, £) mit V zu erstrecken 
ist. (,,Masse* des Schnittes.) Es ist 
+ al) 
(14) J (3) =J(ré) = f er P(s,é)ds, 
—a(e 
wenn (a(é), £) die Tangentialebene an V normal zu € ist. 
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[Behandelt man die Aufgabe (2a), so ist ja 
J (3) = [ £99 Q(n) do, 


Vv 


zu setzen; es gilt dann ebenfalls (14), wenn man P statt durch (13) durch 
(15) P(s, ) = | is do, 


definiert, wo das Integral iiber das (p — 2)-dimensionale Schnittgebilde 
von V mit der Ebene (s, ¢) zu erstrecken ist und N die Flichennormale 
auf V bedeutet.] 

P(s, &) ist nach Voraussetzung tiber Q und V eine gerade Funktion 
von s. Wichtig ist das Verhalten von P in der Umgebung von s = +a(6). 
Die Ebene (a, &) beriihre V im Punkte 4. Denkt man die Fliche 7 
auf die Hauptkriimmungsrichtungen und die Normalenrichtung in A als 
Koordinatenachsen Lezogen, so nimmt ihre Gleichung die Form 





p—t z? 
(16) a—s = an + (héhere Glieder) 
aD. ,,--+» @p—1 sind die Hauptkriimmungsradien in A. P(s, &) ist 
dann das Integral der Funktion Q iiber den Bereich der Ebene z, = — s, 
der von dem Gebilde (16) (der Dupinschen Indikatrix) begrenzt wird. 
Es ist in erster Annaherung fiir s nahe an.a 


- 
2 


Ves @pas PED (a—s) 
das Volumen dieses Bereiches und 
(16) Ps, 2) = 2=12* Ve, @1Q(A)(a—s) * +-(a—s)* Pylad) 
wo P, fir |s| < a eine [2¢*)-mal stetig differenzierbare Funktion ist. 
Dabei ist w, die Oberfliche der Einheitskugel des R,, 2 ihr Volumen: 








a 22° 
Pp 

P. 

r(3) 

Da P gerade in s ist, kann man auch schreiben 
2—3 2 
(17) P(e, g) = 2 Ver --- &. fp—1 9) (at —#t) * + (8°)? Py, 8), 

ia —- 


wo P, wieder [?*]-mal stetig differenzierbar ist. 
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[Ist speziell V die Einheitskugel und Q = 1, so reduziert sich P auf 
den ersten Term 


P(s, 8) = 1-8)? , 


Ist P durch (15) definiert, so kann man ihm eine zu (17) analoge Form 
geben. Im Falle der Einheitskugel und Q = 1 wird dann 


(18) P (s, €) = @— d—#) a 
J (3) = J (ré) ist eine ganze analytische Funktion von r. Es folgt 


dann aus (17) 
Vor --- @_, Va(2ayP?Q @(A) | 


J(3)=J (rs) = a Jon(ary 





- ie P, (8, &) e?*ds, 


wo J, die n-te Besselsche Funktion bedeutet*). Wegen der bekannten 
asymptotischen Entwicklung von J,,") und durch mehrmalige partielle 
Integration des zweiten Terms folgt dann, wenn fiir jedes » 


Jr—Z(»+?F)|So>0 


gilt, 
V2 ei --- ey, (2 =)" 008 (ar — PT? 


as) J (rg) = a ; N+ 28), 


wo |6| = 1 und C eine nur von V, Q und 6 abhingige Konstante ist. 
Diese Abschatzung gilt fiir beliebige komplexe r mit positivem Realteil®); 
da J(ré) gerade in r ist, bedeutet das keine Beschrankung der All- 
gemeinheit fiir r. Somit wird fiir groBe |r| J(ré) asymptotisch durch 
die Funktion 





A(r) = 





dargestellt, wobei der Fehler O Oe) ist. 
r 


*) Poissonsche Integraldarstellung der Besselschen Funktion. Vgl. Watson, 
Theory of Bessel Functions, S. 48. 
7) Watson 1. c. *), 8. 199. 
8) Wateon 1. c. *), S. 201. 
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Zur Abkiirzung werde J (r) fiir J(r&) geschrieben. Ersetzt man in 
der Formel 





J’ (r) = Es | a dz, 


2x4 r)? 


wo als Integrationsweg ein Einheitskreis um r gewahlt ist, J durch h, 
so folgt bei Subtraktion 


|\J’(r) — A’ (r)| S max|J—Al 
Danach gilt auch 


(20) J'(r) = W(r)(1 +0 (=)) 


ia | Al. 


GaP" Ree, sasin (ar —P Fa) 14+0(+ 
. i (1+ (il) 
r 2 





solange man sich keiner 0-Stelle von A’ (r) niahert. 


Aus (19) folgt schon, daB zu vorgegebenem 4 jede 0-Stelle von J (r) 
mit geniigend groBem r in einer 6-Umgebung einer 0-Stelle von h liegen 
mu8. Bildet man andererseits 


1 = h'(r 1 J'(r 

ri | Thar Lf i@ar =f ger. 
wo die Integrale iiber einen Kreis vom Radius 6 um eine (sicher reelle) 
0-Stelle « von A zu erstrecken ist, so folgt, daB fiir geniigend groBe |«| 
dieser Ausdruck verschwinden muB, d.h. da fiir geniigend grofBe |a| 
genau eine 0-Stelle von J in einer 6-Umgebung einer 0-Stelle « von A 
liegt. Aus (19) folgt aber, daB diese 0-Stelle reell ist, denn danach 
haben fiir geniigend groBe |a| J («a — 4) und J («+ 4) verschiedenes Vor- 
zeichen, so da dann mindestens eine reelle 0-Stelle im Intervall 
a—dlriia+té liegt. 

Zusammenfassend folgt so: Ordnet man die 0-Stellen von J (r &) 
etwa nach der GréBe der Realteile in eine Reihe: ..., —/,, —f,, — B,, 
B,, By, B,--. (B-: = — Bi; r = 0 ist wegen Q > 0 keine 0-Stelle von J), 
so sind von einem bestimmten y an alle f, reell und es gilt asymptotisch 




















—l 
(21) Ble) ~ a5 (¥ + 2G) a tma, 
wo m eine gewisse feste ganze Zahl ist. 


Ist speziell Q == 1, so ist wegen der Konvexitét von V P(s, £) fiir 
s =O eine monoton abnehmende Funktion von s (das ist nicht mehr 
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der Fall, wenn P durch (15) definiert wird). Dann hat nach einem 
Satze von Pélya’) fiir p > 4 


J(ré) = fer P (s, é) ds 


sicher nur reelle Wurzeln. 


Nach (21) werden die Flichen des 3-Raumes, auf denen J (3) ver- 
schwindet, asymptotisch, je weiter man sich vom Ursprung entfernt, um 
so mehr der Reziprokalfliche von V ahnlich, d. h. derjenigen Flache, die 
von den Polen der Tangentialebenen von V beziiglich der Einheits- 
kugel um 0 gebildet wird; denn diese Reziprokalflache wird von den 


1 ‘ 
Punkten a — gebildet. 


§ 3. 
Partialbruchentwicklung von 
Aus (20) und (21) folgt, daB die Reihe 


+2 fhe 
Y 


ira 


Te)" 





pti 
oon? lew, 


absolut und gleichmaBig in z fiir reelle z und komplexe r konvergiert, 
wenn r mit keiner Nullstelle von J(ré) zusammenfallt. Sei noch 
ers 
ir 
5 A, (z, €) der Anfang der Entwicklung von o nach Potenzen von r. 
“=0 
Dann stellt der Ausdruck 
Pal 


By >) Au(z, 6) 1" 


n=0 


irz 


(22) H(r, x, &) = 





Ll J (r, €) 
sn fr @e 
ma P met 


T= —* (r —B,) J’ (B,) By 





®) Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsitze der Analysis, Bd. II, S. 69, 173. (Fir 
p= 4 ist zwar f(t) = P(t, &) nicht mehr 2-mal stetig differenzierbar, wie dort 
vorausgesetzt ; . Beweis des Satzes von Pélya ist aber auch auf diesen Fall an- 


wendbar, weil 5 xa P (t, €) noch integrierbar ist. 
Ey pam 





109. 
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eine ganze analytische Funktion in r und fiir reelle z eine stetige Funk- 
tion in z dar. 

Wir wollen diesen Ausdruck fiir festes reelles z mit -a < +< +a 
abschétzen. Zunichst werde angenommen, daB r von 0 und jeder 
Wurzel £, von J mindestens den Abstand I/a hat. c,,c,,..., mégen 
nur von der Wahl von V und Q abhiangige Konstanten bezeichnen. 
Wegen (21) und (20) gibt es ein c,, so daB 


[Buty — Br] = le I\¢,, [Bul = lele, 


fiir alle ~, » und daher ein c,, so daB 





| [Pe*] | e: 
J" (Bs) By > ¢, ¥|»| 
ist. Es wird dann, wenn 

Bu < Realteil (r) << Bu+ 


ist, und um die Ideen zu fixieren, ~ > 2 vorausgesetzt wird, 

















ip,z p—1 
: + i 1 
(23 a) 5) : e=)| = ae weo 
= 6) 716,) Bl =—= (6, —B,)| J" (B,) BE | 
1 . 1 
+ | ay) cea 
lr —Byl-| 5" (B,) 8 ; | ara 


¥ ps =] 


7=ET? 1B —B, 1+] IB) BY 





» Se 4 i 9 . 1 
Sig 2 Gaon tag tas + Gaps 


Cy Cy log mu “ 
= , 


— 
Weiterhin ist wegen |r| > < 

[r+ *] [ee] 

2 


(23) Fe > A(z 8") < Z tenet 


y=0 ’ 
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Ist « = Imaginarteil (r), so gibt es wegen (19) und der Voraussetzung 
iiber r ein c,, so daB 

|J (r)| = c,elr!e 
ist; also wegen |z| Sa 


irz 
e€ 
s 


PAS FT S* eT 


Aus (23a, b,c) folgt, daB H(r, z, ) fir festes |x| < a in r be- 
schrinkt ist: |H| <= M, solange r von 0 und jedem #, mindestens den 
Abstand 1/a hat. Denken wir um jeden der Punkte r= 0 und r = f, 
der r-Ebene einen Kreis vom Radius 1/a geschlagen, so liegen diese 
Kreise nach (21) fiir geniigend groBe || getrennt. Ist auf dem Rande 
eines sulchen Kreises oder eines aus mehreren solchen Kreisen bestehenden 
Gebietes |H| <= M, so nach dem Maximumprinzip auch im Innern. Daraus 
folgt, daB H eine in der ganzen r-Ebene beschrinkte ganze Funktion 
ist, also eine Konstante. Da andererseits nach (23a, b, c) 


1 e~t#—ItIla F 1 elti(z— a) 


(23 c) 





1 
=<, 








lim H (r, x, &) = 


ist, falls + auf einer Parallelen zur reellen Achse gegen oo geht, ist 
diese Konstante 0. Damit ist gezeigt: 
H(r, 2, €) = 0 


fir —a(é) = = a(&) und alle r. 
Wir setzen 


PF) 
ln, z,é)+ ) A,(z, &)r 


v=0 


- 7A P. ; ee) 


"=— (ry —B) J’ (f,) pr * 


aT 


(24) I(r, 2, €) = 





Dann gilt also fir -ax=rsi+a 


ign 
(25) I(r, 2, &) = ha A, (x, &)r'. 


r=0 


Es ist allgemein fiir beliebige reelle und geniigend absolut groBe 
reelle r 


(26) Ir,z)|<sr - * (c, |x| -+ ¢, Vir} log |r|). 
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Dann ist 


Man findet mit demselben Beweis wie fiir (23 a) 


(27) 


fiir |r| > 2. 


wo 0, 0,, #,, #, zwischen r und £, liegen, folgt 


F. John. 


Beweis: £, sei die Nullstelle von J, der r am nichsten liegt. 





p+ nee] 
rz fut, 


ta - pts) 
(r—B,) J" (B,) BE 








APF] ef Pyz 


BF 


"yeu &—B,)I'(B,) B, 





p+s 
2 








AF] +o el bye = | < o, |r| | F tog] r| 


en &—B,)d' (6); ? 











Bei Beriicksichtigung der Taylorentwicklungen 


eirz — ef fut 4 4-(r gs iti 


J (r) = (r—B,) IF" (By) ae ” 1" (8,) = (F — By) J (O), 


i a 


rl _ gel, +[75 i (r — By) 03 * ’, 


[fe 
i x 
eirz of Pu at} 


Ji(r) 





pts 
(r—B,)J" vet | 


pti pti 





















s 


a p+3})! ,, 7) J" (0) v0 p +3}| os 
eer Bit [PS ]|r eB) |+|Aye|+1r—aisrcon [PSA] |? 
Jor) | 

ap \ 1 Oo 
Es ist nun 
” 1 
| J (9)| = So pti’ 
|@,|? |r| * 


wie man aus (20) in derselben Weise wie (20) aus (19) folgern kann; fiir 
J’ (8,) folgt aus (20) die Abschatzung 














es < \J'(8.)| < 


r rT 
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AuBerdem hat man fiir |r — 6,| > - nach (20) fiir hinreichend groBe |r| 


| 29-| = W'Ool = 
Ir id 

und fir |r — B,| > — 
| (9 
=, 








Sj alJ(r)|> — 


e. , 





Es ist also fiir alle geniigend grofen |r| 
| i 
| eit cw fut p+ 

| [ez Sr? (2+ ¢,,). 


park 








J" (B,) (r — B,) B, 
Zusammen mit (27) folgt daraus die Behauptung (26). 


§ 4. 
Auflésung der Gleichung (4). 
Sei wie in §1 
(4) g(x) = [f(e+ 9) Q(o) do, 
7 


gegeben und f gesucht. / selbst werde fiir x in V vorgegeben : 
(28) f(z) = h(x) fir x in V. 

Genauer sei 3 Konstante c > 1 gewahlt, dann g fiir = x vor- 
gegeben, fiir die = — in V liegt und f fiir die x gesucht, fiir die sa1 inV 
liegt. g und h seien (2p + 1)-mal bzw. Set 3 _ mal stetig differenzierbar; 
man denkt sie sich ebensooft stetig differenzierbar in den ganzen Raum 
derart fortgesetzt, daB sie absolut konvergente Fourierzerlegungen be- 


sitzen und auch fiir alles Folgende hinreichend stark im Unendlichen 
verschwinden : 








(29 a) g(x) = feeg(s)ds fir = in V, 
Rp 

(29 b) h(x) = [e@h (ada fir x in V 
Rp 


(man kénnte auch Fourier-Reihen verwenden). 
Notwendig fiir die Vertriiglichkeit der Vorgaben g und h ist offenbar 


(30) 9(0) = f h(y)Q(p) dp. 
Vv 
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Man ist aber gendtigt noch weitere Bedingungen als erfillt anzunehmen. 
Es soll noch 


gt oe 
(31) 2 oar! ed [reper 


fiir alle »,+ +... -+% <[2>"] erfiillt sein. (Diese Bedingungen 


sind offenbar notwendig fiir die Existenz einer [* + ]-mal stetig differen- 


zierbaren Lésung f, wie durch Differentiation von (4) und Nullsetzen 
von x folgt; man kann aber hier bei ihrem Zutreffen nur die Existenz 
einer stetigen Lésung { zeigen; vgl. § 5). 

Dann ist 


(32) f(x) = J (e®® —J (3) I(r, (Ex), A) h(a) a3 
Ry 





+ J P(r.(€x), 8) 9(@)da 
Ry 
eine stetige Lésung von (4), die fiir x in V mit 4 zusammenfallt (wieder 
3 =r €& gesetzt, wo & ein Einheitsvektor ist). 
Beweis: Die absolute Konvergenz der Integrale und die Stetigkeit 
von f folgt nach 8. 492 aus (19), (26) und den Regularitatsvoraussetzungen 
tiber g und h. Es ist 


(33) f f(a + W)Q(w)dvy = f H(a) [ P(r, Ex) + (zd), 4)Q(0)d 0p. 
V Rp r 


Denn das erste Integral in (32) ist nach Definition (24) von J’ aus Aus- 
driicken der Form e*+®-¢® zusammengesetzt,: liefert also nach 8. 493 
zu (33) keinen Beitrag, weil J (f,()&) = 0 ist. Aus denselben Griinden 
ist nach (7), wenn r keine Wurzel von J nd &) ist, 


[ P@.E2) + Em. 4) Q(o)dey = zL5 tor [ er eMQ(m)dv, 
v v 
= @GOr — eiGDd; 
da I’(r,z,&) in allen Argumenten stetig ist, gilt das dann auch fiir 
r= ,. Es folgt so 


fret D)Q(n)dvy = f &49H(3)d3 = g(3) 
Kp 
und damit der erste Teil der Behauptung. 
Weiterhin ist fiir x in V 


\(€z)| S a(€) 
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nach Definition von a. Also nach (25) 


pt+1 
P(r, (2,2) = 2 A(x), 87 
pot 
f(x) = h(x) + + 5 fA. dra@ds 
(34) 4 


p-—1 


P fi fred (Ex,2) Ode 
P 





Um die Behauptung { (x) = A(x) zu erhalten, hat man die Voraus- 
setzungen (31) auszunutzen. Sei die Entwicklung der ganzen Funktion 
J(ré&) nach Potenzen von r 


v=0 





dann ist nach (7) 
K,(&) = # [ (En) Q(o)dvy 
v 


ein Polynom vom Grade » in den Komponenten é, ie  § K, (é) ist eine 


von £ unabhangige Konstante K, + 0. Dann hat —— Teh 5 nach Definition 


der A, eine Entwicklung der Form 


In - 34 (2, 6) 9°; 


+=0 


dabei ist) 











| K, (8) K,(@) ... K,(@) 7 
»| K, K,(&) ... K,- (6), Ge) 
A, (z, €) = a = ' 
‘ 0 K, see K,_3(&) (> ia 
a eae ak 








A,(z, €) ist also ein Polynom in 2g, é,,..., &, vom Grade = ». Wegen 

et(—")(—2) ert ” . 
71-8" 76 mu8 A,(— 2, — &) = (— 1)’ A.(z, &) sein, d. h. A, 
ist ein gerades oder ungerades Polynom, je nachdem » gerade oder un- 
gerade ist. 





10) Vgl. Bieberbach, Funktionentheorie I, 8. 161. 
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Da z, = ré, die Komponenten von 3 und z, die von x sind, laBt 
sich so A,((&x),&)r” als Polynom in den z, und 2, schreiben, wobei die 





Koeffizienten Polynome in r’ sind; wegen r = § z?} hat man so in 
i=1 


A, ((€x),&)r’ tiberhaupt ein Polynom vom Grade = » in den x, und % 
mit konstanten Koeffizienten « vor sich. Sei etwa 


A, ((& x, &) = 2 Gy ty Ay eee dy By ++ Dp ah vee Bhp 


Pp 
(2 Guta) = »). 
Dann ist nach (29 a) 
{A, ((E x), €) 7° 9 (3) da 


Ry 


ri gi ten tly 
ee aah... aay 7) _, 


und folglich nach Voraussetzung (31) und (29b), = 


=D ey shy ty -nedy 8 | (oeconp < ho)) Ota) 


Do, oy be ony BY ++ 2)? [dy f dvyet*OQ (0) (3) 
V Ry 
- af J (r £) A, (Ex), &) 1” h (3) dey. 
Kp 
Aus (34) folgt dann /(z) = h(x). Damit ist die Behauptung vollstindig 


bewiesen. 


§ 5. 
Fall einer nur von einer Variablen abhingigen Lésung. 
f sei konstant auf allen Ebenen mit der Normalrichtung é: 
f(x &) = P(a). 
Dann miissen auch g und A auf diesen Ebenen konstant vorausgesetzt 
werden: 
g(zé) =y(z), h(xé) = y (2). 

Die Gleichung (4) geht nach Definition von P iiber in 


+a 
y(z) = § O(e+y) Ply, dy. 


—a€é 
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Wir lassen den in diesem Paragraphen festen Parameter & fort und haben 
also ® aus 

+a 
(35 a) y(z) = [O(x+y)Ply)dy, 


(35 b) (x) = n(z) fir |z| Sa 
za bestimmen. 
Satz I: Notwendig fiir die Existenz einer stetigen Lésung von 
(35a, b) ist 
a) y (x) ist [Fa- pe)- mal stetig differenzierbar, 
h(x) ist stetig; 
b) es ist 


+a 
(36 a) y" (0) = (— 1) f nly) POy)dy 


fir y= 0, 1,..., ES und fiir ungerades p noch 
p+i p-—1 
(6b) 9 * )(0) = (— a) ® Vee @=1@(A)(n(@)—(—1) ® (—2)) 
p-1 +1 
~(-1)3 Fone? r)iyday. 





Beweis: Durch sukzessive [? + *]-malige partielle Integration und 
Differentiation folgt aus (35a) unter Beachtung von (17) 
+a 


(37a) rl) — (_1y (O49) Poy)ay 


fie » = 0, 1,..., [4]. und fiir ungerades p noch 


p+ 
OF) (a) = (— a) * Ve, Oe Q(4) (®(2 +a) —(—-1)* “O(2— a)) 


p= 7° (2+) 
(37b) ~(-1)3 oe *) (yay. 
Setzt man z = 0, so folgen die Bedingungen (36). 
Eine Méglichkeit (35a,b) aufzulésen, besteht wieder in Anwendung 
der Fourierzerlegung. Man findet dann durch Ubertragung der Resultate 
von §4 auf den vorliegenden Spezialfall analog zu (32) 


+ co +o 
(38) (2) = j (eft* — J (z) I" (z,x)) H(z) dz + j I(r, 2) 7 (z) dz, 


—a —o 

















p—s 
Hou _pyreyel | 


i) =~ | -**n(e)de, 


—cw 


8 


‘Ss 
(2) =5~ J e-***y(z)dz, 


—c 
+a 


(40) J (2) (= J (2é)] = | ef** P(s)ds. 


(38) stellt fir |z| < ¢ eine Lésung von (35) dar, wenn 7(z) fiir |z| Sa 
einmal und y(z) fir |z| S c+a (?+")- mal stetig differenzierbar sind 
(und im Unendlichen gewissen Regularitaétsvoraussetzungen geniigen). Die 
Bedingungen (31) lassen sich im vorliegenden Spezialfall durch die Be- 
dingungen (36) ersetzen; sie sind mit ihnen identisch, wenn 7 [-- + pat mal 
differenzierbar ist. Man erhilt so: 

Satz II: Ist (36) erfiillt und auBerdem 7 stetig differenzierbar, 
Y hen ma PSI- -mal stetig differenzierbar, so besitzt (35) eine stetige Lésung®. 

Fir y =0 ist auch 7 =0 und der Ausdruck (38) liefert nach 
Definition (39) von J" eine absclut und gleichmaBig konvergente Reihe 
nach den e** fiir ®(z), die fir |x| < a mit der Funktion 7 tiber- 
einstimmen mu8. Der vorige Satz liefert dann: 


Satz II]: Eine im Intervall -a <= 2 <= +a stetig differenzier- 
bare Funktion 7 (z), die den Bedingungen 


+a 
(41a) J nly) P?(y)dy =0 





fir » = 0,1,..., [? =-] und, falls p ungerade ist, noch 


p-1 p-1 
(4b) ® Va... @p—1°@(A)(n (a) —(— 1) * n(—a)) 
p+) 


= J nly) PS? (ydy 


geniigt, la8t sich fiir |z| <= @ durch eine absolut und gleichmaBig kon- 
vergente Reihe 
(42) S celts 


darstellen; dabei sind die f, die 0-Stellen der durch (40) definierten 
Funktion J (z). 
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Jeder Ausdruck, der fiir alle « durch eine konvergente Reihe der 
Form (42) dargestellt wird, die fiir = 0 absolut konvergiert (sie kon- 
vergiert dann auch gleichmaBig in jedem endlichen Intervall), stellt eine 
Lésung von (35a) mit y = 0 dar. Nach Satz I hat man so als Er- 
ginzung zu Satz I 

Satz IV: Notwendig dafiir, daB eine Funktion 7(z) im Intervall 
—a=2s+a in eine absolut konvergente Reihe nach den e*»* ent- 
wickelbar ist, sind die Bedingungen (41). 

Zweite Methode zur Auflésung von (35). 

Es bezeichne fiir ganzzahliges » Y, das Intervall 

(2%—lhaxsezs (2+ I1)a. 
In Y, ist ® vorgegeben. Man kann versuchen, ® sukzessive in den 
einzelnen Intervallen Y, zu berechnen. Fir ® im Intervall Y, werde 
die Bezeichnung ®, eingefiihrt; genauer sei ®,(z) fir -axs zs +a 
durch 
(43) ®, (x) = O(x + 2va) 
erklart, (also ®, (xz) = 7 (z)). 

Es sei schon ®,(z) bekannt und es werde ®,,,(z) gesucht. Nun 
kann man (35a) in der Form 


(QQv¥+l)a—z a 
y(e)— | P@@+y)Ply)dy= [ O@+y)Ply)dy 
a @v+i1)a—z 


schreiben; daraus folgt bei Ersetzung von z durch z+ (2+ 1)a@ nach (43) 


y (« + (2+ lja) — J %(y) P(y—2—a)dy 


= f %..(y)P(y—2+a)dy 


fiir -@s75+4. 

Das ist eine Volterrasche Integralgleichung erster Art fiir die Funktion 
®,,,. (Ist » negativ, so kann man sie auch als ebensolche Gleichung 
zur Bestimmung von ®, aus dem schon bekannten ®,,, auffassen.) Die 
Aufgabe, die Lésung ® von (35) im Intervall Y, zu bestimmen, lieBe 
sich also durch Auflésung von | v| Volterraschen Integralgleichungen erster 
Art erledigen. Diese Gleichungen lassen sich") auf Volterrasche Integral- 
gleichungen zweiter Art zuriickfiihren und zwar in verschiedener Weise 
fiir gerades und ungerades p. 


11) Nach Volterra: ,,Lecons sur les Equations Intégrales“, Kap. II. 
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Im Falle eines ungeraden p geht man statt von (35a) von (37b) 
aus"), ersetzt dort 2 durch z+ (2»-+ 1)a und erhalt nach (43) 
p--1 


(— 2) * Vo, --- a-— 1 Q(A)®, + : (2) 


z p+1 
tat FOP Ny —sta)dy 


p-1 


(45) =2 * Vo, .-. @p—1Q(A)®, (2) 


p-—ia pe 


+(-1)* J ®,(y) PS? +) y—2—aydy 





p+! 
oF FT) (2+ (2% +1)0). 
Das ist eine Volterrasche Integralgleichung zweiter Art zur Bestimmung 


p+t 
von ®,,, aus, Da der Kern pr) (y — z+ a) stetig in x und y ist 
und ebenso die rechte Seite, gibt es nach bekannten Existenzsiitzen fiir 
diese Gleichungen eine und nur eine stetige Funktion ®,,,(z) im Inter- 
val -a = 2+ =+4, die (45) erfiillt”). 

Bildet man (45) fiir z= —a und ein anderes Mal bei Ersetzung 
von » durch » — 1 fiir z = +a, so folgt 

p—i 
%,.,(- a) ~ a ®, (a) = [= 1) . (®,(— a) iz 9, _,(— a)). 
Es gilt also schlieBlich wegen ®, = n 
®, ., (a) = ®, (a) =+ (®,(— a) — n (a)). 
Wendet man aber (45) auf » = 0, = —a an, so folgt ®, (— a) = n(a), 
wenn (35b) erfiillt ist, d. h. ®,.,(— a) = ®,(a) fiir alle ». 

Bildet man so mit den durch Auflésung der Volterraschen Integral- 
gleichungen gefundenen Funktionen ®, die Funktion ® nach (43), so ist 
auf Grund von (36b) ®(z) auch in den Punkten c = 2»+1 stetig. 
® (z) - sicher eine Lésung von (37b) dar; da die Gleichung (35a) 
durch >= — 1 | malige Integration aus (37b) entsteht, garantieren die Be- 
Mtesiiiin (36a) gerade, daB ® auch (35a) erfiillt. Es gilt so: 

Satz V: Ist p ungerade, so sind die Bedingungen von Satz I auch 
hinreichend fiir die Existenz einer stetigen Lésung ® von (35); man 
erhalt diese fiir 

2y—-IlsSrs2vr+1 
13) Gleichungen der Gestalt (37b) sind von G. Herglotz und P. Hertz in 


Math. Annalen 65 als ,,Integralgleichungen der Elektronentheorie“ behandelt. 
18) Vgl. loc. cit. 1). 
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durch Auflésung von | | Volterraschen Integralgleichungen zweiter Art. Die 
Lésung ist dann auch eindeutig bestimmt. 

Das entsprechende fiir gerades p zeigt man, wie folgt: y werde als 
(4 - 1)-mal stetig differenzierbar vorausgesetzt. Dann ist man nach 
Satz II der Existenz einer stetigen Lésung ® von (35) sicher; man ver- 
sucht nur, sie als Lésung einer Volterraschen Integralgleichung zweiter 


Art darzustellen. Dazu geht man von der letzten Gleichung in (37 a) 
aus, ersetzt z durch z+ (2+ 1)a und erhalt nach (43) 


(— 1 yo! (x + (2 » + 1)a) — j ®, (x + y + a) POM (y)dy 


= f 4.(y) PO™ (y—2+a)dy. 


Die linke Seite dieser Gleichung werde mit f(z) bezeichnet. Dann folgt 
. = ° . 1 ° 
durch Multiplikation mit — und Integration iiber z 





a6) j Me) az = re | Pom (y —2 +4) s(y)dy 


= J i .(y)Lly,2)dy; 
dabei ist ii 
_ {Pom y—2 4a) 
L(y,2z) = \ — dz. 
Me 
Nach (16’) kann man PO! (y) = setzen, wo P, stetig ist und 
a—y 


P, (a) + 0. Man hat so 


_ { Pily—2+a) 
L(y,2z) = * merge dz. 


L ist stetig differenzierbar in z und es gilt 


2 sd 
L(z,z) = a P, (a) = 1(— 1)P# (22) * Vo, .-. @p—1 Q(A) + 0. 
Durch Differentiation von (46) nach z (die linke Seite ist stetig differen- 
zierbar, weil die rechte es ist) folgt dann die gesuchte Volterrasche 
Integralgleichung zweiter Art fir ®,,,: 


é ( [ede = ar.) + [ %esdLatwardy, 
a ) ems ] 
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die einen stetigen Kern besitzt. Es gibt eine und nur eine stetige Lésung 
®,., dieser Gleichuny. Die aus diesen ®, zusammengesetzte Funktion ® 
mu8 die Lésung von (35) sein. Man erhilt so 

Satz VI: Ist bei geradem p (36a) erfiillt und auSerdem 7» stetig 
differenzierbar, y pr? mal stetig differenzierbar, so ist die Lésung ® 
von (35), deren Existenz nach Satz II feststeht, eindeutig bestimmt; sie 
kann fiir 2yv—-lsecs2v+1 
durch Auflésung von | | Volterraschen Integralgleichungen zweiter Art 
gefunden werden. 

Satz VII: Es kann nicht mehr als eine stetig differenzierbare Lésung 
von (35a) geben, die im Unendlichen verschwindet. 

Beweis: Gabe es zwei solche, so wiirde die Differenz eine Lésung 
der homogenen Gleichung 


(47) [P@+y)Ply)dy=0 

sein, die im Unendlichen verschwindet. Sei ®(x) = n(z) fiir |x| <a. 

Man kann (2) fiir |x| = @ nach Satz III durch eine absolut kon- 
+ oo 


vergente Reihe Ss? A, e'?y* darstellen; denn aus (47) folgen durch Differen- 
— 


tiation und partielle Integration und Nullsetzen von z die Relationen 
(4La,b). Da diese Reihe fiir alle z eine Lésung von (47) ist und fiir 
|z| <a mit @ iibereinstimmt, stimmt sie nach den gezeigten Eindeutig- 
keitssitzen fiir alle mit ® iiberein. Nun sind nur endlich viele von 


den f, nicht reell, etwa B_,, ...,8,. Aus der Beschrinktheit von 
+o +u 
> A,e‘*s* fiir alle x folgt aber die Beschrinktheit von >» A, ef Prt 
und folglich das Verschwinden von A_,, ..., 44. Also ist 
D(z) = ¥ Ayer? 
\*|>-e 


eine fastperiodische Funktion; eine solche kann aber nur im Unendlichen 
verschwinden, wenn sie identisch verschwindet. Es folgt so ® = 0 und 
damit die Behauptung. 


Fall einer Einheitskugel V. 


Es seien die Integrale der gesuchten Funktion iiber die Oberflichen 
aller Einheitskugeln des R, vorgegeben. Man hat dann fiir P den Aus- 
druck (18) zu wahlen. (35) geht iiber in 


+1 p—3 
(48) y(s) = a1] P(e +9) (1— 9) * dy 


@(x) = n(z) fir {jz|s1. 
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Ist p ungerade, so kann man (48) statt auf eine Integralgleichung besser 
auf eine Differentialgleichung zuriickfiihren. 

@ (x) werde namlich zunichst als Pp mal stetig differenzierbar vor- 
ausgesetzt; dann _ durch (p — 2)-malige Differentiation von (48) 


y-"(a) = (— 2) 3 S23 [oF Ne 41) XQ) - OF) (@ 1) X(—1)) 
re (® ve a i — oF) (¢—1)x"(—-1))-( )+-... 
+(-1)* (@+ xO) ay - o(e—-x*)(_»)). 


Dabei bedeutet X (x) das Pe te Legendresche Polynom. Bei Ersetzung 
von z durch x+-2»-+ 1 erhalt man daraus nach (43) fir a = 1 
>) 43. 7 >) 


@ 2 (a) X (1) —@,* ? (a) X()+ —...+(-1) * G4 4)X 


_ oF ) (a) X(—1 )— OT) (ay x", oe ae (1) 


+(-1) . ova xt “14 a 


y(z2+2»-+1), 
(2)? 7 P38, 


ween —1 <= 2< 1. Das ist eine gewdhnliche Differentialgleichung 
ober Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir ®,,,(xz), die un- 
mittelbar explizit zu integrieren ist. Ist ® nur stetig, so setzt man 


at. 
>= yk >) und hat dann fiir die 7 7: mal stetig Gtesenstarhere 


Funktion y eine Gleichung der Form (48). 
(Man sieht hier leicht ein, daB (48) auch immer eine Lésung besitzt, 
wenn nur die erste der Bedingungen (36a): 
+1 


p-8 
7(0) = 1] ny—y') *? dy 


a=} 
erfiillt ist; nur hat diese Lésung im allgemeinen in den Punkten der 
Form z = 2v-+ 1 Unstetigkeiten.) 
Besonders einfach gestaltet sich der Fall p = 3. Dann geht nim- 
lich (48) in 


(49) y (2) = 2a | B(x + y)dy 
—1 


liber. Man hat y als stetig differenzierbar, 7 als stetig vorauszusetzen. 
Dann ist ’ (2) 


= O@(r+ 1) —@(zr — 1). 
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Es folgt 


2-2 





2 
(50) (2) = nf) += S' ye + 21-1), 


i=1 
wenn z den absolut kleinsten Rest von z(mod2) bezeichnet. @ stellt 
eine Lésung von (49) dar, wenn nur 


+ 


7 (0) = 2x [ nly) dy 


=} 


erfillt ist; soll ® in den Punkten zc = 2y¥+1 noch stetig sein, so hat 
man noch die Relation 


n(+1)—n(-1) = 4 





als erfiillt vorauszusetzen. Wird y(z) = 0 fiir |x| > 1 gesetzt, so kann 
man (50) auch die Form 


z—z 


(51) O~) = 5 n(e—2i)+ 2 y (e—2i+1) 





geben. 


Fragt man hier nach Lésungen ®, die fiir z+ o gegen 0 kon- 
vergieren, so folgt aus (50) 


0=1@) +5 Dy @+2-y. 
i=1 
Fiir eine solche Lésung ist also 7 und damit ® schon eindeutig dureh y 
bestimmt; es ist dann 


(62) ®() = — 5. Dy (e+ 25-0); 


i=1 


soll auch noch lim ®(z) = 0 sein, so folgt genau so 


(2) = S ¥(e@—2y—1). 


Fiir die Existenz einer im Unendlichen verschwindenden Lésung ® 

von (49) ist also auBer Regularitétsbedingungen fiir y die Bedingung 
+7 

(53) 2 y¥(e+2+—1) 

fiir jedes z notwendig. 
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§ 6. 
Die Radonschen Probleme. 
In diesem Paragraphen sollen die beiden Aufgaben 
I. Bestimmung einer Punktfunktion aus ihren Ebenenintegralen, 
II. Bestimmung einer Ebenenfunktion aus ihren Punktmittelwerten 


gestreift werden. Die Aufgaben sind in gewissem Sinne dual zueinander. 

Dabei ist unter dem Integral einer Funktion, die von den Hyper- 
ebenen des R, abhingt, iiber eine Flache 2 das Integral derjenigen Punkt- 
funktion iiber XY zu verstehen, die jedem Punkte P von £ den Wert 
von ® fiir die Tangentialebene in P zuordnet. (a, &) = (—a, — ) 
bezeichne wieder eine Ebene des R,. Man hat so 


= ® (a, £) = O(—a, — €) 


als fiir alle reellen Zahlen a und alle Einheitsvektoren ~ erklarte Funktion 
anzunehmen. 

Speziell ist: das Integral von ® iiber eine Kugel vom Radius r um 
den Punkt x durch 


(54) re—*[ P(r + (€2), é) do, 


gegeben, wo nach & iiber die Einheitskugel Q zu integrieren ist. Unter 
dem Punktmittelwert von ® in x hat man den Mittelwert von ® auf einer 
infinitesimalen Kugel um x zu verstehen, also 


S(2) = 2 | O(e8), 8) doy. 


Die zweite Radonsche Aufgabe besteht darin, diese Gleichung nach ® 
aufzulésen. 

Die Aufgaben I und II haben auch duales Verhalten. Die Lésung 
von I erscheint eindeutig bestimmt, wahrend es schwieriger ist, Bedin- 
gungen fiir ihre Existenz anzugeben; dagegen laBt sich leicht eine Lésung 
von II angeben, von der man nur nicht sicher ist, daB sie die einzige ist. 
Es werde der EKinfachheit halber p als ungerade vorausgesetzt. Die 
folgenden Lésungsmethoden nach Radon, |. c. '), 8.276—277. 

I. Sei die Punktfunktion /(z) aus 


(55) (a, £) = f f(y) do, 

(a, €) 
zu bestimmen. io sei tiber den ganzen Raum R,, /(n) iiber jede Ebene 
absolut integrierbar; auBerdem sei lim ®(a,&) = 0. 


aaa 


Mathematische Annalen. 109. 
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Dann ist der Punktmittelwert von ® im Punkte x 


S(x) = = foe, E)day = “e= [12 ae, 


(e = |» —2)). 
Es folgt 


| 
oe 


P 


—1) * (p—3 
4? S(z) = et | 


p—s 





(9) 
=, op a tee 


Rp 


A * § ist so als Potential von Massen der Dichte f dargestellt. Nach 


der Poissonschen Gleichung fiir p Dimensionen folgt daraus eindeutig 
bestimmt: 


p—3 


p-—1 


(— 1) 2) p—! 


(57) 1) = Gra, 4 * SH 


= p 
(—1) * —* 
= @—Bia,_,0,4 * [oe &), &) dam. 
2 
Diese Funktion / braucht aber keine Lésung von (55) zu sein. 
II. Sei D(a, &) aus 
” S(t) = [O((xé), £) da; 
2 


gesucht. Kine Lésung ® dieser Gleichung erhalt man, indem man sie 
als Ebenenintegral einer Punktfunktion / ansetzt: 


D(a, é) = | f(9) doy. 


(a, €) 
Dann ergibt sich f aus der Formel (57) und es ist folglich 
p—1 
59 ® Ky* (AF gaya 
(59) (8) = G$Gl— | 4* sade, 
(2,6 


Dieser Ausdruck stellt unter geeigneten Regularitaétsvoraussetzungen fiir § 
eine Lésung von (58) dar. 


§ 7. 
Zuriickfiihrung der Auflésung von (4) auf zwei Aufgaben. 

Sei p wie im vorigen Paragraphen ungerade. Man kann die Auf- 
lésung von (4) auf das im § 5 behandelte Problem und eine der beiden 
Radonschen Aufgaben zuriickftihren. Dabei tibertrigt sich das verschiedene 
Verhalten der Radonschen Aufgaben auf die Auflésung von (4). 
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Fragt man namlich zunichst nach einer Lésung / von (4), die die 
8. 513, Z. 1 und 2 v. u. angegebenen Regularitatsvoraussetzungen fiir / erfiillt, 
so kann man unter der Voraussetzung der Existenz eines solchen / es 
wie folgt bestimmen. Man setzt 


®(a,£) = { f(x) do, 
(60) 2 
y(a,&) = | 9(z) do, 
(a, €) 
und integriert die Gleichung (4) itiber die Ebene (a,&) des x-Raumes. 
Dann folgt 


+a) : 
(61) J @+2,8 Piz, dz = (a8). 

—a(é) 
Man hat also nur die nach Satz VII eindeutig bestimmte Lésung ® dieser 
Integralgleichung anzugeben, die fiir a + + o verschwindet. (Bestimmung 
einer Lésung ® von (4), die nur von einer Variablen abhingt.) SchlieB- 
lich f aus ® zu erhalten, ist die erste Radonsche Aufgabe, die durch (57) 
gelést wird. Diese Lésung erscheint also eindeutig bestimmt, wahrend 
ihre Existenz nicht feststeht. 

Sei andererseits eine Lésung f{(x) von (4) gesucht, die fiir x in V 

mit einer vorgegebenen Funktion A(z) iibereinstimmt. Uber g und h 
werden dieselben Voraussetzungen wie in § 4, 8.501, gemacht. Man setzt 


g(x) = + [y((e 8,8) doy, 


h(x) = = [n(ee, &) dx. 


Die Bestimmung von Lésungen y und 7 dieser Gleichungen ist die 
zweite Radonsche Aufgabe; man kann sie durch (59) lésen. Dann lést 
man die Gleichung 

+a 
(62) y(z,£) = j ® (x + y,&) Ply, é) dy (P durch (13) bzw. (15) definiert) 
—a(é) 
= JO (e+ yn 8) Q(0) dey 
wobei noch 
® (x, =) = n(z, €) 
fiir |x| = a(&) sein soll. Das ist die in §5 behandelte Aufgabe. Im 
allgemeinen werden aber fiir diese Vorgaben y und 7 nicht die Vertrig- 
lichkeitsbedingungen (36) erfiillt sein. Genauer kann man nur eine 
Funktion ® bestimmen, fiir die statt (62) eine Gleichung der Form 
+a) 
y(a,é) = | O(e+y.£) Ply. s)dy+ RYy,é) 


—a(5) 


34* 
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deen 
2 


os 
ist. Dann stellt 





erfiillt ist, wo R ein Polynom in y vom Grade <= 
f(x) = =) ® ((xé), &) day 


eine Lésung.einer Gleichung 


[7 + 0) Q(0) dey = g(x) + T(x) 
; 





dar, wo T ein Polynom vom Grade < ” = 
f(x) = A(x) fir x in V gilt. Sind die Bedingungen (31) erfiillt, so muf 
noch 7 verschwinden, also / eine Lésung von (4) sein. 

Damit ist also die Auflésung der vorgelegten Aufgabe auf die von (62) 
zuriickgefiihrt, die sich durch Auflésung von Volterraschen Integral- 
gleichungen zweiter Art leisten 1aBt. 

Zur Erlauterung der Methoden mag der folgende Spezialfall behandelt 
werden: 

Gesucht ist eine Funktion /(z,, z,, 2), fiir die die Integrale iiber die 
Oberflichen aller Einheitskugeln des R, verschwinden: 


(63a) ff(z +) do, = 0, 


in Z,,--., Zp» ist und 


und die fiir |x] << 1 mit einer vorgegebenen einmal stetig differenzier- 
baren Funktion A(x} iibereinstimmt: 


(63b) f(x) = h(x) fir |x| <1. 
Dabei sei die notwendige Bedingung 

f(y) do, = 

2 
erfiillt. 


Es werde h(x) = 0 fiir |x| > 1 gesetzt. Zunichst werde noch an- 
genommen, daB h und 2* auf der Kinheitskugel Q um 0 bei Anniherung 


von innen her verschwinden und daB h in Q zweimal stetig differenzier- 
bar ist. A ist dann auf Q noch mit seiner normalen Ableitung stetig, 
wahrend die zweiten Ableitunger dort einen Sprung machen kénnen. 


Es ist dann nach (59) 
h(a, 8) = [n(ee, 8) 
fiir ’ 


(64) n(a,é) = —q; | 4hdo 


(a, €) 
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(diese Formel bleibt noch giiltig, auch wenn sprunghafte Unstetigkeiten 
der zweiten Ableitungen vorhanden sind). 7 (a,&) ist stetig in a und 
verschwindet fiir |a| > 1. Man hat dann nach (51) in 


+o 


® (2, &) - n(x — 246, &) 


(die Summe ist nur scheinbar unendlich) eine Lésung der Gleichungen 


+1 
0 = fOie+y, dy fiir alle z, 
® (x, &) = n (2, &) fir |x| <= 1. 


Dann ist 
l 
fH) = Z[O(ae), 2) dey 
eine Lésung von (63a), die fiir |x| < 1 mit h(x) tibereinstimmt. 
Nun ist 


+o * 
(65) H(t) = SZ, | n((x8) — 24,4) doy. 


Nach (54) und (64) ist 
— 5 | (28) — 24,8) doy 


der Mittelwert der Ebenenintegrale von Ah iiber die Kugel vom Radius 2i 
um den Punkt x. Fiir diesen Mittelwert findet man 


— $ J (8) - 24,8) doy = 5 | tte, 


2 
wo rechts iiber das AuBere der Kugel Kj, vom Radius 2|i| um x zu 
integrieren ist. Es ist also dieses Integral nach der Greenschen Formel 


1 Oh 1 = . 
— ain | Gde— gp | hao fiir ++ 0, 
" Ro \4 Ks 4) 
— 2ah(zx) fir i= 0. 


Da nun h auBerhalb der Einheitskugel Q um 0 verschwindet, sind 
diese Ausdriicke 0, so lange nicht die Kugel Ky); die Kugel Q trifft. 
Danach ist 


fn((xé) — 24,2) da; = 0 
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auBer fiir |i] = |x|—|#|. Bezeichnet K, die eine Kugel von gerad- 
zahligem Radius um x, die Q trifft, also die vom Radius u = |x| — |z|, 
so ist fiir |x| > 1 nach (65) 


(66a) f(x) = im (34 do +4 cas | bdo 
und i, K, 
(66 b) f(z) = h(x) fiir |x| <1. 


In dem Sonderfall, daB |x| eine ungerade ganze Zahl ist, kann man dem 
Zeichen |%| irgendeinen der beiden Werte +1 zulegen, weil die Integrale 
dann in jedem Falle verschwinden. /(x) ist also auch stetig auf jeder 
Kugel von ungeradem Radius um 0 (auch auf Q, weil h(x) nach Vor- 
aussetzung dort verschwindet). 

Wir haben so in (66) eine stetige Lésung von (63a, b) unter der 
Voraussetzung, da8 h und c auf 2 verschwinden. Setzt man nur vor- 
aus, daB h auf 2 verschwindet und einmal stetig differenzierbar ist, so 
kann man A durch solche zweimal stetig differenzierbaren Funktionen h, 
approximieren, fiir die h, und = auf 2 verschwindet und die mit ihren 
ersten Ableitungen unabhingig von »v beschrinkt sind; die h, kénnen 
dabei mit ihren ersten Ableitungen A in jedem inneren Teilgebiet von Q 
gleichmaGig approximieren. /,(x) sei die aus A, nach (66) gebildete 
Funktion. Dann konvergieren die /, (x) gleichmaBig in jedem beschrinkteao 
Gebiet gegen eine Funktion f(z), die stetig sein muB. f(x) mu8 dann (63) 
erfiillen. Die Formel (66) gibt also auch noch eine Iésung des Problems, 
wenn A nur einmal stetig differenzierbar ist und auf Q verschwindet. 

LaBt man noch die Voraussetzung fallen, daB h auf Q verschwindet, 
so denken wir Ah approximiert durch die, wie folgt, definierten Funk- 
tionen A,: 


ses far |x| < 1-4, 
h,(2) = 4, a(= (1-=))-a—|z) fiir 1—< sSit!S1, 
0 fir |x| > 1. 


h,(x) fallt linear zu 0 ab zwischen der Kugel 2, vom Radius 1 — + 


um 0 und der Kugel Q. Es bezeichne K,, den Teil von K,, der inner- 
halb Q, liegt; dann wird nach (66) 


, 1 Oh l 
f, (x) = — Tap | ar 9° Ga | hdo 
Ris KE,» 
1 dh, 1 
+a [ Gdot+ yy | h,do. 


Ku Buy 
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“ - Oh 
Spaltet man in K,—K,,, >, im eine Ableitung normal und eine tan- 


gential zu Q auf, so ist die letztere gegeniiber der ersteren fiir groBe » 


zu vernachlassigen : 
ah, 


lim | = 0 = — az [Aedes 


> or sin Pp 
K,- Ey,» 
wenn L die Schnittkurve zwischen Q und K, ist und g der Winkel, 
unter dem sich die beiden Kugeln schneiden. Danach konvergieren 
die /,(z) gegen 


Es kommt so 





1 Oh 1 
ae rr | or 89+ Ga | hdo 
f Ky Ry, 
(x) = 1 ' 
—sapaay | Madde fir |x| > 1, 
L 
h(x) fiir |x| <1, 


und zwar gleichmaBig in jeder Kugelschale 

24-1 ss l|z| 5 24+1. 
{(z) ist dann eine stiickweise stetige Funktion mit» Sprungstellen an den 
Kugeln von ungeradem Radius um 0. f ist eine Lésung von (63a), (63b). 


Durch Zuriickfiihrung auf die erste Radonsche Aufgabe kann man 
folgendes Problem lésen: Diejenige Lésung f(z) (wenn es eine solche 
gibt) von 


(67) fret 0) day = g(z) 


zu bestimmen, die im Unendlichen die 8. 513 fiir { angegebenen Kigen- 
schaften hat. 


Nach dem 8.515 angegebenen Rezept hat man, wenn y und @® 
durch (60) definiert sind, die Relation (61), die sich hier 


+1 
2a [ O(a+y,é)dy = 7 (2,8) 
—1 


schreibt; da fiir die Lésung ®(a,£) dieser Gleichung lim ®(a,£) = 0 
sein soll, so folgt nach (52) eindeutig ‘ 


(0,8) =~ Sy (@+2r-1,8). 


i=1 
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a 


Punkt x zu erstrecken ist) 


(68) 


wv a 
Ai 


fiir alle a, é. 
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Man hat dann nur noch f/ aus den Ebenenintegralen ® zu bestimmen. 
Diese Aufgabe kann nur eine Lisung f mit dem angegebenen Verhalten 


haben: 
Ha) = — gig 4 [02,8 day. 
Nun ist 
df (28 +2i-1,8)d0; = a (Se) 78) + e.8) dos) 


(wo das Integral iiber das AuBere der Kugel K, vom Radius 9 um den 


Also folgt als gesuchte Lésung 

1p 

plata 8 x? Py 2i1— 
t=1 


Fir die Existenz einer solchen Lésung f mit dem angegebenen Ver- 
halten ist nach (53) notwendig, da8 


+2 " 

zy 

i=—o 

fiir alle z gilt; also nach Definition von y 


(Eingegangen am 1. 9. 1933.) 


dv) 


r ci 


tt 
ef 





| Agdo. 


Kyi—1 


g(z) do, = 0 
(a+ 2i—1,6) 














Sitze tiber Scharen von Flichen zweiter Ordnung. 
Von 


Olafur Danfelsson in Reykjavik (Island). 


In der vorliegenden kleinen Arbeit sollen folgende Satze bewiesen 
werden : 

1. Alle Schnittkurven der Flichen einer gewohnlichen Schar von Flichen 
aweiter Ordnung haben dasselbe Doppelverhiltnis'). Zum Beispiel haben 
die Kriimmungskurven einer Schar konfokaler Flachen ein bestimmtes 
Doppelverhaltnis, die ,,Kriimmungszahl“ der Flichenschar. 

2. Dieses Doppelverhiltnis ist gleich dem Doppelverhiltnis des 
tetraedralen Strahlenkomplexes [Reyekomplexes*)], zu dem die Erzeugenden 
der einzelnen Flachen der Schar gehéren. 

Es sei X eine Schar von Flachen zweiter Ordnung, d. h. ein System 
von Flichen, die von acht beliebigen, reellen oder imaginaéren Ebenen 
beriihrt werden. Es wird vorausgesetzt, da8 die Ebenen keine in bezug 
aufeinander in projektiver Hinsicht spezielle Lage einnehmen. Weiter 
seien y und g, zwei der Schar Y angehérige Flichen, und k ihre Schnitt- 
kurve. Die iibrigen Flachen von £ schneiden dann die festgelegte 
Flache y in einem einfach unendlichen System von Kurven vierter Ord- 
nung, erster Art, wozv k gehért. Das Doppelverhiltnis dieser Kurven, 
dh. das Doppelverhaltnis der vier Beriihrungsebenen jeder einzelnen 
Kurve, die durch eine Doppelsekante derselben gelegt werden kénnen, 
muS dann eine algebraische Funktion des Parameters von Z sein. Diese 
Funktion kann aber den Wert 0 nicht annehmen. Denn in diesem Falle 
miiBte die betreffende Kurve einen Doppelpunkt haben, und in diesem 
Punkte miiBten zwei, und folglich simtliche Flachen von 2 einander be- 
rihren. Dies ist aber nicht mit dem allgemeinen Charakter der Schar 


1) Uber das Doppelverhdltnis einer Raumkurve vierter Ordnung, erster Art, 
siche z. B. Math. Enz. Bd. III, 2, Artikel Staude, Nr. 116. 

2) Th. Reye, Die Geometrie der Lage, Leipzig 1892, dritte Abteilung. Erster 
Vortrag. 
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vereinbar, das Doppelverhialtnis kann daher nicht 0 werden*) und muf 
somit eine Konstante sein. Der Satz kann auch auf die folgende Weise 
bewiesen werden: Als Doppelsekante zur Bestimmung des Doppelverhilt- 
nisses der Kurve k waihle man eine Erzeugende der Flache g. Die vier 
Ebenen, welche die Kurve beriihren, haben das gleiche Doppelverhiltnis 
wie die vier in ihnen liegenden Erzeugenden der zweiten Schar, welche 
die Kurve beriihren. Diese vier Erzeugenden liegen auf » und be- 
riihren g,, also beriihren sie alle Flichen der Schar (~, ¢,), also ist das 
Doppelverhiltnis von der speziellen Wahl von ¢, unabhangig*). Legt man 
nun aber die Fliche gy, fest, so haben ihre Schnittkurven mit den iibrigen 
Flachen von £ ein konstantes Doppelverhiltnis. Zu diesen gehért aber 
die Kurve k, und alle Schnittkurven der Flichen haben somit dasselbe 
Doppelverhaltnis, und Satz 1 ist bewiesen. 


Die Kurve k beriihrt acht Erzeugende der Flaiche g, von jeder 
Regelschar vier. Das Doppelverhiltnis der Kurve ist, wie oben erwihnt, 
gleich dem Doppelverhiltnis dieser vier Erzeugenden. Nun gibt es unter 
den Flichen von £ vier, welche aus Doppelebenen bestehen, die von 
Kegelschnitten begrenzt sind. Das Doppelverhiltnis des Kurvensystems 
mu8 daher gleich dem Doppelverhaltnis der vier Punkte sein, worin diese 
Kegelschnitte eine beliebige Fliche des Systems schneiden. Ist nun die 
Schar ein System konfokaler Flachen, so la8t sich dieses Doppelverhiltnis 
leicht berechnen, weil es namlich in diesem Falle gleich dem Doppel- 
verhaltnis der Nabelpunkte einer Symmetrieebene ist. Der Wert des 


=> wo a, 6 und c die Halbachsen der 
betreffenden Fliche sind. Dies ist also das Doppelverhiltnis jeder 
Kriimmungskurve der Flaiche. und auch das Doppelverhiltnis jeder 
Kriimmungskurve einer mit der ersten konfokalen Fliche. Man kénnte 
es das ,,Kriimmungsverhiltnis‘ oder die ,,Kriimmungszahl“ des Flachen- 
systems nennen. 


Doppelverhaltnisses ist dann 


5) Die Spezialfalle, in denen die Fliche ¢, in eine von einem Kegelschnitt h 
begrenzte Doppelebene tibergeht, spielen in dieser Beziehung keine besondere Rolle, 
indem das betreffende Doppelverhaltnis dem Doppelverhaltnis der Schnittpunkte 
der Kurve A und der Flache ¢ gleich ist. Von diesen Schnittpunkten fallen keine 
zwei zusammen, da die Kurve A die Flache g im allgemeinen nicht berihrt. Wenn 
der Parameterwert der Fliche g, sich dem der Flaiche g annéhert, naéhert sich die 
Schnittkurve k& einer Grenzkurve k’. Diese Kurve hat keinen Doppelpunkt, denn 
wenn zwei unendlich benachbarte Flachen einer allgemeinen Schar einander be- 
rihrten, miBten auch zwei unendlich benachbarte Flachen des reziproken Gebildes 
— eines allgemeinen Bischels — einander beriihren, was unmdglich ist. 

*) Dieser letztere Beweis ist von Prof. B. L. van der Waerden gefunden und 
mir durch Prof. O. Blumenthal freundlichst mitgeteilt worden. 
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Es seien nunmehr @ und 9, zwei Flaichen zweiter Ordnung, k ihre 
Schnittkurve und A BCD das in bezug auf beide Flachen selbstkonju- 
gierte Tetraeder. Weiter sei ¢ eine Tangente der Kurve k. Durch die 
Kurve & gehen dann vier Kegelflichen zweiter Ordnung, deren Spitzen 
die Punkte A, B, C und D sind. Die vier Beriihrungsebenen der Kurve kf, 
welche durch ¢ gelegt werden kénnen, enthalten dann je einen der 
Punkte A, B,C und D. Das Doppelverhiltnis der Kurve k ist somit 
dem Doppelverhiltnis dieser Ebenen gleich. Dies ist aber gleich dem 
Doppelverhaltnis der vier Punkte, worin ¢ die Seitenflichen des Tetra- 
eders ABCD schneidet. Dieses Doppelverhiltnis kann auf folgende 
Weise analytisch bestimmt werden: Die Gleichungen von und 9,, auf 
das selbstkonjugierte Tetraeder bezogen, seien 


2 
24424 F=0 und 244424 F%=0. 

Durch geeignete Wahl des Kinheitspunktes kann man so iiber die 
Konstanten verfiigen, daB sie drei voneinander unabhingige Gleichungen 
befriedigen, etwa die folgenden: 

a,—a=b,—b=c,—c=d,—d. 
Setzt man diese Differenzen gleich 4, so hat man die Gleichungen 


x y? 22 w x? y? 22 
et Ete ty ae oe sitet ai tee 


a 


und durch Variation von A erhailt man dann eine Schar von Flachen 
zweiter Ordnung. Es sei 2, y,2,w, ein Punkt der Schnittkurve der 
Flichen » und g,. Die Gleichungen der Kurventangente im Punkte 
Z,Yy,2%,w, sind dann 


= +ee = @ und sitet Tits 


und die Tangente schneidet die Koordinatenebenen in Punkten, fiir welche 
das Verhiltnis = die Werte 


zn 4 ens = 0, 
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annimmt. Das Doppelverhiltnis der Schnittpunkte ist gleich dem Ver- 
hiltnis der zwei ersten Ausdriicke. Dieses ist aber 


c—a d—a 
c—b*d—bd’ 
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also von A unabhingig und stellt somit das konstante Doppelverhiltnis 
des Systems dar. 

Die Tangenten der Schnittkurven der Flaichen einer gewdéhnlichen 
Schar bilden einen dreifach unendlichen ,,tetraedralen“ Strahlenkomplex 
(einen Reyekomplex). Dies ist von den konfokalen Flachen leicht ein- 
zusehen, indem in diesem Falle die Tangenten der Kriimmungskurven 
mit den Normalen der Flichen identisch sind. Der tetraedrale Strahlen- 
komplex zweiten Grades besteht dann — von den singularen Strahlen 
abgesehen — mur aus den Tangenten der Schnittkurven einer einzigen 
einparametrigen Schar von Flachen zweiter Ordnung, und jeder nicht- 
singulare Strahl] des Komplexes beriihrt genau eine solche Kurve. 


Reykjavik, im Juni 1933. 


(Eingegangen am 19. 8. 1933.) 




















Stetige Abbildungen und Bettische Gruppen 
der Dimensionszahlen 1 und 3. 


Von 


N. Bruschlinsky in Moskau. 





Einige der Homologie-Invarianten eines kompakten metrischen Raumes 
lassen sich, wie neuerdings gezeigt worden ist, durch Kigenschaften stetiger 
Abbildungen des Raumes charakterisieren: eine n-dimensionale kompakte 
Menge la8t sich dann und nur dann wesentlich auf die n-dimensionale 
Sphire abbilden, wenn sie einen nicht berandenden n-dimensionalen Zyklus 
enthilt'); die Anzahl der Abbildungsklassen eines n-dimensionalen Poly- 
eders auf die n-dimensionale Sphire ist unendlich, falls die n-te Bettische 
Zahl nicht Null ist, anderenfalls ist die Klassenanzahl gleich der Ordnung 
der (n — 1)-ten Torsionsgruppe*). Beide Sitze gestatten somit, das Ver- 
schwinden oder Nichtverschwinden gewisser Bettischer Zahlen sowie die 
Ordnung gewisser Homologiegruppen aus Abbildungseigenschaften ab- 
zulesen. Es erhebt sich die Aufgabe, dariiber hinaus auch den Wert 
Bettischer Zahlen und die Strukiur von Bettischen und Torsionsgruppen 
in ahnlicher Weise zu charakterisieren. 

Diese Aufgabe wird im folgenden fiir einige Spezialfille gelést, und 
zwar fiir: die erste Bettische Gruppe*) eines beliebigen kompakten metrischen 
Raumes; die dritte Bettische Gruppe eines dreidimensionalen kompakten 
Raumes; die zweite Torsionsgruppe eines dreidimensionalen Polyeders. Die 
Méglichkeit dieser gruppentheoretischen Untersuchung beruht auf der 
Tatsache, daB die Sphiren S' und S* als Gruppenrdume auftreten‘). 


1. M sei eine geschlossene Mannigfaltigkeit, deren Punkte eine stetige 
Gruppe bilden; diese Gruppe bezeichnen wir ebenfalls mit M. Es sei F 


1) Alexandroff, Dimensionstheorie. Math. Annalen 106 (1932), 5. Hauptsatz. 

2) H. Hopf, Die Klassen der Abbildungen der n-dimensionalen Polyeder auf 
die n-dimensionale Sphire, Comm. math. Helv. 5 (1932), Satz III. 

3) Unter der Bettischen Gruppe eines Raumes F verstehen wir hier die duale 
Gruppe zur r-dimensionalen Zyklosis von L. Pontrjagin, Uber den algebraischen 
Inhalt topologischer Dualitétssitze, Math. Annalen 105 (1931), insbesondere S. 198. 
Fir einen Komplex stimmt diese Gruppe mit der freien oder reduzierten Bettischen 
Gruppe iiberein (vgl. Pontrjagin, a. a. O., S. 168—169). 

*) Wir bemerken andererseits, daB in den von uns betrachteten Spezialfillen 
die Untersuchung der Menge aller Abbildungsklassen von F auf M auf das Studium 
der Homologie-Eigenschaften von F zurickgefihrt wird. 
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ein beliebiger kompakter metrischer Raum. Sind f und g zwei eindeutige 
und stetige Abbildungen von F in M, so wird durch h(x) = f(z)-g(z), 
wobei z die Punkte von F durchlauft und die Multiplikation die Gruppen- 
operation in M ist, ebenfalls eine eindeutige und stetige Abbildung von F 
in M erklart; man erkennt ohne Miihe, daB die Abbildungen von F in M 
beziiglich dieser Multiplikation selbst eine Gruppe 6* = 6©%(F) bilden; 
das Einheitselement e von 6* ist diejenige Abbildung, die den Raum F 
auf den Einheitspunkt von M abbildet. Ferner verifiziert man leicht: 
diejenigen Abbildungen, die zu derselben Abbildungsklasse wie e gehéren, 
bilden einen Normalteiler € von G*; und: zwei Abbildungen f und g 
gehéren dann und nur dann zu derselben Restklasse in bezug auf €, 


also zu demselben Element der Faktorgruppe . , Wenn sie zu einer Ab- 
bildungsklasse gehéren. Daher diirfen wir sagen: die Abbildungsklassen 


von F in M bilden eine — mit . isomorphe — Gruppe Gy(F). Thr 
Einheitselement ist die Klasse € der auf einen Punkt zusammenzichbaren 


Abbildungen. 


Wir werden in dieser Arbeit unter M entweder die Kreislinie 8’, 
aufgefaBt als Gruppe ihrer Drehungen, oder die dreidimensionale Sphire S*, 
aufgefaBt als die von den Quaternionen des Betrages 1 gebildete multi- 
plikative Gruppe (also eine Untergruppe der Drehungen der S*), ver- 
stehen; die Gruppen Gsi(F) und Gs:3(F) sind nach dem Vorstehenden fiir 
alle Raume F erklart. 

Verstehen wir unter 8’(F) die r-te Bettische Gruppe von F '), 
unter T"(K) die r-te Torsionsgruppe des Komplexes K, so werden wir die 
folgenden Satze beweisen: 


Satz 1: Fiir jeden kompakten metrischen Raum F sind die Gruppen 
B' (F) und Gs: (F) einander isomorph. 


Satz II: Fiir jeden dreidimensionalen kompakten metrischen Raum F* 
ist die Gruppe 8° (F*) mit der Faktorgruppe von @s:(F*) nach der 
von den Elementen endlicher Ordnung gebildeten Untergruppe Us: (F*) iso- 
morph *). 

®) Die Gruppe G,,(F%) ist kommutativ. Im Falle, wenn F* ein Komplex ist, 
folgt dies aus dem Satze II. Fiir den allgemeinen Fall ergibt sich die Behauptung 
aus dem Satz III unter Beriicksichtigung der offensichtlichen Tatsache, daB die 
Limesgruppe einer direkten Homomorphismenfolge § (G_,,) kommutativ ist, wenn 
die Gruppen G,, kommutativ sind. Deswegen bildet die Menge aller Elemente end- 
licher Ordnung von G,,(F*) die Untergruppe U,,(F*) von Gg, (F*). 

Da die Gruppen G,,(F) und G,,(F*) kommutativ sind, so werden wir im 
folgenden diese Gruppen additiv schreiben. 
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Unter den Satzen I, und Il, werden wir die Satze I und II ver- 
stehen, wenn man in ihnen F durch einen beliebigen Komplex K, bzw. F* 
durch einen dreidimensionalen Komplex K* ersetzt. Dann ist Satz II, 
in dem folgenden schirferen Satz enthalten: 

Satz Ily: Ftir jeden dreidimensionalen Komplex K* ist Gs:(K*) mit 
der direkten Summe 8° (K*) + 3 (K*) isomorph. 

Wir werden zuniichst die Satze I, und IJ; und dann durch Grenz- 
iibergang die Sitze I und II beweisen‘). 


2. Beweis des Satzes Ix: Unter einem ,,Charakter“ einer Gruppe & 
verstehen wir eine homomorphe Abbildung von @ in die additive 
Gruppe der ganzen Zahlen. Sind y,, x, zwei Charaktere, so wird durch 
x(y) = 1: (¥) + x2(y), fiir jedes ye U, ein neuer Charakter x erklart. 
Offenbar bilden die Charaktere beziiglich dieser Addition eine Gruppe, die 
wir €(M) nennen. Ist die Gruppe M — die wir uns additiv geschrieben 
denken — direkte Summe: WU = U,+U,+...+%4,, so ist offenbar 
€(U) = C€(U,) +... + C(A,); ist A, ein unendlicher Zyklus, so ist auch 
€(U,) ein unendlicher Zyklus, da man einen Charakter von W, durch 
willkiirliche Festsetzung seines Wertes fiir das erzeugende Element von U, 
festlegt. Aus diesen beiden Tatsachen folgt: ist & direkte Summe endlich 
vieler unendlicher Zyklen, so ist €(U) = U. 

Dies gilt insbesondere, wenn wir fiir & die Bettische Gruppe 8'(K) 
nehmen. Daher wird der Satz Ix bewiesen sein, wenn wir die Isomorphie 
der Gruppen © :(K) und €($'(K)) bewiesen haben werden. 

Eine Abbildung f von K in S' bildet zwei eindimensionale Zyklen, 
die zu derselben Homologie-Klasse, also zu denselben Elementen von $'(K) 
gehéren, mit dem gleichen Grade ab; der Grad, mit dem die Summe 
zweier Zyklen abgebildet wird, ist gleich der Summe der Grade, mit 
denen die beiden Zyklen abgebildet werden; folglich bewirkt f einen 
Charakter von $'(K). Gehéren f und g zu einer Klasse, so bewirken 
sie denselben Charakter. Mithin ist jeder Abbildungsklasse §, also jedem 
Element von @s:(K), ein Charakter y von %'(K), also ein Element 
von €(%'(K)), eindeutig durch die Bestimmung zugeordnet: Ist 3 ein 
Element von $'(K), so ist 7 (3) der Grad, mit welchem die in 3 ent- 
haltenen Zyklen durch die zu § gehdrigen Abbildungen abgebildet 
werden. 


6) Man zeigt leicht: Ist die Gruppe M direktes Produkt von M, und M,, 80 
ist Gy (F) direktes Produkt von G, (F) und Gy, (F). Infolgedessen gestatten die 
obigen Satze, z.B. G7(¥) durch B(F) auszudriicken, wenn 7" der n-dimensiopale 
Torus ist (in bekannter Weise als Gruppe aufgefaBt). 
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Wir werden nun zeigen, da8 diese Zuordnung ein Isomorphismus 
ist; dann wird der Satz I; bewiesen sein. Dreierlei ist zu beweisen: 
a) die Zuordnung ist ein Homomorphismus; b) nur das Einheitselement € 
von ©s:(K) — also die Klasse der auf einen Punkt zusammenziehbaren 
Abbildungen — wird auf das Nullelement von €(%'(K)) abgebildet 
(d. h. der Homomorphbismus ist eineindeutig); c) jedes Element von 
€(%'(K)), also jeder Charakter von $'(K), ist einem Element von Gs: (K) 
zugeordnet. 

Beweis von a): f und g seien zwei Abbildungen von KX in 8S’, z sei 
ein eindimensionaler Zyklus in K, a und b seien die Grade, mit denen z 
durch { bzw. g abgebildet wird; zu zeigen ist: z wird durch f-g — diese 
Produktbildung ist in Nr.1 erklirt — mit dem Grade a-+-b abgebildet. 
Dabei kann man sich auf solche z beschrinken, die eine Homo- 
logiebasis in K bilden, und als solche kann man einfach geschlossene, 
einmal durchlaufene Polygone wiahlen. Fiir ein solches z sind 22a und 
226 die Anderungen, die die Winkelargumente g,(z), y,(z) der Bild- 
punkte /(z) bzw. g(z) erleiden, wahrend der Punkt z das Polygon z 
durchliuft. Nun ist aber, nach Definition der Drehungsgruppe von §, 
9 (x) + p, (x) das Winkelargument von /-g(z); die Anderung dieses 
Arguments ist daher 22(a-+ 6), w. z. b. w. 

Beweis von b): DaB der Klasse, welche die Abbildung f enthilt, 
das Nullelement von €(%'(K)) zugeordnet ist, bedeutet, daB f jeden ein- 
dimensionalen Zyklus von K mit dem Grade 0 abbildet, daB / also 
,algebraisch unwesentlich“ ist; dann ist { auch ,,topologisch unwesentlich“, 
la8t sich also auf einen Punkt zusammenziehen’); d.h. die Klasse von / 
ist das Einheitselement € von Gs: (X). 

Beweis von c): Zu zeigen ist: Bilden die Zyklen z,, z,,...,z, von K 
eine Basis in $'(K), und sind a,, as,...,@, willkiirlich gegebene ganze 
Zahlen, so gibt es eine Abbildung von K in S', durch welche die z, mit 
den Graden a, abgebildet werden (i = 1,2,...,p). Dabei kann man 
die z, wieder als einfach durchlaufene, einfach geschlossene Polygone an- 
nehmen; verstehen wir unter K' den von diesen Polygonen gebildeten 
Komplex, so ist es zunichst leicht, eine Abbildung / von K' in S' zu 
konstruieren, bei der jedes z, gerade den Grad a, erhilt. Sodann ver- 
stehen wir unter K* den Komplex, der von allen héchstens zweidimen- 
sionalen Simplexen von K gebildet wird; da der Teilkomplex K* von K’, 
auf dem f bereits erklart ist, keinen eindimensionalen Zyklus enthilt, 
der in K* berandet, la8t sich f nach einem allgemeineren Satz*) zu einer 


1) H. Hopf, Uber die Abbildung der dreidimensionalen Sphire auf die Kugel- 
flache, Math. Annalen 104 (1931), Satz V. 
8) A. a. O. *), Satz IT. 
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Abbildung von K® in S' erweitern. Um nun schlieBlich die Abbildung f(K*) 
m einer Abbildung {(K) zu erweitern, hat man endlich oft die folgende 
Aufgabe zu lésen: Es sei r > 2; auf der Randsphare S* des (r + 1)- 
dimensionalen Simplex 7**+' sei eine Abbildung f in die Kreislinie S' 
erklart; man soll f zu einer Abbildung {(7"+') in S' erweitern. Diese 
Aufgabe, die damit identisch ist, f(8*) stetig so abzuiandern, daB das 
Bild ein einziger Punkt von S' wird, ist auf Grund des einfachen Zu- 
sammenhanges von S* (r > 2) lésbar*). 


3. Beweis des Satzes IIx: Neben den ,,ganzzahligen“ Charakteren, 
die in dem vorigen Beweis auftraten, betrachten wir jetzt noch ,,zyklische“ 
Charaktere einer Gruppe U, d. h. homomorphe Abbildungen von % in die 
mod 1 reduzierte additive Gruppe der rationalen Zahlen. Auch sie bilden eine 
Gruppe; wir nennen sie €,(M). Auch fiir sie gilt: ist AM — H,+-...+ A, 
so ist €,(M) +, (4,)+...+ €,(4,); ferner: ist UW, eine endliche 
zyklische Gruppe der Ordnung m, so ist auch €,(%,) eine endliche zyklische 
Gruppe der Ordnung m; denn ein zyklischer Charakter von M, wird da- 
durch eindeutig festgelegt, daB man einem erzeugenden Element von &, 


eine willkiirliche der Restklassen mod 1 zuordnet, die die Zahlen * mit 


k=1,2,...,m enthalten. Aus den beiden genannten Sitzen folgt, da 
jede endliche Abelsche Gruppe direkte Summe endlicher Zyklen ist: 
€,(U) ~ UW fiir jede endliche Abelsche Gruppe 4. 

Hieraus und aus der am Anfang des vorigen Beweises festgestellten 
Tatsache folgt: 6*(K) + T*(K) ~ €(B*(K)) + €,(T*(K)), und um den 
Satz Il; zu beweisen, haben wir zu zeigen: 


Gs:(K*) ~ € (B*(K*)) + €, (2*(K*)) *). 


Nun bewirkt erstens, analog wie in dem im vorigen Beweis behandelten 
Falle, jede Abbildungsklasse § von K* in S* einen ganzzahligen Charakter x; 
der Gruppe 8°, indem man jeder Homologieklasse von 8° den Grad zu- 
ordnet, mit dem die in ihr enthaltenen Zyklen durch die Abbildungen 
aus f; abgebildet werden. Zweitens bewirkt einen zyklischen Charakter f; 
der Gruppe T* durch die folgende Festsetzung"'): man stelle die Gruppe 2° 
der dreidimensionalen algebraischen Komplexe von K®* als direkte Summe 
2° = 3°+ B* dar, wobei 3° die — mit 8* isomorphe — Gruppe der 
Zyklen ist; ist dann X ein Element von T’, so gibt es in B* einen 


Zyklus mod m v},, dessen durch m geteilter Rand = c X ist; der Grad 


%) A. a. 0.7), Beweis des Satzes Va. 
10) Der Kirze halber lassen wir im weiteren Verlauf des Beweises das Argu- 
ment K* in den Gruppen weg. 
11) A. a. O. 2), §6. 
Mathematische Annalen. 109. 
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mod m, mit dem v}, abgebildet wird, ist = m-¢,3(X) mod m. Somit ist 
jeder Abbildungsklasse, d.h. jedem Element von Gs:, ein Element der 
Gruppe €(%*) + €,(T*) in eindeutiger Weise zugeordnet. Wir haben zu 
zeigen, daB dies ein Isomorphismus ist. 

Nun ist bereits bekannt, daB diese Zuordnung die Elemente von Gss, 
also die Abbildungsklassen, und die Elemente von €(%*) + €,(T*) ein- 
ander eineindeutig zuordnet"'); zu beweisen bleibt: es handelt sich um 
eine homomorphe Abbildung von Gs in € (B*) + €,(T*). Diese Behauptung 
ist gleichbedeutend mit der folgenden: ist z ein dreidimensionaler Zyklus 
oder Zyklus mod m aus K*, und sind f und g zwei Abbildungen von K* 
in S*, die z mit den Graden, bzw. Graden mod m, a und 6 abbilden, so 
wird z durch {-g — im Sinne der in Nr.1 erklarten Multiplikation ver- 
standen — mit dem Grade (bzw. Grade mod m) a+ 6 abgebildet. 

Fiir den Beweis diirfen wir f und g durch Abbildungen aus den- 
selben Abbildungsklassen ersetzen. Daher kénnen wir von vornherein an- 
nehmen, daB f und g simplizial sind, and da8 ihnen dieselben Simplizial- 
zerlegungen von K* und S* zugrunde liegen. Wir werden sie noch einmal 
durch Abbildungen /’, g’ derselben Klassen ersetzen. 

E sei der Einheitspunkt des Gruppenraumes S*. Es seien z} die drei- 
dimensionalen Simplexe von K* ‘i = 1, 2, ...); S* sowohl wie die z} seien 
mit festen Orientierungen versehen. Fiir jedes i sei Aj eine Abbildung 
von 2}, die den Rand von 2} auf den Punkt Z, das Innere von z} ein- 
eindeutig mit dem Grade + 1 auf S*—£ abbildet; daneben werden wir 
noch die Abbildung A; betrachteu, die durch hj (p) = (Aj (p))-* — im 
Sinne der Gruppenoperation von S* — fiir alle Punkte pe x} erklart 
ist, sowie die Abbildung h?, die das ganze Simplex z} auf den Punkt 2 
abbildet. Az bildet z? mit dem Grade —1 ab”). Nun sei y} ein Sim- 
plex von S*, das # nicht enthalt, aus der den simplizialen Abbildungen 
zugrunde liegenden Zerlegung von 5S’. 

Fiir jedes ¢ ist entweder f(z?) = + y’ oder /(z?) = — y’, oder f(z?) 
bedeckt das Innere von y* nicht; im ersten Falle definieren wir 
f (a?) = hi (2?), im aweiten /' (x?) = hj (x?), im dritten f’(2/) = h°(z?); 
dies liefert eine Abbildung f von K*. Durch sie wird, wie man durch 
Abzihlung des Grades im Simplex y’ erkennt, jeder dreidimensionale Zyklus 
von K* mit demselben Grade abgebildet wie durch /, und dasselbe gilt 
fiir die Zyklen mod m; folglich"*) gehért sie zu derselben Klasse wie /. 


12) Denn ist q die Quaternion mit den Komponenten 2, 7,, %), x3 auf der 
durch x3 + 2? + 2} + x? = 1 gegebenen S%, so hat g~' die Komponenten x», — 2, 
— 2%, — %3; die Abbildung, die alle Quaternionen in ihre Inversen iiberfihrt, ent- 
steht also durch Spiegelung an drei Ebenen und hat daher den Grad — 1. 

18) A. a. O. *), Satz 1. 
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Analog erklaren wir eine Abbildung g’, die zu derselben Klasse wie g 
gehért, und die in jedem z} mit Af oder Ah; oder A? iibereinstimmt. 

Fiir diese Abbildungen haben wir nun den behaupteten Additionssatz 
beziiglich der Grade zu beweisen, mit denen ein Zyklus oder Zyklus mod m 
durch /’, g und f’-g’ abgebildet wird; wir beweisen ihn, indem wir ihn 
fiir die Grade beweisen, die die Bilder der einzelnen Simplexe z} im 
Simplex y*® haben. Diese Grade seien a; und 0, fir /’ bzw. g’; sie sind 
+1, —1, oder 0. Ist eine dieser beiden Zahlen 0, etwa 6; = 0, so ist 
g (x?) = h? (a?) = EB,, also f'-g' (x?) = f'(z?), also hat /’-g’(z?) in y*® — 
wie in dem ganzen Gebiet S*— ZF — den Grad a; = a,+5,; die Be- 
hauptung ist also richtig. Ist eine der beiden Zahlen + 1, die andere —1, 
etwa a, = +1, 6, = —1, 80 ist f(z?) = Af, g(x?) = hz = (hf)—', also 
{'-g' (x?) = E, also hat f’-g’ den Grad 0 = a,+ 6,, und die Behauptung 
ist richtig. Ist schlieBlich a, = 6; = +1, so stimmt in 2} / mit g’ (und 
mit Aj oder mit Az) iiberein, und daher ist die Abbildung /’-g’ in z} mit 
der Abbildung (/’)* = (g’)* identisch. Verstehen wir unter m die Ab- 
bildung von S* auf sich, die jedem Punkt q sein Quadrat gq’ zuordnet, 
so kénnen wir die Abbildung (/’)? auch dadurch erhalten, daB wir erst /’, 
dann  ausiiben, und infolge des Multiplikationssatzes fiir die Abbildungs- 
grade ist die Behauptung, da® diese Abbildung den Grad a,+ 6, = 2a, 
hat, identisch mit der folgenden Behauptung, die allein noch zu beweisen 
bleibt: @ hat den Grad 2. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ist leicht zu verifizieren. Die 
Punkte der durch xz} + 2? + 23+ 23 = 1 im R' gegebenen S® lassen sich 
durch x, = cosa, 2, = v,sina (¢ = 1,2,3) darstellen, wobei v; die Kom- 
ponenten eines dreidimensionalen Einheitsvektors sind, der nur fiir « = ka 
mit ganzem k, also nur in den Punkten mit den Koordinaten + 1,0,0,0 
unbestimmt wird. Das Quadrat der Quaternion mit den Komponenten 
cosa, v,sina hat die Komponenten cos 2a, v,sin 2a; daraus ist ersicht- 
lich, da8 ein von dem Punkt — 1, 0,0, 0 verschiedener Punkt z, = cos , 
2, = v,sin B bei der Abbildung » genau zwei Originalpunkte hat, naimlich 
cos 5, v, sin f und cos (E ao zm), v%,; sin (F + m); sie sind antipodische 
Punkte auf der S*® (dagegen bildet g alle Punkte mit z = 0 auf 
—1,0, 0,0 ab). Sind daher G,, G, zwei antipodische Gebiete auf S*, in 
denen z, + 0 ist, so wird jedes von ihnen eineindeutig auf dasselbe Bild- 
gebiet G abgebildet, und dieses hat keinen weiteren Originalpunkt. Da 
die antipodische Abbildung der S* den Grad + 1 hat, geniigt es fiir den 
Beweis der Behauptung, daB g den Grad +2 hat, zu zeigen, dab G, 
mit dem Grade + 1 auf G abgebildet wird. Dabei kénnen wir annehmen, 


da8 in G, a eindeutig erklart, etwa daB 0 < « <F ist; dann wird 


85* 
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durch z, = costa, x, = v,sinta (1 <= ¢ < 2) eine eimeindeutige Defor- 
mation erklirt, deren Ergebnis (G,) ist; folglich hat diese Abbildung 
in der Tat den Grad + 1. 

4, Fiir die weiteren Beweise wird es bequem sein, den Isomorphismus 
zwischen ©s:(K) und $'(K), den wir oben durch Vermittlung der 
Gruppe €(%'(K)) hergestellt haben, durch eine Orthogonalitatsrelation ") 


zwischen © :(K) und $'(K) auszudriicken, und das Analoge fiir die 


a (K 
Gruppen — und $*(K*) zu tun, wobei wir unter U die Gruppe der 


Elemente ic, Ordnung in @ ,:(K*) verstehen. Man liest aus den 
Satzen I, und Il, und ihren Beweisen ohne weiteres die Richtigkeit der 
beiden folgenden Tatsachen ab. 

Hilfssatz I: Die Gruppe Gs: (K) ist zu der Gruppe 8'(K) ortho- 
gonal, wenn wir das Produkt %-3, %e Gs: (K), 3¢%8'(K) als den 
Grad definieren, mit dem ein Zyklus z der Homologieklasse 3 durch eine 
Abbildung aus § abgebildet wird. (In der Bezeichnung des Beweises des 
Satzes I,: Ist te der durch  bewirkte Charakter, so ist §-3 = ty (3)-) 

Hilfssatz Il: Die Faktorgruppe von © :(K*) nach der aus allen 
Elementen endlicher Ordnung bestehenden Untergruppe U ist zu der 


Gruppe 8*(K*) orthogonal, wenn wir das Produkt 2-3, Qe pe oat 
3 8° (K*) als den Grad definieren, mit dem ein Zyklus z der Homologie- 
klasse 3 durch eine Abbildung aus einer der in Q enthaltenen Abbildungs- 
klassen § abgebildet wird. (In der Bezeichnung des Beweises von IIx: 
2-3 = x%,(3); dabei ist zu beachten, daB %_ nur von Q abhingt; denn 
ist §, ein Element endlicher Ordnung m in ©s:(K*), so ist Xn, (3) = 0 
fir alle 3, da m-y, =z, m = xe = 0 [€ = Einheit in Gps] ist.) 

5. Bevor wir zum Beweise unserer Satze I und II iibergehen, 
bemerken wir, daB die Eigenschaften der Gruppe Gy(F) — wobei M eine 
beliebige Mannigfaltigkeit von Nr.1 ist — als Grenzfall der entsprechenden 
Eigenschaften der fiir Komplexe definierten Gruppen Gy(K) auigefabt 
werden kénnen. Genauer gesprochen gilt folgende Tatsache: es sei 
(1) a) ae ee Se 


ein Projektionsspektrum™) des kompakten metrischen Raumes F, und 2,, 
seien die zugehérigen simplizialen Abbildungen von K,,,, auf K,,. Wir 
betrachten die Gruppenfolge 


Oe... 








4) A. a. O. 8), S.176. 

15) Im Sinne von Alexandroff, Untersuchungen iiber Gestalt und Lage ab- 
geschlossener Mengen, Annals of Math. (2) 80 (1929), S. 101—187, insbesondere 
8. 107. 
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wobei G,, = Gy(K,,) ist. Jedem durch eine stetige Abbildung 9,,(K,) 
bestimmten Element von G,, entspricht eindeutig ein durch die Abbildung 
Pm+1(Kmii) = Pm %m(Km+1) bestimmtes Element von G,,,,; gehéren in 
der Tat zwei Abbildungen g,, und g,, zu einer und derselben Klasse 
®,,¢G,,, so gehéren offenbar die Abbildungen ¢,,2,, und 92, auch 
zu einer und derselben Klasse ®,,,,¢G,4,. Vermége dieser Zuordnung 
entsteht eine homomorphe Abbildung w,, von G,, in G,+,, so daB wir 
eine direkte Homomorphismenfolge"*) §(G,,,w) bekommen. 


Es gilt nun folgender 


Satz III. Die Gruppe Gy (F) ist der Limesgruppe"*) der Folge § (G,,, w) 
isomorph. 

Beweis. Wir bemerken zuerst, daB jedem Element ® von G,, (F) 
eine gewisse Klasse konfinaler fundamentaler Folgen in % (G,,, mw) ent- 
spricht. Es sei in der Tat »(F) eine stetige Abbildung der Klasse ®; 
wir betrachten die Komplexe XK, als geometrisch ohne Singularitaten 
realisierte Nerven gewisser Uberdeckungen U, der Menge F und nehmen 
an, daS ihre Eckpunkte a™,...,a™ durch eine ¢,-Verschiebung 
(lim ¢, = 0) gewisser Punkte 5.”,...,b{” von F entstanden sind. Wir 
definieren die Abbildung g fiir alle Eckpunkte d{”, ...,d‘”, indem wir 
fir jedes i, lSiss 

p (ar) = pbs) 
setzen '”), 

In der Annahme, daS das Eckpunktgeriist eines jeden Simplexes 
von K, mittels g in ein hinreichend kleines in M enthaltenes Element 
abgebildet wird (was fiir ein geniigend groBes n (mn > m) immer der Fall 
ist), kénnen wir die in den Eckpunkten a von K, als g,(a) = 9 (a) 
definierte Abbildung gy, zu einer stetigen Abbildung des ganzen Kom- 
plexes K,, in M erweitern, wobei der Maximaldurchmesser o, des Bildes 
eines Simplexes von K, bei der Abbildung g mit + gegen Null kon- 
vergiert. Auf diese Weise tritt in jeder Gruppe G, (n > m) ein eindeutig 
bestimmtes Element ®, hervor, welches dem Element ® von Gy(F) ent- 
spricht. Wir zeigen, daB die Folge ,,, ®,+4,;, ..., ®,,... eine Funda- 
mentalfolge’*) ist. In der Tat gehéren, wie leicht ersichtlich, die stetigen 
Abbildungen g, ,,(K,+,) und 9, 2,(K,+,) zu derselben Klasse, so daB 
%,., = w,(®,) ist und jedes ®, zu der mit dem Element ®,, beginnenden 
Fundamentalfolge gehért, woraus die Behauptung folgt. 


18) A. a. O. 4), 8. 194—195. 
7) A. a. O. %), 8.104, 115 u. f. 
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Wir ordnen jetzt ein gewisses ®eGy(F) jeder Klasse konfinaler 
Fundamentalfolgen 
(1) ee ae 
der Homomorphismenreihe zu. Auf Grund eines bekannten Satzes von 
Alexandroff'’) kann jeder kompakte metrische Raum F durch eine 
e-Uberfiihrung /, in den Nerv einer beliebigen «-Uberdeckung von F ab- 
gebildet werden. Wir haben also: /,(F)eK. Deshalb erzeugt jede 
stetige Abbildung ¢g, von K,, in M eine stetige Abbildung von F in M, 
nimlich die Abbildung 9, /,(F). Auf diese Weise entspricht jedem 
Element ®, von G, ein gewisses @* eG y(F). ch behaupte aber, daf 
die durch das Element ®,, bestimmte Fundamentalfolge ®,,, ®,,.,, ..., 
®,,... die Eigenschaft besitzt, daB jedem ®, (wobei n gréBer als ein 
gewisses N ist) mittels des obigen Verfahrens ein und dasselbe ®" e Gy (F) 
zugeordnet ist. 

Um das zu beweisen, setzen wir voraus, daf K,, die baryzentrische 
Unterteilung von K,,—, im Projektionspektrum A = (K,, K,,..., Ky, ...) 
ist; das kann immer vorausgesetzt werden”). Wir bezeichnen dabei die 
vermége dessen, daB K,, die baryzentrische Unterteilung von K,,,_, ist, 
bestimmte identische Abbildung von K,,, auf K,,—,"*) durch Zen—1(R). 
Diese Abbildung kann in die Abbildung 2,,—,(K) durch Verschiebung 
der Eckpunkte des Komplexes K,,, innerhalb der Simplexe des Kom- 
plexes K,,,_, stetig iibergefiihrt werden, und zwar dadurch, da8 man jeden 
Eckpunkt von K;,, welcher Schwerpunkt eines Simplexes von K,,_, 
ist, in einen Eckpunkt dieses Simplexes iiberfiihrt. 

Wir betrachten jetzt die Fundamentalfolge 

Dom—1, Pam, Pamsis -* +s 

wobei ®,,, Element von G,,_,, ®,, Element von G,, ist (nm > m). 
Wir konstruieren die Abbildungen g,,_, aus D,,_1, Pan aus D,, im 
folgender Weise: Wir wahlen willkiirlich g,,,_, in der Klasse ®,,,—;; 
wenn g:,—, schon definiert ist, so setzen wir 

Pan (Kan) = Pan—1 %an—1 (Kon)*™) 
und * x 

Pon+1 (Keni) = Pan Man (Kan +1)- 


16) Pontrjagin und Tolstowa, Math. Annalen 105 (1931), 8. 739. 

19) | baw. K,,, sind die Polyeder, dic den Komplexen K,,—y Eee 
entsprechen (d. h. die Vereinigungsmengen der Simplexe der betreffenden Kom- 
plexe). Ist /(K) eine simpliziale Abbildung eines Komplexes auf einen anderen, 80 
bezeichnen wir mit /(K) die dadurch bestimmte stetige Abbildung des einen Poly- 
eders auf das andere. Vgl. hierzu Alexandroff, Einfachste Grundbegriffe der Topo- 
logie, Berlin, Springer, 1932. b= 
*) Wobei zu beachten ist, daB das Bild x, ,(K,,,) das Polyeder K,,_ , ist. 
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Nachdem auf diese Weise y,, und g 3,4, als simpliziale Abbildungen der 
Polyeder K,,, und K,,,, definiert sind, fassen wir sie wieder als sim- 
pliziale Abbildungen der Simplizialzerlegungen K;, bzw. Ky, +, dieser 
Polyeder auf. Es ist leicht zu sehen, daB bei jedem hinreichend groBen 
n > N die Bilder der Simplexe des Komplexes K,,_, bzw. Ky, bei der 
Abbildung y,,—, bzw. a, beliebig klein werden; deshalb gehéren die 
Abbildungen go,—1 fen—1(F), Pan fan (F), Pon+ifen+.i(F) saimtlich zu 
derselben Klasse ®, die wir nunmehr der Fundamentalfolge (1) entsprechen 
lassen. 

In dieser Weise wird: 1. jeder Klasse von Abbildungen @, also jedem 
Element von Gy(F) eine eindeutig bestimmte Klasse konfinaler Funda- 
mentalfolgen, und 2. jeder Klasse konfinaler Fundamentalfolgen eine ein- 
deutig bestimmte Klasse stetiger Abbildungen des kompakten metrischen 
Raumes’ F zugeordnet. Zum Beweise des Satzes bleibt nur zu zeigen: 


a) daB diese Zuordnungen reziprok sind, d.h. daB sie eine einein- 
deutige Abbildung der Gruppe Gy(F) auf die Limesgruppe 


B = lim Gy 
ergeben; 
b) daB die erwihnte Abbildung homomorph ist. 
Beweis von a). Die durch die Folge 


Dances Dees 


definierte Klasse H konfinaler Fundamentalfolgen sei nach 1. der Klasse 
®-eG,y(F) zugeordnet. Das bedeutet, daB die in den Eckpunkten a 
des Komplexes K,, durch die Relationen (a) = g(a) definierte Ab- 
bildung dieses Komplexes in M bei jedem hinreichend groBen n der 
Klasse ®, angehért (g ist dabei eine beliebige Abbildung der Klasse ®). 
Das nach 2. der Klasse H konfinaler Fundamentalfolgen zugeordnete und 
vermége dieser Zuordnung durch die Abbildungen 9g, /,(F), » >WN 
definierte Element ® von Gy(F) enthalt die Abbildung y(F), weil die 
Abbildungeu ¢,,/,(F) und m(F) bei jedem hinreichend groBen n zu einer 
und derselben Klasse gehéren, da sie sich beliebig wenig voneinander 
unterscheiden und M eine Mannigfaltigkeit ist. @® ist also die Ausgangs- 
klasse ®, woraus die Behauptung a) folgt. 


Beweis von b). Es sei gm ein Element von ®, g’ ein Element 
von ®, y= -q’. Dann gehért y zu YP = ®-@’. Die Abbildungen 
g(F), y' (F) und y(F) erzeugen die in den Eckpunkten a von K,, durch 
die Relationen 


Pn(@) = p(a), gn(a) = g’(a) und y,(a) = y(a) = ¢(a)-¢' (a) 
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definierten Abbildungen 9,(K,)e®,, 9,(K)e®, und y,(K,)e%,. Die 
Abbildungen y, und yt = ¢,,-¢, des Komplexes K, in M gehéren bei 
jedem hinreichend groBen nm zu einer und derselben Klasse, nimlich zu ¥,, 
weil sie in den Eckpunkten a von K,, iibereinstimmen: 


vn (2) = Gn(4)- n(2) = (2): ¢'(2) = y(@) = nla). 
Somit ist Y,, = ®,-®,, woraus die Behauptung b) folgt. 
Der Satz III ist hiermit bewiesen. 
6. Jetzt kénnen wir leicht die Siatze I und II beweisen. 
Beweis des Satzes I. Wie in Nr. 5 bereits erwihnt wurde, erzeugt 
ein Projektionsspektrum 
f .  y aae 


des kompakten metrischen Raumes F eine direkte Homomorphismen- 
folge §(G,,,@). Andererseits entsteht vermége der simplizialen Abbildung z,, 
von K,,,, auf K,, eine homomorphe Abbildung (die ebenfalls mit zx, 
bezeichnet wird) von B,,, = B'(K,+,;) in B, = B(K,,), so daB wir 
eine inverse Homomorphismenfolge § (B,,, z)**) erhalten. Die Folgen 
%(G,,@) und §(B,,,) sind zueinander orthogonal, weil: 

1. nach Hilfssatz I die Gruppen B, und G, zueimander ortho- 
gonal sind; 

2. nach der Definition w, fiir je zwei Elemente ® bzw. y von G, 
bzw. B,., die Relation 

W» (P,)- y = ®,- 2, {y) 
gilt. 

Somit ist die Limesgruppe B der Folge § (G,,, w) der eindimensionalen 
Bettischen Gruppe von F isomorph. Andererseits aber ist diese Limes- 
gruppe nach Satz III der Gruppe Gs:(F) isomorph, womit der Satz I 
bewiesen ist. 

Beweis des Satzes II. Es sei 

Ao Ge Be .- Ke <2) 
ein Projektionsspektrum des dreidimensionalen kompakten metrischen 
Raumes F*. Auf Grund des Satzes III ist die Gruppe Ggs(¥F*) der Limes- 
gruppe der direkten Homomorphismenfolge §(G,,,@) isomorph, wobei 
G,, = Gs:(K},) ist. Die Elemente der mit dem Element endlicher Ord- 
nung ®,, von G,, beginnenden Fundamentalfolge ®,,, ...,®,,... werden 
ebenfalls von endlicher Ordnung sein, und dabei wird ihre Ordnung mit 
wachsendem n nicht wachsen. Deshalb ist, wie leicht ersichtlich, die 


G 
Limesgruppe der Folge a(z. w) [wobei U,, die aus allen Elementen end- 
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licher Ordnung bestehende Untergruppe von G,, ist] der Faktorgruppe 
G gs (F*) 
U ga ( F*) 
Ahnlich wie beim Beweise des Satzes I haben wir neben der direkten 
Homomorphismenfolge die inverse Homomorphismenfolge § (B3, x), wobei 
G 
man mittels des Hilfssatzes II beweist, daB die Folgen a(gt. w) und 
§ (Bj, 2) zueinander orthogonal sind, woraus die Behauptung des Satzes II 
folgt. 


Zum Schlu8 méchte ich nicht unterlassen, Herrn Prof. L. Pontrjagin 
in Moskau und Herrn Prof. H. Hopf in Ziirich meinen sufrichtigen Dank 
auszusprechen fiir zahlreiche Anregungen und Verbesserungen mannig- 
fachster Natur. Insbesondere verdanke ich Herrn Prof. Hopf die end- 
giltige Fassung der ersten vier Nummern dieses Artikels. 


isomorph. 


(Eingegangen am 16. 6. 1933.) 
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I, 


Bei der Begriindung der Geometrie laBt sich der Ubergang von der 
Verkniipfungs- und Anordnungsgeometrie zur metrischen Geometrie be- 
kanntlich auf drei Weisen vollziehen. 

Zunachst laBt sich der Geometrie durch explizite algebraische De- 
finitionen eine Metrik aufprigen; soll hierbei der Eindruck der Willkir 
vermieden werden, so hat man ideale Elemente einzufiihren und 
Stetigkeitspostulate heranzuziehen, die jedenfalls nicht alle aus der 
primitiven Erfahrung stammen. Will man sowohl auf die Willkiir der 
algebraischen Festsetzungen als auch auf die genannten Hilfsmittel ver- 
zichten, so wird man geniigend viele evidente metrische Eigenschaften 
aziomatisch fordern; je nachdem man in diesem Falle den Begriff der 
Bewegung der Punktgesamtheit oder den der Kongruenz einfacher Ge- 
bilde fiir primitiver halt, definiert man den ersteren oder den letzteren 
implizit. Bei der Einfiihrung der Metrik durch Axiome zeigt sich nun 
ein grundlegender Unterschied zwischen der raumlichen und der ebenen 
Geometrie. Wahrend der Aufbau der riumlichen Geometrie keine grund- 
legende Benutzung von Spiegelungen des Raumes an einer Ebene baw. 
iiberhaupt keine nichtebenen Kongruenzaxiome erfordert, lehrt ein Blick 
auf die Begriindungsarten der ebenen metrischen Geometrie, die ohne 
nichtebene Satze auskommen'), daB sie alle weitgehend Spiegelungen der 


1) AuBer Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie“ (im folgenden als ,,H. G.“ 
zitiert) sei hier noch als die bisher wohl am weitesten getriebene Begriindung der 
ebenen Geometrie diejenige von Hjelmslev herausgehoben; Math. Annalen 64; vgl. 
auch Math. Fys. Meddelelser 10. 
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Ebene an einer Geraden heranziehen bzw. Kongruenzeigenschaften un- 
gleichsinnig bezogener Figuren axiomatisch fordern. Ohne dieses Hilfs- 
mittel waren die tiblichen Herleitungen der wichtigsten metrischen Satze 
nicht méglich. 

Darauf mag es beruhen, daS vor Hilbert — und auch bei den- 
jenigen Grundlegungen der ebenen Geometrie, die nach den sogleich zu 
erwihnenden Abhandlungen Hilberts erschienen sind — dem fundamen- 
talen Unterschied zwischen der Kongruenz gleichsinnig bezogener Figuren 
und derjenigen ungleichsinnig bezogener Figuren*) keine Rechnung ge- 
tragen wurde, obwohl der Begriff der Seite einer Geraden bei Ein- 
fihrung der Metrik vorzuliegen pflegt. Fundamental ist dieser Unter- 
schied fiir beide genannten axiomatischen Methoden. LEinesteils ist 
nimlich die Bewegung zweifellos einer generell primitiveren Er- 
fabrung zugiinglich als die Spiegelung oder Umklappung, zumal sich, 
wenn man die ebene Geometrie unabhingig von der réumlichen be- 
griinden will, raumliche Vorstellungen nicht einschleichen diirften*). An- 
derenteils scheint es, wenn man Axiome iiber Kongruenz von Paaren 
einfacher nichtlinearer Gebilde aufstellt, im Sinne der Zerlegung kom- 
plexer Forderungen geboten, sie gesondert fiir gleichsinnig und ungleich- 
sinnig bezogene Gebilde zu formulieren, wobei man dann naturgemaé8 
nicht auf die ersteren Axiome zugunsten der letzteren verzichten wird, 
sondern umgekehrt versuchen wird, sich nach Méglichkeit — in zwei im 
folgenden benutzten Terminis ausgedriickt — auf die Forderung von Be- 
wegungseigenschaften zu beschrinken und die Forderung von Spiegelungs- 
eigenschaften zu vermeiden. 

Bekanntlich nahm von beiden axiomatischen Standpunkten aus 
Hilbert eine solche Beschriankung vor. In seiner Untersuchung ,,Uber 
die Grundlagen der Geometrie“*) zeigte Hilbert, daB, wenn man die Ab- 


2) In der Philosophie spielt der Unterschied der entsprechenden raumlichen 
Kongruenzbegriffe seit langem eine Rolle. Sowohl Leibniz (Hauptschriften Bd. I, 
8.135) als auch Kant (Prolegomena § 13) haben ihn bei der Begriindung ihrer 
Theorien tiber das Wesen des Raumes herangezogen. 

8) Hierzu sei eine Bemerkung aus M. Dehn, ,,Die Grundlegung der Geometrie 
in historischer Entwicklung’ (Pasch-Dehn, Berlin 1926), zitiert: ,,Es mu8 aber 
bemerkt werden, daB alle diese Beweise nur durch eine etwas willkirliche Fest- 
setzung sich vollstandig in der ebenen Geometrie bewegen. Denn sie machen den 
ausgiebigsten Gebrauch von den Spiegelungen an einer Geraden. Diese Spiegelung 
an einer Geraden ist aber nur durch eine rdumliche Bewegung, Drehung der Ebene 
um die Achse um einen gestreckten Winkel, geometrisch zu realisieren. DaB diese 
Voraussetzung sehr wichtig ist, ergibt sich aus einer eindringlichen Untersuchung 
von Hilbert ...“. 

*) Math. Annalen 56. Abgedruckt als ,,Anhang IV“ der H. G. (im folgenden 
als H. G. A. IV zitiert). 
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bildbarkeit der Punktgesamtheit auf einen Teil der Zahlenebene zugrunde 
legt, in der Tat drei ganz allgemeine, an Bewegungen gestellte Forde- 
rungen zur Begriindung der ebenen Geometrie hinreichen. Der Beweis 
stiitzt sich auf das Ergebnis der Abhandlung ,,Uber den Satz von der 
Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck“*), in der Hilbert 
das Problem von dem anderen Standpunkt aus behandelt. Dort zeigt 
sich, daB dieses wesentlich auf die Frage hinausliuft, welche Stetigkeits- 
forderungen zur Herleitung der Spiegelungseigenschaften aus den Be- 
wegungseigenschaften herangezogen werden miissen. Das Ergebnis der 
Hilbertschen Untersuchungen la8t sich [unter Beriicksichtigung eines 
Nachtrags*)] so formulieren: 

Die Spiegelungseigenschaften folgen aus denjenigen axiomatischen 
Forderungen der in der Festschrift ,,Grundlagen der Geometrie“ (Aufl. 3) 
aufgestellten Axiomgruppen I—IV, die keine nichtebenen EKigenschaften 
und keine Spiegelungseigenschaften postulieren, bei Zufiigung zweier 
Stetigkeitsaxiome (des Archimedischen Axioms und des Axioms der 
Nachbarschaft) und einer schwachen Spiegelungseigenschaft (der Kommu- 
tativitiét der Winkeladdition)’). Die Abhangigkeit wird bei Fortnahme 
eines der beiden Stetigkeitsaxiome aus dem aufgefiihrten Axiomensystem 
hinfallig, wie man an Hand zweier Geometrien erkennt, die als 1. 
und 2. Hiibertsche Geometrie bezeichnet werden mégen. 

Im Anschlu8 an dieses Ergebnis will die vorliegende Untersuchung 
die Frage kliren, ob die Spiegelungseigenschaften nicht bereits aus 
schwicheren Axiomensystemen folgen; insbesondere wird es dabei — neben 
der Zuriickstellung solcher Stetigkeitsforderungen, die tiber die Archi- 
medische hinausgehen — auf die Vermeidung des Spiegelungsaxioms 
fir Winkel ankommen, nach welcher dann wirklich alle Spiegelungs- 
eigenschaften aus anschaulich schwicheren Axiomen folgen. Die von 
W. Rosemann*) aufgezeigte Ungiiltigkeit des sogenannten dritten Kon- 
gruenzsatzes fiir gleichsinnig bezogene Dreiecke in der 1. Hilbertschen 
Geometrie empfahl offensichtlich, bei der genannten Fragestellung auf 
diesen Satz ein besonderes Augenmerk zu richten; doch werden auch weitere 
pragnante und evidente geometrische Tatbestinde als Axiome herangezogen. 

Zwei Serien anschaulich verschiedenartiger, doch in bestimmtem 
Rahmen einander dquivalenter Axiome werden aufgezeigt; im wesentlichen 


5) Proc. London Math. Soc. 4. Abgedruckt als ,,Anhang II“ der H. G. 
(zitiert als H. G. A. II). 

*) ,.Zu Anhang II“, H. G. 4.—6. Aufl., S. 259—262. 

7) Vgl. FuBnote 8. 571. 

8) ,,.Der Aufbau der ebenen Geometrie ohne das Symmetrieaxiom’. Diss. 
Gdttingen, 1922: Math. Annalen 90. 
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enthalt die erste Serie Forderungen an die Winkelkongruenz, die zweite 
solche an die Streckenkongruenz. Die innerhalb der beiden Serien 
geltenden Aquivalenzen fiihren zusammen mit einigen weiteren Abhingig- 
keiten auf eine Reihe von Aziomensystemen, welche, ohne irgendeine 
Spiegelungsforderung (oder eine Forderung, die einer solchen verwandt 
ware) zu enthalten, alle Spiegelungseigenschaften nach sich ziehen (8.571). 
Als die geschlossensten — iibrigens nicht unbedingt als die schwachsten — 
unter ihnen sind wohl die beiden Systeme anzusehen, die aufer den Ver- 
kniipfungs- und Anordnungsaziomen und denjenigen Aziomen, die die funda- 
mentalen Eigenschaften der Kongruenz — Kindeutigkeit, Transitivitat, 
Reflexivitaét, Additivitét — sichern, lediglich die beiden grundlegenden 
(1. und 3.) Kongruenzsdtze fiir gleichsinnig bezogene Dreiecke wnd die Archi- 
medische Forderung an Strecken und Winkel baw. den 1. und den 4. Kongruenz- 
satz fiir gleichsinnig bezogene Dreiecke wnd die Archimedische Forderung an 
Strecken enthalten. 

Weiterhin wird in den wichtigsten Fallen die Unentbehrlichkeit der 
einzelnen Axiome untersucht. Hervorgehoben sei hier, daB die Archime- 
dische Axiomgruppe auch bei Zugrundelegung aller iibrigen betrachteten 
Axiome, die nicht eine Spiegelungsforderung enthalten oder unmittelbar 
einer solchen verwandt sind, unvermeidbar zur Herleitung der Spiegelung ist. 


Il. 


Die Abtrennung der Spiegelungseigenschaften von den Bewegungs- 
eigenschaften und auch die Tatsache, daB sich bei der Zuriickfiihrung 
der ersteren auf schwichere Axiome aufSer den gebriauchlichen Stetigkeits- 
axiomen noch weitere Axiome, die sich als Stetigkeitsaxiome auffassen 
lassen — wie das Hilbertsche Nachbarschaftsaxiom —, aufdringen, legen 
es nahe, die in H. G. gegebene allgemeine Einteilung in Axiomgruppen 
auf eine der speziellen Fragestellung adiquate Weise zu modifizieren. 
Diese Modifikation wird lediglich von dem Bestreben beherrscht, jeder 
Axiomgruppe diejenigen Axiome voranzustellen, die von der gegebenen 
Fragestellung aus anschaulich oder inhaltlich primar erscheinen, und ist 
somit natiirlich nicht eindeutig vorgezeichnet. Gem&8 dem heuristischen 
Charakter der folgenden Zusammenstellung und Einteilung der Axiom- 
gruppen wurde in ihr die begriffliche Umgrenzung der einzelnen Gruppen 
und die Auffiihrung elementarer, in eine Gruppe hineinfallender Tat- 
bestande nur so weit getrieben, wie es durch die Fragestellung selbst ge- 
boten wurde. Wie sich zeigen wird, steht in der Anordnung der als 
Axiome in Betracht kommenden Satze keineswegs der logisch schwachere 
dem logisch stérkeren voran. 
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Gruppe F. Fundamentale Axiome (man vergleiche 8.541). Diese 
Gruppe umfaBt die Axiome I, II, IV*), Ill 1 bis 4 und Axiom III¢ 
aus H. G. A. II. 7. Aufl. 

Die Axiome F gestatten die folgende Definition: Zwei Figuren 
A,A,...A, und A; A,...A, heiBen gleichsinnig [ungleichsinnig] bezogen, 
wenn sie folgenden Bedingungen geniigen: Falls A, auf A, A; bzw. links 
von A,A,; bzw. rechts von A, A, liegt, so liegt auch A; auf A, A; bzw. 
links [rechts] von A; A; bzw. rechts [links] von A; A;. 

Gruppe P. Die reinen Schnittpunktsdize: 

Axiom P. Der Pappussche Satz (Pascalscher Satz der H. G.). 

Gruppe B. Bewegungsariome mégen diejenigen Axiome heiBen, die 
aus der Kongruenz gewisser homologer Stiicke zweier einfacher, nicht 
notwendig verschiedener, gleichsinnig bezogener Figuren die Kongruenz 
weiterer homologer Stiicke folgern. Es werden betrachtet: 

Axiam BO (III 5* der H.G.). Erster Kongruenzsatz fiir gleich- 
sinnig bezogene Dreiecke: Zwei Dreieeke seien gleichsinnig bezogen, und 
zwei Seiten des einen Dreiecks sowie der eingeschlossene Winkel seien 
den homologen Stiicken kongruent; dann sind auch die anderen Winkel 
dieses Dreiecks den homologen Winkeln kongruent. 

Axiom Bl. Dritter Kongruenzsatz fiir gleichsinnig bezogene Drei- 
ecke**): Sind in zwei gleichsinnig bezogenen Dreiecken homologe Seiten 
jeweils kongruent, so sind auch homologe Winkel jeweils kongruent. 

Ein Spezialfall von B 1, welcher nur zu bestimmten Unabhingigkeits- 
betrachtungen herangezogen werden soll, ist 

B1*. Im gleichseitigen Dreieck sind die Winkel kongruent. 

La8t man noch Kongruenzbedingungen innerhalb der einen der beiden 
bezogenen Figuren zu, so fallt auch der folgende Satz unter die Gruppe B: 

Axiom B2. Vierter Kongruenzsatz fiir gleichsinnig bezogene Drei- 
ecke: Zwei Dreiecke seien gleichsinnig bezogen, und zwei nicht kon- 
gruente Seiten des einen Dreiecks A sowie der Winkel, welcher der 
gréBeren dieser beiden Seiten gegeniiberliegt, seien den homologen Stiicken 
kongruent; dann sind auch die anderen Winkel von A den homologen 
Winkeln kongruent. 


®) Das Parallelenaxiom wird hier — wie in H. G. A. II — zugrunde gelegt. 
Manche der folgenden Beweise benutzen es indes nicht, in anderen JaBt es sich 
ohne Schwierigkeit eliminieren. 

10) Es sei angemerkt, daB BO insofern gegeniiber B1 inhaltlich primitiver ist, 
als es auf Grund der Axiome F auf die Forderung zuriickgefiihrt werden kann: 
Zu einem Strahl A und einem Dreieck A BC gibt es ein unter gleichsinniger Be- 


zogenheit kongruentes Dreieck A’ B’C’, fiir welches der Strahl A’ B’ mit A zu- 
sammenfallt. 








——_— << et 











Herleitung der Spiegelung aus der ebenen Bewegung. 543 


Als ,,elementare Axiome iiber die Beziehung von Kongruenz und 
Lage“ oder kurz als Lageaxiome der Kongruenz seien die (nichtfundamen- 
talen) Axiome bezeichnet, die sich auf folgende Weise interpretieren 
lassen: Gewisse Lageeigenschaften einer einfachen Figur sind mit gewissen 
in dieser Figur auftretenden Kongruenzbeziehungen nicht vertriglich. 


Gruppe W. Lageaxiome der Winkelkongruenz. 


Axiom W1. Ein Winkel liegt nicht in einem kongruenten Winkel 
mit dem gleichen Scheitel [Axiom III 7 der H. G. A. IT. 7. Aufl. **)]. 


Axiom W 2. Rechte Winkel sind kongruent, oder: es gibt héchstens 
ein Lot auf einer Geraden in einem Punkt. 


Hier ist ein rechter Winkel zunichst ein solcher, der einem seiner 
Nebenwinkel kongruent ist; im Rahmen der Axiome F, BO ist er beiden 
Nebenwinkeln kongruent (vgl. S. 548). 


Gruppe K. Lageaxiome der Streckenkongruenz (Kreisaxiome). 

Axiom KO. Die Kreise sind homothetisch, d.h. (bei Zugrunde- 
legung von F, BO): Liegen A bzw. B auf den Strecken OA’ bzw. OB’ 
und ist OA = OB, OA’ = OB, s0 ist AB\\ A’ B. 


Axiom Kl. Der Kreis ist konvex, d.h.: Ist OP =OQ=OR 
und liegt R im Winkel X POQ, so trennt die Gerade PQ die 
Punkte O, R. 


Gruppe L. Lageaxiome der Strecken- und Winkelkongruenz “*). 
Axiom L. In einem Dreieck liegt der gréBeren von zwei Seiten 
der gréBere Winkel gegeniiber. 


Hierbei wird gleich eine von der gegenseitigen Lage unabhingige 
GréBenvergleichung der Winkel als méglich angenommen; 8. Hilfssatz (5). 

Als Spezialfall von LZ stellt sich im Rahmen der Axiome F, BO der 
folgende (ohne Voraussetzung von W 1 formulierte) Satz dar: 


I*. Im rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse nicht kleiner 
als eine Kathete. 


11) Dieses Axiom wurde von P. Bernays bei einem anderen Spiegelungsproblem 
benutzt. Zu der Frage namlich, ob der Basiswinkelsatz auch bei Verzicht auf jede 
Parallelen- oder Stetigkeitsforderung die ibrigen Spiegelungseigenschaften nach sich 
tiehe, gab Hilbert an, daB Satz S 3 aus einem Axiomensystem folge, welches die 
Axiome F mit Ausnahme des Parallelenaxiems, ferner BO, S1 (vgl. auch FuBnote 
8.571) und § 2 enthalt. Bernays ersetzte in dieser Abhangigkeit das Spiegelungs- 
axiom $1 durch das schwi&chere Axiom W1. (Diese Arbeit ist bisher nicht ver- 
déffentlicht.) 

12) Betreffs der Stellung dieser Gruppe zur Spiegelung vergleiche man 8:570. 











544 A. Schmidt. 


Gruppe A. Archimedische Axiome heiBen die (allerdings bekannt- 
lich nicht von Archimedes stammenden) Axiome: 


Axiom AO (Axiom V1 der H.G.). Das Archimedische Axiom fir 
Strecken. 


Axiom Al. Zu zwei Winkeln Ak, hl mit gemeinsamen inneren 
Punkten existiert eine natiirliche Zahl n (> 0) mit folgender Eigenschaft: bej 
n-maliger Antragung von Al an / nach auBen und weiter an den jeweils 
freien Schenkel nach aufen erhalt man als letzten zu Al kongruenten 
Winkel einen solchen, der & enthalt oder als freien Schenkel besitzt. 

Dieser Satz wird sonst unter Benutzung einer Spiegelung bewiesen; 
man vergleiche H. G. 7. Aufl. 8.39. 


Gruppe N. Die Form der Aziome der Nachbarschaft lat sich 
kurz etwa so umreiBen: Zu einer Figur YU einer bestimmten Art gibt es 
stets eine Figur % einer bestimmten Art mit folgender (nicht an Hand 
der voranstehenden Axiomgruppen erkennbaren) Eigenschaft: Es gibt 
keine Strecke, die zugleich in einer vorgegebenen Kongruenz- oder Lage- 
beziehung zu W% und in einer (anderen) vorgegebenen Kongruenz- oder 
Lagebeziehung zu % stinde. 

Axiom N1. Eine Gerade liegt nicht beliebig nahe an einem nicht 
auf ihr liegenden Punkt, d.h. es gibt eine Strecke, die kleiner ist als 
jede Strecke, welche auf einem durch den Punkt gehenden Strahl von 
der Geraden abgeschnitten wird. 

Axiom N2 (Axiom V3 der H.G.). Zu jeder Strecke o gibt es 
ein Dreieck, das keine zu o kongruente Strecke enthiilt. 


Gruppe £. Als Ezistenzariome fiir eine Figur sei eine Gruppe von 
Axiomen bezeichnet, die sich bei Voraussetzung der Axiome A 0, 1 leicht 
algebraisch umgrenzen lat, die jedoch hier allgemein so gekennzeichnet 
werden mége: Zu einer Figur bestimmter Art, in der keine Kongruenz 
vorausgesetzt ist, wird die Existenz eines Punktes (oder mehrerer) ge- 
fordert, dessen Hinzunahme der gegebenen Figur gewisse Kongruenz- (und 
Lage-)Eigenschaften verleiht. 

Von den unter diese Gruppe fallenden Tatbestanden laBt sich gerade 
der einfachste — die Halbierbarkeit der Winkel — so deuten, da8 durch 
den geforderten Strahl eine Kongruenz bei ungleichsinniger Bezogenheit 
hergestellt .wird. Deshalb soll dieser Satz, dessen Verwendung als 
Axiom manchen Beweis erheblich abkiirzen wiirde, vermieden werden. 
Sowohl ein Entartungsfall des genannten Satzes als auch das andere 
Existenzaxiom werden lediglich zur Demonstration thres Gewichtes mit heran- 
gezogen; und nur in einigen wenigen Axiomensystemen wird auf sie Bezug 
genommen werden. 
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Axiom £1. Zu drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten O, A, B 
gibt es stets zwei auf den Strahlen OA bzw. OB gelegene Punkte C 
bzw. D, fiir die OC = OD gilt, wobei die Geraden A D, BC parallel sind. 

Bei Zugrundelegung einer Streckenrechnung driickt das Axiom die 
Forderung der mittleren Proportionale aus. 

Axiom £2. Es gibt rechte Winkel (man vergleiche die Bemerkung 
zu Axiom W 2). 


Gruppe S. Die Spiegelungsaziome sind fiir ungleichsinnig bezogene 
Figuren das, was die Bewegungsaxiome fiir gleichsinnig bezogene Figuren 
sind. Diese Axiome werden wesentlich zum Zwecke ihrer Zuriickfiihrung 
auf andere angefiihrt. 


Axiom S81 (Axiom III 7 der H.G. 6. Aufl.). Die Winkeladdition 
ist kommutativ, d.h.: Ist ab = ef, bc = de und liegt 6 in ac, e in df, 
so ist stets ac =d/. — Bei Zugrundelegung der Axiome F, BO ist diese 
Formulierung aquivalent der folgenden: Ein Strahlentripel mit gemein- 
samem Scheitel sei auf ein (anderes) Strahlentripel mit gemeinsamem 
Scheitel ungleichsinnig bezogen, wobei zwei Winkel des ersten Tripels 
den homologen Winkeln kongruent seien; dann ist auch sein dritter Winkel 
dem homologen kongruent. 


Axiom §2. Im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel kon- 
gruent. 


Zur Verwendung dieses Satzes als Axiom vergleiche man FuBnote "). 


Axiom S3 (BO und S3 bilden Axiom III 5 der H.G.). Zwei 
Dreiecke seien ungleichsinnig bezogen, und zwei Seiten des einen Dreiecks 
sowie der eingeschlossene Winkel seien den homologen Stiicken kongruent; 
dann sind auch die anderen Winkel dieses Dreiecks den homologen 
Winkeln kongruent. 


Die folgenden Symbole werden durchweg verwendet: 

Strahlen (d.s. in der Terminologie der H. G. Halbstrahlen) werden 
durch ihren Scheitel und einen ihrer Punkte oder durch einen kleinen 
lateinischen Buchstaben bezeichnet; h ist die zu h gehérige Gerade, h die 
tiickwartige Verlingerung von h auf h. — Ein von dem Punkte O aus- 
gehender Strahl wird kurz O-Strahl genannt. 

Bei irgendwelchen Strahlen A, k,1,..., p,m mit gemeinsamem Ur- 
sprung soll das Symbol — h, k, l,..., p,m (bzw. ~h, k,l, ..., p,m) aus- 
driicken, daB k links (bzw. rechts) von h, | links (bzw. rechts) von 


k,...,m links (bzw. rechts) von p und auch noch von h liegt. 
Mathematische Annalen. 109. 36 
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Strecken werden durch ihre Endpunkte oder durch einen kleinen 
griechischen Buchstaben bezeichnet; 6 ist die Lange der Strecke o. 


Die Zuordnung eines reellen Kérpers Q zu einer Geometric, in 
der die Begriffe Punkt, Gerade, Inzidenz und Anordnung definiert 
sind, sei als deskriptive Zuordnung bezeichnet, wenn sie von folgender 
Art ist: 

a) Die Punkte der Geometrie entsprechen umkehrbar eindeutig den 
Zahlenpaaren des Kérpers Q; die Geraden entsprechen umkehrbar ein- 
deutig den Zahlenverhiltnissen a:b:c (a°+b*+c* + 0) aus Q in der 
Weise, daB die Gleichung az-+by-+ c = 0 das Kriterium der Inzidenz 
des ,,Punktes (z, y) mit der ,,Geraden a:b: c abgibt. 


B) Die Anordnung der Punkte einer Geraden entspricht der An- 
ordnung ihrer Abszissen bzw. Ordinaten. 


Einige bekannte Tatsacher seien als Hilfssitze (1)—(4) tiber die 
deskriptive Zuordnung zusammengefaBt. 


Hilfssatz (1). In jeder ,,deskriptiven Geometrie“ gelten die Grund- 
regeln der Vektorgeometrie, insbesondere auch der Zweistrahlsatz: Die 
beiden Geraden, welche die Endpunkte der vom gleichen Punkte aus- 
gehenden (vom Nullvektor verschiedenen) Vektoren x,y bzw. az,ay 
(a in Q) verbinden, sind parallel. 


Hilfssatz (2). Jeder Geometrie, in der die Hilbertschen Axiome I, 
II, IV***) und das Axiom P gelten, laBt sich ein reeller ,,deskriptiver“ 
Koordinatenkérper zuordnen “*); umgekehrt la8t sich jedem reellen Kérper 
unter Zugrundelegung der gegebenen Anordaung eine ,,deskriptive“ Geo- 
metrie zuordnen; in dieser gelten die Axiome I, II, IV* und — wie man 
an Hand von (1) erkennt — die Axiomgruppe P. 


Hilfssatz (3). Bei einer deskriptiven Zuordnung sind die Seiten 
einer Geraden a:6:¢ durch das Vorzeichen des Ausdrucks az+by+e 
unterschieden. 


Hilfssatz (4). Bei Zugrundelegung der Axiome F, BO ist AO not- 
wendig und hinreichend fiir den Umstand, da8 Q archimedisch ist (d. h. 
bis auf Isomorphie aus reellen Zahlen besteht). 


Hilfssatz (5). Auf Grund der Axiome F, BO, W1 lassen sich 
Winkel unabhangig von ihrer Lage zueinander und von der Art ihrer An- 
tragung in eindeutiger Weise auf ihre GréBe hin vergleichen. 


- 


3) H.G. 7. Aufl, 8. 83. 
4) H.G. 7. Aufl, 8. 112f. 
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Il. 

Als kongruente Abbildung werde eine Punktzuordnung bezeichnet, die 
jeder Figur eine gleichsinnig bezogene Figur zuordnet, die mit der ur- 
spriinglichen in allen homologen Stiicken iibereinstimmt. Offenbar gibt 
es bei Giiltigkeit von F, BO genau eine kongruente Abbildung, die einen 
gegebenen Strahl in einen gegebenen Strahl iiberfiihrt. Eine kongruente 
Abbildung mit dem Fixpunkt O heiBe Drehung um O oder O-Drehung 

Satz 1. Zur Giiltigkeit der Axiomgesamtheit F, P, BO, KO ist bei 
deskriptiver Zuordnung zu einem reellen Kérper 2 notwendig und hin- 
reichend, da8 die kongruenten Abbildungen sich durch eine Gruppe © 
von Transformationen der Gestalt 

ve =ar+by+e, 


(*) os 

y =crz+dy+f 
(a,...,f in Q, ad—be > 0) darstellen, welche folgende Eigenschaften 
besitzt: 

x. © enthilt alle ,,Verschiebungen“, d.h. alle Transformationen der 
Gestalt 2’ = az+e, yy’ = y+f (ef in Q). 

A. Jedes Element von 2 sowie auch der Wert o treten in genau 
zwei homogenen Transformationen von © als Quotient der vorderen 
Koeffizienten, a: c, auf. 

pw. © enthalt die Transformation U= 2 = —a, y¥ = — y. 

Eine Metrik dieser Art sei als Affinitétenmetrik bezeichnet. 

1. Die Affinititenmetrik besitzt die folgenden (weiteren) Eigen- 
schaften : 

a. Die kongruenten Abbildungen bilden eine Gruppe. 

B. Eine Gerade der Geometrie wird durch jede kongruente Ab- 
bildung anordnungstreu in eine Gerade der Geometrie tibergefiihrt. 

y. Es gibt genau eine kongruente Abbildung, die einen gegebenen 
Strahl h in einen gegebenen Strahl A’ iiberfiihrt. 

6. Zu zwei Punkten gibt es eine kongruente Abbildung, die sie vertauscht. 

e. Eine kongruente Abbildung, die einen Strahl A in einen Strahl h’ 
iiberfiihrt, fiihrt jeden links (bzw. rechts) von A gelegenen Punkt in einen 
links (bzw. rechts) von A’ gelegenen Punkt iiber. 

Kine kongruente Abbildung aus © heife elliptisch, parabolisch oder 
hyperbolisch, je nachdem die Diskriminante (a — d)*+4bce <0, = 0 
oder > 0 ist. Dann gilt noch: 

¢. Es gibt auBer U und U* = J keine parabolische kongruente Ab- 
bildung. (Diese Eigenschaft wird erst an spiterer Stelle bendtigt.) 

Die Eigenschaft a gehért zur Definition der Affinitatenmetrik, f ist 
evident, 6 folgt aus x und yw, « ergibt sich bei Benutzung des Hilfs- 
36% 
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satzes (3) aus der Bedingung ad—be > 0. — Die O-Strahlen 
—O = (0,0)—, die zu den Strahlen A,h’ der Bedingung y parallel 
sind, seien mit k bzw. k bezeichnet. Wegen x gilt offenbar die Be- 
dingung y fiir A, h’, wenn sie auf k,k zutrifft. Die Affinitaétenmetrik 
enthalt nun genau je eine O-Drehung D bzw. D’, die den Strahl z > 0, 
y = 0 in k baw. & itberfiihrt. Die Drehung D’ D~—' fiihrt & in Kk iiber; 
umgekehrt: fihrt die O-Drehung D* & in k’ iiber, so ist wegen « 
D*D= DD’. Also gilt auch y. — Wiirde endlich € nicht gelten, so 
wiirde es eine von U, 3 verschiedene O-Drehung D mit zur Geometrie 
gehériger Fixgeraden geben. Dann wiirde entweder D oder DU einen 
O-Strah] festhalten, ohne die Identitaét zu sein; dies widerstreitet der 
Eigenschaft y. 

Bei deskriptiver Zuordnung zu einem reellen Kérper sind nach Hilfs- 
satz (2) die Axiome I, II, IV*, P giiltig, In H.G.A.II, 7. Aufl., ist 
unter Zugrundelegung der Axiome I, II, IV* gezeigt, daB eine Metrik mit 
den Eigenschaften a—e den Axiomen III 1—4, 5*, 6 geniigt; die 
Affinitaétenmetrik fiihrt also auf die Axiomgesamtheit F, P, BO und, wie 
man an Hand des Zweistrahlsatzes [Hilfssatz (1)] aus ihrer Gestalt ent- 
nimmt, auf K 0. 

2. Umgekehrt seien in einer deskriptiven Geometrie die Axiome F, 
P, BO, KO erfiillt. Werden nun in der gema8 Hilfssatz (1) durchfiihr- 
baren linearen Vektorgeometrie zwei Vektoren kongruent genannt, wenn 
die zugehérigen Strecken kongruent sind, so erkennt man an Hand 
von BO: 

Gleiche Vektoren sind kongruent, 
und weiter an Hand von K 0: 
Aus s=vx folgt ax =ay (a in Q). 

Diese Siatze gestatten, auf die iibliche Weise die angegebene Gestalt (*) 
einer kongruenten Abbildung herzuleiten — der letztgenannte Vektorensatz 
wird beim Ubergang von der homogenen Koordinatensubstitution zur 
Drehung der Punktgesamtheit benutzt — , wobei die Eigenschaft ~ erfiillt ist. 


i f 
‘ex Se 


Fig. 1a, b. 


A. Schmidt. 








An Hand der vorstehenden Figuren folgert man — ohne Be- 
nutzung einer Winkelannahme wie W1 oder S1 — aus der Gleichheit der 
Wechselwinkel, welche eine Folge von F, BO ist, die Gleichheit der ent- 
sprechenden Winkel und weiter die Gleichheit der Scheitelwinkel. Diese 
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fihrt auf die Eigenschaft u. Die aus F, BO folgende eindeutige Uber- 
fihrbarkeit eines gegebenen Strahles in einen anderen zieht die Eigen- 
schaft 4 nach sich. 

Satz 2. Die Unabhingigkeit des Axioms KO von den Axiomen F, 
P, BO ist aquivalent dem folgenden algebraischen Lemma: 

Es gibt einen reellen Kérper 2, zu dem eine Gruppe § von Trans- 
formationen existiert, denen je ein (sich auf Summe, Produkt und An- 
ordnung erstreckender) Automorphismus & des Kérpers 2 zugrunde liegt, 
derart, da 
nea a = aU (z) + bUly), 

y = eA(z) + dU(y) 


(a,...,@ in Q, ad—be > 0); auBer den Eigenschaften A, « (8-547) soll 
fir § erfiillt sein: 

v. Nicht alle in § eingehenden Automorphismen sind die Identitat. 

1. Die durch Zufiigung der Verschiebungen zu § entstehende Ab- 
bildungsgruppe besitzt die auf 8.547 aufgefiihrten Kigenschaften « — ¢; 
legt man sie also in einer zu Q gehdérigen deskriptiven Geometrie als 
Kongruenzgruppe zugrunde, so sind die Axiome F, P, BO erfiillt. Sei 
nun p ein Element aus 2, das durch einen unter » geforderten Auto- 
morphismus Y%, in ein Element U,(p) + p iibergeht. a, b, c, d ‘seien die 
Koeffizieriten einer mit U, zusammengehérigen Transformation aus §; weiter 
sel O = (0, 0), A= (1,0), C= (p, 9), D= (a,c), E= (a UA, (p), c U, (p)). 
Dann gilt OA =OD, OC =O8, nicht aber AD || CE; Axiom K0 ist 
also ungiiltig. 

2. Umgekehrt sei in einer deskriptiven Geometrie 3, in der die 
Axiome F, P, BO gelten, eine O-Drehung D gegeben; diese fiihrt das 
Dreieck OA B — O = (0,0), A = (1,0), B = (0,1) — im ein Dreieck 
OA’ B’ iiber. Diejenige homogene ganzlineare Transformation, die O in 
sich, A’ in A und B’ in B iiberfiihrt, heiBe 2. Die Punkttransformation 
2D halt die Punkte O, A, B fest; weiter bleiben Anordnung, Inzidenz und 
Parallelitat bei ihr erhalten. Die konstruktiven Definitionen von Summe 
und Produkt in der ,,Desarguesschen“ Streckenrechnung, welche die 
deskriptive Zuordnung vermittelt [Hilfssatz (2)], lassen nunmehr erkennen, 
da8 diese beiden Operationen gegen 2D invariant sind. Da die Dreiecke 
OAB, OA’ B’ gleichsinnig bezogen sind, ist die Determinante von 2 
positiv. — D hat also die Gestalt (**). Die Gruppe der O-Drehungen 
der Geometrie 3 besitzt offenbar die Eigenschaften 4, u. Somit ist durch 
die Gruppe, die bei Hinzufiigung der Verschiebungen entsteht, eine Affini- 
tétenmetrik gegeben, sobald die Erfiillung von » nicht méglich ist. Dann 
aber gilt nach Satz 1 das Axiom K 0. 
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Satz 3. Im Rahmen der Axiome F, BO, AO sind die Siatze W1, 
Al, §1 einander dquivalent. 


1. Aus F, BO, AO folgen P und KO. 

Die iibliche Methode, bei Zugrundelegung einer Einheitsstrecke den 
Strecken reelle Zahlen als ,,Langen“ derart zuzuordnen, daS kongruenten 
Strecken gleiche Langen zukommen, benutzt keine Spiegelung; sie ist an 
Hand der Axiome F, BO, AO durchfiihrbar, wobei fiir die erhaltenen 
Langen der ,,Fundamentalsatz der Proportionenlehre“ gilt: Auf den 
Schenkeln eines Winkels mit dem Scheitel O mégen von zwei parallelen 
Geraden g bzw. g’ die Punkte A und B bzw. A’ und B’ abgeschnitten 
werden; dann ist 04:04’ = OB:OB’. Dieser Satz enthalt KO in 
sich und fiihrt weiter auf P. 

Somit kann ein deskriptives Koordinatensystem eingefiihrt werden; 
die zugehérige Metrik ist nach Satz 1 eine Affinitatenmetrik. 


2. Die Annahme, alle kongruenten Abbildungen + U, 3 seien ellip- 
tisch, ist im Rahmen der Axiome F, P, BO, K 0 notwendig fiir jedes der 
Axiome W1, Al, S81 und hinreichend fiir W1, im Rahmen der Axiome 
F, BO, AO auch hinreichend fiir A1, 81. 

Wenn W1 erfiillt ist, so gilt fiir jede kongruente Abbildung: wird 
der Strahl A in h’, k in & tibergefiihrt, so ist bei hh’ auch kk. 
Hieraus ergibt sich bei Heranziehung der Eigenschaft ¢ einer Affinitaten- 
metrik, da8 alle von U und 3 verschiedenen Abbildungen elliptisch sind. — 
Die Umkehrung dieses Schlusses ist evident. 

Nach Eigenschaft ¢ ist jede nicht mit U oder J zusammenfallende 
und nicht elliptische O-Drehung D* hyperbolisch; diejenige der beiden 
Drehungen D*, D* U, die jeden von O verschiedenen Punkt P in dem- 
jenigen durch die Fixgeraden bestimmten Winkel belé8t, in dem er liegt, 
werde mit D bezeichnet. Die Winkelfolge X D‘(P)O D‘+'(P), + = 0,1,..., 
ist dann nichtarchimedisch. Ist umgekehrt eine nichtarchimedische Winkel- 
folge A D'(P)O D‘+*(P), i = 0,1,..., vorgelegt, d.h. gibt es einen 
O-Strahl, welcher in keinem Winkel X PO D*‘(P) liegt und mit keinem 
Strahl OD/(P) zusammenfillt, so ersiéht man bei Giiltigkeit von A0 
[Hilfssatz (4)] unter Heranziehung von ¢, da8 D hyperbolisch ist. 

Der das Axiom § 1 betreffende Rest der Behauptung 2 wird durch 3 
bewiesen sein. 


3. Im Rahmen der Axiome F, BO, AO sind die Axiome W1, 81 
einander Aquivalent. 

Wegen der Eindeutigkeit der Winkelantragung ist W1 eine unmittel- 
bare Folge von S1; es bleibt zu zeigen, daB S1 aus W1 folgt. Indem 
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man den durch die O-Drehung D aus einem O- Strahl a hervorgehenden 
O-Strahl mit d(a) bezeichnet, l48t sich nach einem Schlu8 aus Absatz 2 
dieses Beweises das Axiom W1 fiir den folgenden Gedankengang so formu- 
lieren : 
Wi°. Wenn wth,d(h), so wk,d(k). 
Der Punkt (0,0) heiBe O. Die Projektivitét, die von einer O-Drehung 
der in Absatz 1 und 2 eingefiihrten Metrik auf der Geraden z = 1 ab- 
geschnitten wird, heiBe $[D]; ihre Fixpunkte seien (in jeweils passender 
Reikenfolge) mit F,,[D] bezeichnet, — sie sind nach Absatz 2 bei 
D + U,3 imaginar; auch braucht der Imaginirteil ihrer Ordinaten nicht 
zum Koordinatenkérper zu gehéren. 
3,1. Aus 
lim (= 40); dW), iW) = 1,2-.4 


folgt 
lim d,(k) = d(k). 


[Es ist sinnvoll, von Limes-Beziehungen gewisser O-Strahlen zu sprechen, 
da nach Hilfssatz (4) der Koordinatenkérper archimedisch ist]. Von einem 
Index ab gilt ..d,(h),d(h) und nach W1° auch d,(k), d(k). Wenn 
nun nicht lim d,(k) = d(k) gilt, so gibt es in der betrachteten Geometrie 
einen O-Strahl | mit —. d,;(k), 1, d(k). Setzt man 1 = d*(k), so ergibt 
sich — wiederum nach W1° — ~.d,(h), d*(h), d(h): diese Beziehung 
steht im Widerspruch zur Voraussetzung. 
3,2. Ist fiir eine O-Drehung D + U,3 und einen O-Strahl A 
x lim d, (h) = d(h); ~— d; (h), d; . , (h) {t= 1, 2,...), 
so ist 
lim F,, 2[(DjJ = F;,2[D). 
$[D] bzw. P[D,] habe die Gestalt 
,_ e+dt ,_ %tat 
. Sat bzw. de = by 
Indem man im folgenden nur geniigend groBe Indizes i betrachtet, 
kann man D,; + U,3 annehmen. Dann treten keine reellen Fixpunkte 
auf; daher gilt ad — bc, b,b,,c,c; + 0. Nach Absatz 3,1 gilt fiir alle ¢ 
des Koordinatenkérpers sowie fiir t = oo die Beziehung 





_. «++ d,t _ ¢+ dt 
lim a,+b,t  a+bé° 
Hieraus errechnet man unter Benutzung der genannten Ungleichheiten: 
a d d 


i -. % ¢ ee 
.“e ise Pere 





lim 
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lim F,, [Di] = F,,s[D). 

3,3. Die Ausiibung der Drehungen um O ist kommutativ. 

Gegeben seien zwei O-Drehungen D, D*(+ U,3). Ein O- Strahl h 
werde durch D in &, durch D* in / iibergefiihrt, und es sei etwa —+h, k,l. 
Weiter seien zwei O-Strahlenfolgen k,, 1; mit lim k, = k; — h, k,, k; 
lim 1; = 1; ~h, l,l bestimmt. Diejenige Drehung, die den rechten 
Schenkel des kleineren [Hilfssatz (5)] der beiden Winkel k; k, 1,1 in den linken 
Schenkel iiberfiihrt, sei mit D; bezeichnet. Da nach Absatz 2 A1 eine Folge 
von W1 ist, gibt es zu jedem Index i zwei natiirliche Zahlen n,, m, der- 
art, daB —» dj*(h), k, dagegen nicht —» dj*** (h), k; dj" (h), 1, dagegen 
nicht —» dj"‘**(h), 1. Mit Hilfe des Axioms W1 erkennt man aus der 
Definition von 12,: 


kj = djt(h) oder +k, di*(h), k 
und 
= di(h) oder 1,,dj"(h),1; 
man kann somit aus den Folgen dj‘ bzw. dj" Teilfolgen ar bzw. a" aus- 
wahlen, fiir die 
lim ays (h) = k; ud (h), dj +1 (h) 
bzw. 
lim d* (h) = 1; <1 d% (h), dm) +* (h) 
gilt. Daher gilt nach Absatz 3, 2: 
lim F,,3(D/9] = F,,,[D], lim Fy, s[D/"4) = F, ,(D*): 
da Di, DY + U,3S ist, so gilt 
Fy, s[D/4] - F,, s(D,"I, 
also ist 
F,,:[D) = F,,,(D*). 
Man hat mithin DD* = D*D. Indem man gegebenenfalls D—-' statt D 
bzw. D*—" statt D* betrachtet, kann man stets auf den eingangs an- 


genommenen Fall .»h, k, 1 rekurrieren. — Mit der Kommutativitat der 
Ausiibung der O-Drehungen ist offenbar der Satz S1 aquivalent. 


Satz 4. Im Rahmen der Axiome F, BO, A0, E2 ist den Axiomen 
W1, Al, 81 das Axiom W2 Aquivalent. , 

Aus einem Gegenbeispiel gegen W2 konstruiert man leicht ein Gegen- 
beispiel gegen W1; es bleibt also nach Satz 3 nur zu zeigen, daB im 
betrachteten Rahmen etwa W1 aus W2 folgt. 
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1. Die im gegebenen Axiomenrahmen auf 8.548 hergeleitete Gleich- 
heit der Scheitelwinkel gestattet mit Benutzung von F, BO an Hand der 
nebenstehenden Figur zu erkennen: zwei Winkel, welche sich in einem 
Sinne zu einem rechten erginzen, erginzen 
sich auch im anderen Sinne zu einem rechten. — 

Bei Heranziehung von W2 laBt sich diese 
Tatsache als Spezialfall von S 1 auffassen, und rechler 


ein Beispiel fiir Nichtzutreffen von W1 auf a sinnel 


rechte Winkel wiirde dann auf ein Gegen- 
beispiel gegen diesen Spezialfall fiihren. Pe ny ies 

2. Gehéren die Koeffizienten des Parameter- Fig. 2. 
gleichungspaares, welches den Limes einer 
0-Strahlenfolge darstellt, nicht alle zum archimedischen Koordinaten- 
kérper Q (vgl. 8.551), so kann man doch von einem ,,idealen“ O-Strahl 
reden; in dieser Ausdrucksweise seien Strahlen, die méglicherweise ideal 
sind (und somit nicht an Winkelkongruenzen teilhaben kénnen), stets 
durch eine Tilde gekennzeichnet. 

Gemai8 Axiom £2 lat sich an jeden Strahl einer O-Strahlenfolge h, 
mit lim h; = A und A, h (bzw. ~«h,,h) nach links (bzw. rechts) ein 
rechter Winkel h;k; antragen. Dann gibt es ein i mit — k,, h (bzw. + k,, h). 
— Es gelte im Gegenteil fiir alle i: kh (bzw. ~k,h) oder k; = h. 
Im Winkel hh, gibt es einen O-Strahl p; an diesen werde nach rechts 
(bzw. links) der rechte Winkel pq angetragen. Im Falle .xg, A (bzw. 
-~q,h) gibt es nun einen rechten Winkel h;k; im Winkel pq; im Falle 
xq, h (bzw. + q,h) oder q = h liegt pq im rechten Winkel k,h,. Beide 
Tatsachen stehen im Widerspruch zu dem in 
Absatz 1 bewiesenen Zutreffen von W1 auf 
rechte Winkel. 

3. W1 gelte nicht. Dann gibt es nach 
Absatz 2 des Beweises fiir Satz 3 und wegen 
der Eigenschaft ¢ (8. 547) eine hyperbolische 
0-Drehung D; diese hat zwei verschiedene 
reelle Fixgeraden h, g. Fir die O-Strahlen 
p,q gelte J, p, f und —f, q, 9. Wird 
die positive oder negative ganze Zahl n 
dem Betrage nach geniigend groB, so nahern 
sich [Hilfssatz (4)] die Strahlen d*(p) und Fig. 3. 

d"(q) beliebig dem Strahle / oder den 

Strahlen 9 bzw. g. Es gibt also vier O-Strahlenfolgen hj, ky, h?, kf mit 
lim hy = 9, lim ky = G, limAf = jf, limkt = f; ky = MR = pg; 
~k,g; ~kf,f. — An jeden Strahl &; sei nach links der rechte 
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Winkel &,; 1; angetragen; nach Absatz 2 gibt es einen Index j mit 
-» 1,9. Aus der Bestimmung der Folge A; ergibt sich nun, daB e 
einen Index u > j mit 4g, hy, bj gibt. Auf Grund des Erfiilltseins 
von W1 fiir rechte Winkel gilt —,9,1,,1,. In dem zu pq kongruenten 
Winkel &,, h, gibt es also einen Strahl l, derart, daB k, 7, ein rechter 
Winkel ist. — Nun sei weiter an jeden Strahl kf nach rechts der rechte 
Winkel k? 1? angetragen; wach Absatz 2 gibt es einen Index v mit olf. 
Aus der Bestimmung der Folge A} ergibt sich, daB es einen Index w >» 
mit -— /, At, le gibt. Auf Grund des Erfiilltseins von W1 fiir rechte 
Winkel gilt —/,1%,13. Im rechten Winkel k213 gibt es also einen 
Strahl 4? derart, daB kth zu pq kongruent ist. Die Antragung der 
Winkel k, h,, und k,l, an &2 nach rechts fihrt nun an Hand von W2 
auf einen Widerspruch zur Eindeutigkeit der Winkelantragung. 

Im Anschlu8 an die Benutzung des Axioms £2 in Satz 4 sei darauf 
hingéwiesen, wie stark bereits das Axiom E2 ist; beispielshalber mége 
gezeigt werden, wie seine Heranziehung den Beweis von S1 aus W1 
(Beweis zu Satz 3, Absatz 3) abkiirzt: 

Beweis von S1 aus F, BO, AO, W1, £2. 

Auf Grund von E2 kann das im Beweise zu Satz 3, Absatz 1 ein- 
gefiihrte Koordinatensystem als rechtwinklig vorausgesetzt werden. Seine 
positiven Halbachsen p,q, fiir die etwa — p,q gelte, mégen durch eine 
O-Drehung in p’, 7 iibergefiihrt werden; es gilt auch 7p’, q’. Aus WI 
und dem Zutreffen des Satzes S1 auf rechte Winkel (Absatz 1 des 
Beweises von Satz 4) ergibt sich nun pp’ = qq. Bei der in Absatz 2 
des Beweises von Satz 1 erwihnten Herleitung der Formeln fiir die kon- 
gruente Abbildung hat man dann a = d, —b =c zu setzen. Damit ist 
die Ausiibung der O-Drehungen kommutativ. 

Satz 5. Die Sétze W1, A1, 81 folgen aus jedem der vier Axiomensysteme 
B2 
Kl 
N1{° 
El 

1. Es mégen die Axiome F, BO, A0, dagegen nicht die aquivalenten 
Axiome W1, A1, S1 gelten. Es gibt nach Absatz 2 des Beweises von Satz3 
und Eigenschaft ¢ der Affinitaétenmetrik eine von der Identitét und von U 
verschiedene O-Drehung D mit reellen, verschiedenen, idealen (8.553) Fix- 
geraden }, 7. Man erkennt (etwa mit Hilfe einer linearen Transformation, 
durch die die Fixgeraden zu Achsen werden), da8 die wiederholte Aus- 
tibung entweder von D oder von D-! jeden von O verschiedenen 
Punkt beliebig weit wegfiihrt, ohne ihn aus demjenigen, durch /, 9 be- 
stimmten Winkelraum, in dem er liegt, hinauszubringen. ‘ 


F, BO, AO, 








4 ste pete ee, ee eee eee 
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2. Gegeben sei ein von O verschiedener Punkt P. Die Gerade 
k= PD(P) trifft, da sie zur betrachteten Geometrie gehért, je einen zu 
den idealen Geraden f bzw. 9 gehérigen O-Strahl f bzw. 9. Es gibt im 
Winkel jj einen Punkt Q, fiir-den OP = OQ ist; nach Absatz 1 gibt es 
einen Punkt D"(Q) (m ganz), welcher durch k von O getre; at wird, ohne 
im Winkel X POD(P) zu liegen; die Punkte P, D (P), D*(Q) bilden 
ein Gegenbeispiel gegen K1. Der Schnittpunkt von k mit 0D"(Q) 
heiBe M; die Dreiecke OM P, OM D(P) zeigen die Ungiiltigkeit von B2. 


3. Gegeben sei eine Gerade p, die / und 7 trifft, und eine natiirliche 
Zahl n (> 0); P sei ein im Winkel 7% gelegener Punkt von p- Durch den 
freien Endpunkt der auf OP abgetragenen Strecke n-OP werde die 
Parallele g zu p gezogen. Nach Absatz 1 gibt es im Winkel / 9 einen 
Punkt Q mit OP =OQ, welcher von O durch q getrennt wird. Nach 
dem (gemiB Absatz 1 des Beweises von Satz 3 giiltigen) Fundamentalsatz 
der Proportionenlehre schneidet p auf dem Strahl OQ eine Strecke ab, 


deren Lange kleiner als lg ist. N1 gilt also nicht. 


4. Aus F, P, BO, KO, #1 folgt W1. 


Gema8 Absatz 2 des Beweises zu Satz 1 gilt fiir eine Zahl a des 
deskriptiven Koordinatenkérpers 22 [Hilfssatz (2)] mit x = 9 auch at = ay. 
An Hand dieser Tatsache und des Zweistrahlsatzes [siche Hilfssatz (1)] 
zieht das Axiom #1 nach sich, daB jede positive Zahl in 2 ein Quadrat 
ist. Dann wiirden die Fixgeraden einer nichtelliptischen Drehung (+ U, 3) 
der Geometrie angehéren, was der Eindeutigkeit der Winkelantragung 
widerspricht. Also ist nach Absatz 2 des Beweises fiir Satz 3 das 
Axiom W1 giiltig. 


Satz 3 und die in Absatz 1 des Beweises fiir jenen Satz aus- 
gesprochene Abhiangigkeit fiihren nun auf die restliche Behauptung des 
Satzes 5. 


IV. 
Satz 6"). Von der Axiomgesamtheit F, P, BO, K0, A0, N2, E2 
die Axiome W1, A1, S1 sowie auch die Axiome B1, 1*, 2, W2, K1, 
N1, £1, 82,3 unabhangig”*). 


sind 
I*, 


15) Die Unabhangigkeitssitze werden in der allgemeinsten, durch ihre Beweise 
zugelassenen Form ausgesprochen. 

16) Der urspriinglich in diesem Zusammenhange von mir bewiesene Satz sprach 
die Aquivalenz der These ,die Axiome W1, K1, Al, N1, £1, 81 sind von den 
Axiomen F, P, BO, K0, AO unabhangig‘ mit dem gruppentheoretisch-arithmetischen 
Satze aus: 
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zweite tberfihrt. 


Zahl festlaBt.* 


Matrizen 


B. Neumann bewies: 
modularen Matrizen 


ich auch diese These mitteilte, 
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Die Matrizengruppe M, die durch die uni- 


,Es gibt einen Kérper T reeller Zahlen, zu dem eine Gruppe © von linearen 
Transformationen 


Jn —2p+3 ) 
H, =(, —2p?+3p+1 
,__ ¢+dt. F 
walt FS | feuded deel ad—be> 


existiert, welche die beiden folgenden Eigenschaften besitzt: 
a) Zu zwei Zahlen aus dem Bereich, der aus T durch Hinzufiigung des Sym- 
bols co entsteht, gibt es genau eine Transformation aus 6, die die erste in die 


B) AuBer der Identitaét gibt es noch eine Transformation in ©, die eine reelle 


Herr Prof. Bernays — welchem ich auch fiir einige beim Lesen des Manuskripts 
gemachte Vorschlage meinen besten Dank sagen méchte — hatte die Freundlich- 
keit, die Frage nach der Konstruierbarkeit einer solchen Gruppe © aufzuwerfen und 
unter Verzicht zunichst auf die Eigenschaft 8) in das Problem umzuformen, ob es 
eine Gruppe zweireihiger unimodularer, ganzzahliger Matrizen mit der oben fir M 
aufgefihrten Eigenschaft gebe; er fiigte noch die Frage nach dem Vorkommen der 
Matrix C an, welches die Giiltigkeit von £2 sichert. 
Herrn B. Neumann geldst (Sitzungsber. d. Preuss. Akad. d. Wiss. Berlin 1933, X). 
Da diese Lésung auch die Eigenschaft 8) der Gruppe © befriedigt, konnte hier 
meine urspriingliche Aquivalenzbehauptung durch einen Unabhangigkeitssatz (Satz 6) 
ersetzt werden, wodurch ein Teil meines friiheren Beweises in Fortfall kommt. 

Eine Folgerung aus der angefiihrten Aquivalenzbehauptung ist ibrigens die, 
daB die Unabhaingigkeit des Axioms #2 von den Axiomen F, P, BO, K0, A0, N2 
durch die bisher nicht bewiesene These nach sich gezogen wird: ,Es gibt eine Gruppe R 
zweireihiger, unimodularer, ganzzahliger Matrizen mit folgenden Eigenschaften: 
a) jedes geordnete Paar teilerfremder ganzer Zahlen tritt bei genau einem Element 


der Gruppe als erste Kolonne auf; 8) R enthalt keine .Matrix der Form (¢ eit . 


Anmerkung nach Einsendung: Inzwischen hat Herr B. Neumann, welchem 
eine solche Gruppe ® konstruiert; sie wird durch die 


ae 1 3p—1 
Asp =(_sp41 —9p?+6p 
H = ( 1 3p 
—spt2 " \—S3p+2 —9p?+6p+1 
2 ii 1 —p+l 
-s+3=(_sy43 3 p?§—6p+5 
1 1 
mn =( , 2 
- =f 1 3p+1 
ors p+1 3p?+4p+3 


wo p die Reihe der positiven ganzen Zahlen durchlauft, erzeugt. — H2 ist dem- 
gemaB von F, P, BO, K0, AO, N2 unabhangig. 


Das Problem wurde von 


0 


). 
). 
), 
). 
), 
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oe a —2p 
Hsp = Bet r+) 
i 1 P 
H-sp+s=(_g54 a 


(wo p die Reihe der positiven ganzen Zahlen durchlauft) erzeugt wird, 
enthilt die Matrix C = (7 ~}') und besitzt die Kigenschaft: jedes ge- 
ordnete Paar teilerfremder ganzer Zahlen tritt bei genau einem Element 
der Gruppe als erste Kolonne auf. 

In der zum Kérper der rationalen Zahlen gehérigen deskriptiven 
Geometrie seien nun als kongruente Abbildungen die Transformationen 


zw =azr+by+e, 
y¥ =ca+dy+f, 
wo (74) zu M gehdrt und e,f rationale Zahlen sind, eingefiihrt. Man 


hat dann, wie man leicht erkennt, eine Affinitaitenmetrik. Daher gelten 
nach Satz 1 und Hilfssatz (4) die Axiome F, P, BO, K0,A0; das Vor- 
kommen der Matrix C in M fiihrt auf #2. Kine Drehung um 0 (0,0) 
fihrt Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in ebensolche iiber. N 2 
trifft dann offenbar auf die Strecke O(0,0) P(1,0) zu; auf Grund 
des Fundamentalsatzes der Proportionenlehre (welcher nach Absatz 1 des 
Beweises fiir Satz 3 in © giiltig ist), gilt mithin N2 allgemein. 

Die zu den Matrizen H, baw. C gehérigen O-Drehungen seien 
mit D, bzw. D, bezeichnet, die Verschiebung v7 = 24-1, y’ = y mit B. 
Da D, hyperbolisch ist, sind nach Absatz 2 des Beweises von Satz 3 die 
Axiome W1, Al, S1 und somit nach den Satzen 4 und 5 auch W2, B2, 
Kl, N1, £1 ungiiltig, 2D, fihrt O in sich und P in Q (1,1) tiber: 
BD, bringt O nach P und P nach Q. Das Dreieck O PQ ist also gleich- 
seitig. Da BD, den Strahl OP in den Strahl PQ iiberfiihrt, miiBte bei 
Giiltigkeit der Kongruenz X% POQ = AQPO der Punkt Q durch diese 
Abbildung in den Strahl PO gebracht werden, was nicht der Fall ist. 
Die genannte Winkelkongruenz ist also nicht erfiillt; die Sétze B1, 1*, 82,3 
sind ungiiltig. 

Das Axiom L setzt in seiner Formulierung die Giiltigkeit von W1 
voraus; bei Nichtbestehen von W1 wird man statt seiner das Axiom L* 
betrachten (vgl. 8. 543). 

Da8 L* nicht erfiillt ist, lehrt die Betrachtung des bei R rechtwinkligen 
Dreiecks O(0,0) R(0,1)S(}, 1); da D, den Punkt O in sich, R in (1, 2) 
iberfiihrt, gilt OR > OS. 

Im Anschlu8 an die angegebene Geometrie sei kurz die Stellung des 
Axioms, ein Winkel habe héchstens eine Winkelhalbierende, zu Axiom W 2 
dargelegt. Da die Annahme zweier Halbierenden eines Winkels an Hand 
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von F, BO unmittelbar auf einen Widerspruch zu W1 fiihrt, so ist mit 
Satz 4 bewiesen: Im Rahmen der Axiome F, BO, A0, E2 ist das genannte 
Axiom der Winkelhalbierenden eine Folge von W2. Es zieht aber nicht 
umgekehrt W2 nach sich. Das Axiom der Winkelhalbierenden gilt nim- 
lich in jeder Affinitaétengeometrie, da fiir zwei Drehungen D, D* um den 
gleichen Punkt aus D* = D** + U stets D* = D oder = DU folgt. Die 
zum Beweise von Satz 6 aufgestellte Geometrie, in der F, BO, AO, E2 
gelten, besitzt hingegen eine Affinititenmetrik, welche, wie bewiesen 
wurde, W2 nicht erfiillt; als Gegenbeispiel sei die Beziehung C? = H} 
angefiihrt. — Die rechten Winkel nehmen also in bezug auf Verdoppelung 
eine Sonderstellung ein. 

Satz 7. Aus F, P, BO, K0, Al folgt AO. 

Auf Grund der Axiome F, P, BO, KO la8t sich nach Satz 1 ein 
deskriptiver Koordinatenkérper ® mit Affinitétenmetrik derart einfiihren, 
daB ~» (0,0) (1,0), (0,0)(0,1) gilt. Wenn AO nicht gilt, so ist ® nach 
Hilfssatz (4) nicht archimedisch Der Umstand, daB es zu den beiden 
Elementen «, 8 aus ® keine natiirliche Zahl n gibt. fiir die n|a| > || 
ist, mége durch die Gleichung « = o (f) mitgeteilt werden. 

Zu einem Element ¢ mit 0 << ¢ = 0(1) aus @ gibt es nach A | die natiir- 
lichen Zahlen m bzw. n (> 0) derart, daB bei wiederholter Antragung des 
Winkels (1, 0) (0,0) (1, 2) an den Schenkel (0,0) (1,0) bzw. (0,0) (1,«) und 
weiter an den jeweils freien Schenkel nach auBen der m-te bzw. n-te 
Schenkel p bzw. g noch die Gestalt (0,0)(1,0(1)) besitzt, wahrend zum 
m-+1-ten bzw. n-+-1-ten Schenkel nicht mehr eine derartige Dar- 
stellung gehért. Auch die Antragung des Winkels pq an p bzw. q nach 
auSen fiihrt nun auf je einen freien Schenkel r bzw. s, der nicht eine der- 
artige Darstellung gestattet. 

Entsprechend gelangt man zu zwei Strahlen p’,g’ mit ..p’,q’, deren 
jeder die Gestalt (0,0) (0(1),1) besitzt, wihrend die Antragung des 
Winkels p’ 7’ an p’ bzw. q’ nach auBen auf je einen freien Schenkel r’ bzw. s’ 
fiihrt, der keine derartige Darstellung gestattet. Die Drehung, die r nach p, 
p nach g und q nach s bringt, werde mit D bezeichnet. Werden die Strahlen p 
bzw. p’ durch wX¥+Y=0, X>0 baw. X—ypwY=0, YOO 


[o = s } = o(1)] dargestellt, so kommen den Strahlen p,q und den 


Geraden r,s nach der Koordinatentransformation z= X — yp’ Y, 
y = 4X + Y Darstellungen folgender Art zu: 

Pp: y=0, z>0, 

q z—ty=0, z>0, r>0, 1 = o(t), 

r a—Ay = 0, 


ss oet—ay = 0, 
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t,4,e,0 in ®; dabei gelten fiir die Strahlen r,s jedenfalls die folgenden 
Bestimmungen: 


fiir r: 1 + o(A) oder z<0, ADO, 
fiir s: @ + o(c) oder «<0. 


Es gibt nun einen Strahl » der Gestalt s—fy = 0, z>0, [>1 in @, 
der durch D in einen Strahl w der Gestalt o(l)a7+y = 0, <0 mit 
\q,w tibergeht, wie man in folgender Weise erkennt. Im Falle 9 = 0 (c) 
besitzt der Strahl qg die fiir v geforderten Eigenschaften, im Falle | = 0(A) 
der Strahl 7. Bei g + 0 ergibt sich nach Satz 1 unter Beriicksichtigung 
der Tatsache, daB D elliptisch ist (Absatz 2 des Beweises zu Satz 3): 
D bestimmt auf der Geraden y = 1 die Abszissentransformation 


o 
-_ == J} — ¢@ t 
, “he )—r+r 





—A+t 


Diese fiihrt im Falle 9 + o(c), 1 + o(4) den Wert ¢ = 1 in einen 
Wert ¢ mit 1 = o(¢’) tiber. Nun kommen dem Strahl z—y = 0, rx > 0 
die fiir v geforderten Eigenschaften zu — 
~q,w gilt, weil D elliptisch ist. 

Nach der Koordinatentransformation 
z =y, y' = —~@ erhalten die Strahlen 
pg die Gestalt 

ep: ¥ =0, 2&>0, 
q: #—ry’ =0,27>0, 7 >0, 

1 = o(r’), 

und man erkennt weiter: Die Drehung D’, 
die p’ nach q’ bringt, fiihrt einen gewissen »’ 
Strahl v’ der Gestalt 2’ —¢’y’ = 0, x >0, Fig. 4. 
¢’ (aus ©) >1 in einen Strahl w’ der 
Gestalt o(1)2’+y' = 0, 2 <0 mit q',w’ iiber. Da gemaB Absatz % 
des Beweises zu Satz 3 das Axiom W1 giiltig ist, laBt sich Hilfssatz (5) 
anwenden; es gilt p’v’ < qu, pi<q'w’. Diese beiden Beziehungen 
sind nicht mit den durch die Drehungen D bzw. D’ U vermittelten Kon- 
gruenzen p' v' = q'w', pv = w vertriglich. — Die Annahme, A0 sei nicht 
giiltig, ist mithin zu verwerfen. 

Die Satze 6,7 zeigen, daB im Rahmen der Axiome F, P, BO, KO 
das Archimedische Axiom fiir Winkel logisch stirker als dasjenige fiir 
Strecken ist. 
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V. 

Satz 8. Im Rahmen der Axiome F, BO, W1 sind die Axiome L, S2 
aquivalent; im Rahmen der Axiome F, BO, KO, W1 sind die Satze B1,2, 
EK 1 dquivalent. 

1,1. Bei der tiblichen Herleitung von LZ aus S2 wird W1 benutzt. 

1,2. Seien «, 8 zwei Winkel derart, daB (in evidenter Bezeichnung) 
2a <6 — Hilfssatz (5) — ist; es gibt dann auf Grund von F, BO W1 
einen Winkel y, fiir den y > a, 2y < # ist. 

Zum Beweise sei a = hk, 8B = hl, sh,k,l angenommen. Wegen W1 
gibt es einen Strahl m, fiir den .k, m,l und lm=kh gilt. Sei n ein 
Strahl mit .k, n,m. Wenn hn noch nicht von der gesuchten Art ist, 
so liefert die Antragung von hn an m nach aufen einen Winkel, der 
entweder / als freien Schenkel besitzt oder | in seinem Inneren enthilt. 
Ist im ersten Falle o irgendein Strahl mit ..k, 0, n, so ist nach Hilfs- 
satz (5) der Winkel ho von der gesuchten Art; im zweiten Falle ist nach 
dem gleichen Hilfssatz der Winkel n 1 ein gesuchter. 

1,3. Im Dreieck A BC sei AC = BC, XBAC> AABC. An 
Hand des Parallelenaxioms erkennt man 2X ABC < X BCD, wenn C 
zwischen A und D liegt. Nach Absatz 1,2 gibt es einen Winkel ¢ mit 
e> AABC, 2e< ABCD. Die Antragung von ¢« an CB nach der 
von D eingenommenen Seite fiihrt auf einen Strahl CZ, zu welchem 
der parallele Strahl durch A gezogen sei; dieser trifft die Strecke BC 
in einem Punkte F. Nun gilt X FAC = AECD> AECB= AAFC, 
AC >FC — im Widerspruch zu L. 

2,1. Aus F, BO, K1 folgt B2; aus F, BO, W1, B2 folgt K1. 

Aus einem Gegenbeispiel gegen B2 erhilt man an Hand der 
Axiome F, BO ein Dreieck ABC, in dessen Innerem ein Punkt C’ 
liegt, derart, daB 4 B= AC = AC’ — im Widerspruch uu Kl. Um- 
gekehrt widerspricht das Auftreten einer solchen Figur dem Axiom B2. 
Tritt nun ein Dreieck ABC und ein Punkt C’ auf der Strecke AC auf, 
derart, dal AB = AC = AC’, so kann nach eventuellem Bezeichnungs- 
tausch angenommen werden: XA BAC’= XC’AC; das Zeichen < be- 
zieht sich wiederum auf die lageunabhingige GréSenanordnung [Hilfs- 
satz (5)]; fiir diese 14Bt sich der AuSenwinkelsatz in der iiblichen Form 
aussprechen: Ein AuBenwinkel eines Dreiecks ist gréBer als jeder nicht- 
anliegende Dreieckswinkel. Der freie Eckpunkt D des zum Dreieck A BC’ 
bei gleichsinniger Bezogenheit kongruenten Dreiecks AC’ D liegt nach 
dem AuBenwinkelsatz im Dreieck AC’C. Wegen der Kongruenz 
AC =AD=AC' hat man eine Figur der erstbeschriebenen Art. 


2,2. Im Rahmen von F, BO, K0, W1 sind Bl, K1 einander aqui- 
valent. 
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Die Annahme, B1 gelte nicht, ist gleichbedeutend mit der Annahme, 
es gebe zwei verschiedene, bei gleichsinniger Bezogenheit seitenkongruente 
Dreiecke ABC, ABD. Falls eines dieser Dreiecke ganz im anderen liegt, 
also etwa C im Dreieck ABD liegt, so betrachte man das zu BCD bei 
gleichsinniger Bezogenheit kongruente Dreieck EDC. Die Dreiecke AEC, 
AED sind nun ebenfalls gleichsinnig bezogen und seitenkongruent; dabei 
treffen sich (wie man an Hand des Parallelenaxioms erkennt) die Strecken 
AD, EC. Zur gleichen Figur A, C, D, F fihrt die Annahme, keines der 
Dreiecke A BC, A BD liege im anderen, durch Bezeichnungstausch. 

Die Annahme X CAD = ACED fihrt, da die Dreiecke CAD, 
C ED gleichschenklig sind, wegen KO auf die der angenommenen Figur 
widerstreitende Kongruenzs XA ACD= XAECD. Die Bezeichnungen 
lassen sich daher so wahlen, daB etwa 
ACAD < ACED ([Hilfssatz (5)] ist. 

AuBerdem ist offenbar X ADC << XA EDC. 

Die freien Schenkel der Winkel, die durch 0 
Antragung von X% DAC an ED bzw. von 
X ADC an DE nach der von C ein- 
genommenen Seite entstehen, treffen sich 
nun in einem Punkte F, der im Dreieck 
CDE liegt. Auf Grund von KO gilt mit 
AC =AD auch EF =ED; da auBer- 
dem EC = ED ist, so ist der mit EC 
um £ geschlagene Kreis nicht konvex, d.h. K1 gilt nicht. — Umgekehrt 
gelangt man von der Ungiiltigkeit des Axioms K1 zu derjenigen von Bl, 
indem man bei gegebenen Punkten #,C,D,F — mit FC =ED=EF, 
F im Dreieck ECD oder auf der Strecke CD — den Punkt A als freie 
Ecke des zu EFD bei gleichsinniger Bezogenheit gleichwinkligen Drei- 
ecks ACF bestimmt. Da8 die Strecken AD, EC sich treffen, ergibt 
sich, falls F in EC D liegt, mit Hilfe des AuBenwinkelsatzes von Absatz 2, 1. 

3. Ubrigens folgt K1 — ohne Benutzung von W1 — aus den 
Satzen F, BO, 1, 2, KO; im Falle des Auftretens der ersten in Ab- 
satz 2,1 angefiihrten Figur verfihrt man wie dort, im Falle der zweiten 
Figur wie am SchluB des Absatzes 2, 2. 

Satz 9. Im Rahmen eines jeden der fiinf Axiomensysteme 

Wi 
Al 
F, BO, AO, 81 sind die Sitze Bl, 2, K1, L, N1,2, 82,3 
El 
E2,W2 
einander dquivalent. 
Mathematische Annalen. 109. 37 
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1. An Hand der Satze 3—5 Jeitet man aus jedem der fiinf Axiomen- 
systeme das System F, BO, AO, S1 her. Dieses gestattet nach Satz 1 
und Absatz 1 des Beweises fiir Satz 3 die Einfiihrung eines deskriptiven 
Koordinatenkérpers Q mit Affinitétenmetrik, in welcher nach Absatz 2 
des Beweises von Satz 3 nur elliptische Abbildungen vorkommen. S1 
bedeutet, daB die Ausiibung der Drehungen um einen Punkt kommutativ 
ist; mithin haben alle (0,0)-Drehungen (+ U,3) die gleichen Fixgeraden. 

Hieraus schlieBt man an Hand der Hilfssitze (1) und (4): In einem 
geeigneten Koordinatensystem haben alle kongruenten Abbildungen die 


Gestalt 

fa’ =ax— yl—a*y+, 

fy’ = Vl—a@2+ay+e, 
wo f, a, b, ¢ reelle Zahlen sind. In diesem Koordinatensystem brauchen 
allerdings (bei der Mehrzahl der betrachteten Axiomensysteme) die den 
Punkten zukommenden Zahlenpaare nicht Paare von Zahlen eines Bereiches 
zu sein; abgesehen hiervon aber ist das Koordinatensystem im iibrigen 
deskriptiv und die Metrik eine Affinitaétenmetrik. 

2. Fiir jedes der Axiome Bl, 2, K1, L, N1, 2, 82,3 ist notwendig 
und hinreichend, daB alle f (Absatz 1) gleich 1 sind. 

Mit dieser Behauptung wird Satz 9 bewiesen sein; einige weniger 
wichtige der dort behaupteten Aquivalenzen sind iibrigens auch in engerem 
Rahmen giiltig. 

2,1. Der jeweils gegebenen Geometrie © (in welcher F, BO, AO, 
S1 gelten) laBt sich ein Teil © der cartesischen Ebene anordnungstreu 
in der Weise zuordnen, daB ein Punkt aus © in dem unter Absatz 1 
eingefiihrten eingeschrinkt deskriptiven Koordinatensystem die gleichen 
Koordinaten besitzt wie der zugeordnete Punkt in dem cartesischen Ko- 
ordinatensystem. Gemai® den Kongruenzformeln aus Absatz 1 stimmt 
die Winkelkongruenz in © und € iiberein. 

Wenn alle / = 1 sind, so stimmt auch die Streckenkongruenz in © 
und € iiberein; man erkennt hbieraus die Giiltigkeit der in Satz 9 als 
aquivalent bezeichneten Siatze. 

2,2. Wenn es eine Drehung D mit f + 1 gibt, so sind die Basis- 
winkel eines in © gleichschenkligen Dreiecks, dessen Schenkel durch D 
auseinander hervorgehen, in © und mithin in © verschieden: die Sitze 
S2,3 gelten nicht. Wegen W1 (das in S1 enthalten ist) gilt nach 
Satz 8 auch L nicht. 


2,3. Die Annahme, wiederholte Ausiibung einerO-Drehung D —O = (0,0) — 
mit f + 1 bringe einen Punkt P (+ O) in den Strah] O P, steht im Wider- 
spruch zur Eindeutigkeit der Streckenabtragung. Wegen der Anordnungs- 
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treue der Zuordnung von € zu © ergibt sich unmittelbar: Sind P,Q, R 
irgendwelche von O verschiedene Punkte, wobei O nicht auf QR liegt, 
so gibt es stets sowohl eine ganze Zahl n, fiir die D"(P) im Drei- 
eck OQ R liegt, als auch eine ganze Zahl m, fiir die D™(P) von O durch QR 
getrennt wird, ohne im Winkel A QOR zu liegen. Die erste dieser Tat- 
sachen steht im Widerspruch zu N 2, die zweite zu N 1 (man vergleiche 
Absatz 3 des Beweises fiir Satz 5). Bei OP =OQ =OR hat man ein 
Gegenbeispiel gegen K 1 und gegen B 2 (man vgl. Absatz 2 des Beweises 
fiir Satz 5). Wegen KO (Absatz 1 des Beweises fiir Satz 3) und W1 
(Absatz 2,2) schlieBt man nach Satz 8 auf die Ungiiltigkeit von B1. 

Satz 10. Von der Axiomgesamtheit F, P, BO, W1, 2. KO, AO, 1, 
E1,2, 81 sind die Sétze Bl, 1*,2, K1, L, L*, N1,2, 82,3 unab- 
hangig. Der Satz #1 ist von allen iibrigen unter II aufgefiihrten 
Axiomen (d. h. von F, P, BO, 1, 1*,2, W1,2, K0,1, L, L*, AO, 1, 
N 1, 2, H2, §1, 2,3) unabhangig. 

1. Die letztere Unabhangigkeit erkennt man an Hand der von 
Hilbert in H. G."’) angegebenen minimalen Geometrie, welche als deskrip- 
tiven Koordinatenkérper denjenigen Kérper 2 besitzt, der aus der Zahl 2 
durch Anwendung der Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation, 
Division und der fiinften Operation ¥1 + * (wm in Q) hervorgeht. Aus 
KO und der Annahme von £1 wiirde folgen, daB in Q jede positive 
Zahl Quadrat ist (vgl. Absatz 4 des Beweises zu Satz 5). 

2. Absatz 1 des Beweises zu Satz 3 und die Sitze 4, 5, 9 gestatten, 
die erste Behauptung des Satzes 10 auf die Unabhangigkeit der Axiome 
Bi*, L* von den Axiomen F, BO, AO, £1, 2 zuriickzufiihren "*). 

Der Kérper ® enthalte die Zahlen « = tgl, » = tg¥2 und die- 
jenigen Zahlen, die aus u, v hervorgehen, wenn man zu zwei Zahlen g, 


gy aus ® auch die Zahlen y + 9’, p — 9’, y-¢’, bei gy’ + 0 auch \; und 





17) Kap. II und VII. 

18) Die Unabhangigkeit der tibrigen Sitze B1,2, K 1, L, N 1, 2, 8 2,3 von dem 
reduzierten Axiomensystem l48t sich iibrigens nach Satz 9 auch auf diejenige von 
N 2 zuriickfiihren, welche durch die 2. Hilbertsche Geometrie (H.G.A.II) erwiesen 
wird. Man erkennt so, da8 in keiner 2. Hilbertschen Geometrie — es gibt verschiedene 
2. Hilbertsche Geometrien, weil die Metrik von einer willkirlichen Abzéhlung ab- 
haingt — der dritte Kongruenzsatz B1 gilt (man kann iibrigens jedesmal leicht ein 
Gegenbeispiel explizit angeben). Hiermit ist eine von Rosemann aufgeworfene Frage 
(a. a. O., 8S. 124, Nr. 10) beantwortet. Rosemann fiigt hinzu, es bleibe auch offen, 
ob gleichseitige Dreiecke kongruente Winkel besitzen miissen; die den Kern dieser 
Frage ausmachende Unabhangigkeit des genannten Satzes von den in der 2. Hil- 
bertschen Geometrie geltenden Axiomen wird durch den oben folgenden Beweis 
gezeigt. 

37* 
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im Falle eines positiven g und eines rationalen g’ noch g?’ hinzunimmt. 
® und mithin auch der Bereich Y der Zahlen yw = arctg y(p in @ oder 
gy = o), welcher die Zahlen z, 1, y2 enthalt, sind abzahlbar. Nun laB8t 
sich, wie in der 2. Hilbertschen Geometrie (H. G. A. II) fiir einen ahn- 
lichen Bereich gezeigt wurde, in eine Zahlenfolge x, 1, ¥ 2, Wis sa0 
derart finden, daB jede Zahl aus ¥ sich in eindeutiger Weise als Aggregat 
der Form 

v= etry t rs V2+ nyt -. +a (n > 0) 
mit rationalen Koeffizienten r,, ..., 7, darstellen 148t. Indem man in der 
zu ® gehérigen deskripitiven Geometrie -- welche nach Hilfssatz (4) auch 
das Axiom AO erfiillt — von dem Zahlenpaar z, y zur komplexen Zahl 
z+ iy tibergeht, mége jede Transformation 


a iy’ = el¥-(u+v)e—rs-(oV1 4 w*)-™-(u V1 + »*)"*-(c+iy)t+pt+ig, 
in der p,q Zahlen aus ®, yp eine Zahl aus Y und +,,7, die in der 
oben gegebenen Darstellung zu p gehérigen rationalen Koeffizienten sind, 
als kongruente Abbildung [y, p + %q] bezeichnet werden. Man erkennt, 
da8 diese Metrik alle Eigenschaften einer Affinitaétenmetrik besitzt; nach 
Satz 1 gelten also die Axiome F, BO, KO. An Hand des Axioms K0 
und des Zweistrahlsatzes [s. Hilfssatz (1)] ]a8t sich — durch Umkehrung 
eines in Absatz 4 des Beweises zu Satz 5 angewandten Schlusses — aus 
der Tatsache, da8 in ® jede positive Zahl Quadrat ist, das Axiom 71 
herleiten. Die kongruente Abbildung [F , 0] erweist die Giiltigkeit von EF 2. 

Das von den Punkten A(0,0), B(1,0), C =(—4 ee ) ge- 


ut+v’ wt+r 


bildete Dreieck ist gleichseitig; die kongruenten Abbildungen 








[V¥2,0]) =a +iy’ = wtih? +iy) 
bzw. . 
[z—1 Nae piy =" @+iyy+ 


fiihren namlich A in sich, B in C bzw. A in B, B in C iiber. Entgegen 
Bi* ist der Winkel X BAC dem Winkel X C BA nicht kongruent; man 
entnimmt dies bereits dem Umstande, daB die Abbildung [x — 1,1], die 
den Strahl AB in den Strahl BC bringt, den Punkt C in einen Punkt 
mit nicht verschwindender Ordinate iiberfiihrt. 


Werden die Punkte (0, 1), (0, rex), mit D bzw. E bezeichnet, so 
git AC=AB=AD< AE; das rechtwinklige Dreieck AEC bildet 
mithin ein Gegenbeispiel gegen L*. 

Satz 11. Die Axiome BO, 1, 1*, 2, L, L*, 82,3 sind unabhangig 
von der Axiomgesamtheit F, P, W1, 2, K0, 1, A0, 1, N1, 2, £1, 2, 
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S1. — Die Axiome BO, 1, 2, L), Z*, S2, 3 sind unabhangig von dem 
Axiomensystem F, P, Bl*, W1,2, A0,1, N1,2, #2, 81; und die 
Axiome BO, 2, L, L*, 82,3 sind noch unabhingig vom System F, P, 
Bi, 1*, W1, 2, A0,1, N1,2, #2, 81. Dabei darf das Parallelenaxiom 
iiberall in der stairkeren Fassung IV* *°) der H. G. zugrunde gelegt werden; 
und in dem letztgenannten Axiomenrahmen darf B1 durch den iiblichen 
(auch ungleichsinnig bezogene Dreiecke betreffenden) Seitenkongruenzsatz 
ersetzt werden. 


1. Die erste Behauptung erkennt man ohne Schwierigkeit aus einer 
in H. G., 7. Aufl., Kap. 11 angegebenen Geometrie, welche sich von der 
cartesischen nur in der Streckenkongruenz unterscheidet; man erhilt sie 
aus der cartesischen, indem man etwa die Ellipsen 4 (2 — a)* +- (y — 6)? = r° 
als Kreise ansieht. — Die Ungiiltigkeit des Axioms B2 erkennt man z. B. 
an Hand der gleichsinnig bezogenen Dreiecke O (0, 0) A (0, 2) B(V3, 2) und 
0 (0,0) A’ (— 1,0) B’'(—1,2¥3);  obwohl OA=OA' <OB=OB, 
AOAB= XOA'B ist, gilt nicht X OBA = AOBA’. Dem Axiom 
L* wird durch das Dreieck (0,0) (1,1) (1, — 1) widersprochen, dessen 
Hypotenuse die Linge 2 und dessen Katheten die Lange 5 haben. 


2,1. Auf demjenigen Kérper Q2, der aus der Zahl 1 durch An- 
wendung der Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division 
und der fiinften Operation ¥1 + w*® (w in Q) entsteht, mége eine deskrip- 
tive Geometrie aufgebaut werden. Die Punkte (0,0) bzw. (1,0), (1,1), 
(0,1), (0,3) seien mit O bzw. A, B, C, D bezeichnet. Da Q2 abzahlbar 
ist, lassen sich die Geraden der Geometrie abzihlen; es sei eine Ab- 
zihlung UM gegeben, die mit den Geraden OA, OB, OC, BA, BC, BD 
beginnt. Wéahrend die gewdhnliche, durch die Abbildungen 


a’ = cosa-x— sina-y + p, 
y = 8Smna-2+ cosa-y+q 


(cosa, p,q in Q) vermittelte Winkelkongruenz YB erhalten bleibe, mége 
den Geraden durch das folgende induktive Verfahren eine neue MaB- 
bestiminung M auferlegt werden (welche iibrigens die auf die Lange be- 
ziiglichen Eigenschaften einer Affinitaétenmetrik zugleich mit BO zerstért). 
Dabei werde die cartesische Linge einer Strecke o mit 6, die neue Lange 
mit @ bezeichnet; und das Verhiltnis :¢ mége der Laingenfaktor von o 


genannt werden. Das Symbol PP endlich bedeute Null. 


1%) Die in der Formulierung des Axioms L vorausgesetzte von der Lage un- 
abhangige GréBenvergleichung der Winkel ist — wenn auch B 0 nicht gilt; vgl. Hilfs- 
satz (5) — in den zum Beweise herangezogenen Geometrier durchfihrbar. 

20) Vgl. Hilfssatz (2). 
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Zunichst wird auf den Geraden OA bzw. OB, OC, BA, BC der 
Langenfaktor 1 bzw. of =, 2, 2 eingefiihrt. Es seien nun die n(> 5) 
ersten Geraden aus W vorgelegt. Die n-te Gerade g, wird von den 
vorhergehenden Geraden g,(v< ) in héchstens »—1 Punkten ge- 
schnitten, welche gemi8 einer ihrer beiden Anordnungen mit P,,..., P,, 
bezeichnet seien. Die n Geraden bestimmen gegenseitig endlich viele auf 
ihnen liegende Strecken; diejenigen unter diesen Strecken, die entweder 
nicht auf g, liegen oder nicht die Punkte P,,,,..., Pa (u*<< m) zu End- 
punkten haben, seien mit o;, bezeichnet (wobei i von 1 bis zu einer 
Zahl p, lauft), Es werde nun angenommen, den Geraden g,(v < n) 
sei bereits eine MaSbestimmung auferlegt. Auf den Strecken P, P,., 
(« = 1,...,m—1) wird induktiv ein — fiir die betreffende Strecke 
konstanter — Lingenfaktor v, aus 2 festgesetzt, der den folgenden Un- 
gleichungen -geniigt: 


Gu—P;P. (t= lero 
2 v % «4+ 4. ( *). 
a P — Tea. 


Da der Kérper 2 zwischen } und 2 unendlich viele Zahlen besitzt, so 
ist diese Festsetzung stets méglich. Den noch von Schnittpunkten freien 
Strahlen von g, mége der Langenfaktor 1 auferlegt werden. Jede auf g, 
liegende Strecke o la6t sich nun in endlich viele Strecken einteiien, denen 
in M eine neve Lange zukommt; der Strecke o werde die Summe dieser 
Langen zugeteilt. 
2,2. In der durch Y% und M festgelegten Geometrie G gelten die 
Axiome F (die Abtragbarkeit der Strecken ist durch die Zugehérigkeit 
aller Liangenfaktoren zu Q gesichert) und P,W1,2, Al, 
4 E2, 81. Aus der Tatsache, da8 alle Langenfaktoren ge- 
wohnliche reelle Zahlen sind und zu einer Geraden nur 
endlich viele Langenfaktoren gehéren, ergibt sich die Giiltig- 


keit des Axioms A0. Die Ungleichungen ¢ >; bzw. 

















" 2 \, S24 lehren, dab in G die Axiome N1 bzw. N 2 erfiillt 

sind. Das rechtwinklige und gleichschenklige Dreieck O A B 

Y | bildet ein Gegenbeispiel gegen L,L*,S2,3, die Dreiecke 

L OAB, OBD ein solches gegen BO, die Dreiecke 0A B, OBC 
yates gegen B2. 

Abb. 6. 2,3. Zum Beweis der letzten Behauptung des Satzes 11 


ist noch die Giiltigkeit der Sitze B1,1* in G nachzu- 
weisen. Die von den fiinf ersten Geraden aus & aufgespannten Dreiecke 0A B, 
O BC sind nicht gleichseitig und einander nicht seitenkongruent. Gegeben sei 
ein Paar von Dreiecken PQR und P’Q’R’ — von dem PaarOAB, OBC 
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wird nun abgesehen —; dabei mége nicht zugleich P + P’, Q = Q, 
R= FR sein. Unter den héchstens sechs Geraden, durch die diese 
Dreiecke bestimmt werden, ist eine in der Abzaihlung & die letzte; es sei 
dies etwa die Gerade Q’?’. Zunichst mége angenommen werden, da’ 
auf dieser Geraden nicht beide Punkte Q, R liegen. Die Punkte Q’, RP’ 
der Geraden Q’ R’ gehéren zu den in Absatz 2,1 mit P,,...,P, be- 
zeichneten Punkten; es sei etwa Q’ = P,, RF’ = Py4,,AS mu. Gemab 
der Annahme war in dem MaSbestimmungsverfahren die Strecke QR 
schon mit einer Linge 6;,,, belegt, ehe man zur MaSbestimmung auf der 
Geraden Q R’ iiberging. Aus 


a — P,P, == rr 
——— ergibt sich I “ I a+ + Gi,u— atu 
ao etd 


also wegen 4< uw: OR = P,P, 4; + 6,,, =Qk. Nun werde im Gegen- 
teil angenommen, da8 die Geraden QR, Q’ R’ zusammenfallen. Die Punkte 
Q, R, Q’, R’ dieser Geraden gehéren zu den in Absatz 2,1 mit P,,..., Py 
bezeichneten Punkten: Q = P,, Q’ = P,, R = P,, R' = Py. Durch ge- 
eignete Wahl der Bezeichnungen Q, Q’, R, R’ la8t sich erreichen, daB 
entweder 1, , x < x oder x= x’, « =’ ist. Bezeichnet man im 
ersten Falle den Index x mit 4+ 1, so ist die Strecke QR eine der 
Strecken o;,, etwa o;,,. Man schlieBt nun wie bei der vorigen An- 
nahme, daB OR a OR ist. Es gelte nun «=x, t=, dh. 
die vorgelegten Dreiecke mégen die Seite QR gemein haben. In der 
Abzihlung % ist unter den diese Dreiecke bestimmenden Geraden 
eine — etwa P’R — die vorletzte. Da nun P + P’ ist, so schlieBt 
man analog, wie in den vorangehenden Fallen QR + QR bewiesen wurde, 
hier PR + PR. Es gibt mithin keine zwei verschiedenen Dreiecke, die 
in homologen Seiten iibereinstimmen, und kein gleichseitiges Dreieck; die 
Saitze B1, 1* sind erfiillt. 

3. Die MaBbestimmung IM mége nun der folgenden Anderung unter- 
worfen werden. Da in & auf BC die Gerade BD folgt, kann an- 
genommen werden, das in Absatz 2,1 angegebene induktive Verfahren habe 
mit der Strecke BD begonnen. Statt dessen werde nun der Strecke BD 
der Langenfaktor - auferlegt, und das induktive Verfahren beginne erst 


bei der nichsten Strecke der Geraden BD. Dann bleiben die Uber- 
legungen des Absatzes 2,2 giiltig, ferner die des Absatzes 2,3, sofern 
man von dem Dreieckspaar OA B, OBD absieht; diese Dreiecke stimmen 
in allen homologen Seiten, nicht aber in allen homologen Winkeln iiberein. 
Wahrend B1* giiltig bleibt, ist B1 ungiiltig. Hiermit ist auch die mitt- 
lere der Behauptungen des Satzes 11 bewiesen. — Der Umstand, da8 die 


VY + 
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Pramissen der Sitze Bl (Absatz2,3) bzw. B1* (Absatz 3) leer sind, 
lieBe sich iibrigens durch eine geringfiigige weitere Anderung des 
Beginns der induktiven MaSbestimmung beseitigen. 


VL. 

Satz 12. Die Axiome L, L*, AO, 1, 82,3 sind unabhingig von den 
Axiomen F, P, BO, 1, 1*, 2, W1, 2, K0,1, N1, 2, £1, 2, 81. 

Diese Behauptung unterscheidet sich von derjenigen, die sich mit 
Hilfe der 1. Hilbertschen Geometrie (H.G. A. II) beweisen l48t, durch die 
Hinzunahme des — von Rosemann als in der 1. Hilbertschen Geometrie 
ungiiltig erkannten — Satzes Bl sowie der Sitze B2,K1, El zum 
Rahmensystem. 

1. Die Reihen Ya,t"/*” mit willkiirlichem Parameter t, reellen Ko- 

v=0 
effizienten a,, einer steigenden Folge ganzer n, und ganzem m, fiir welche 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division in evidenter Weise 
rein formal (ohne Riicksicht auf Konvergenzfragen) durchgefiihrt werden, 
bilden einen Kérper Y. Das Symbol @ soll im folgenden stets eine 
gewohnliche reelle Zahl, die Symbole 4, ~ stets beliebige Elemente von VY 
und das Symbol r stets (0 oder) ein Element aus Y mit positivem Anfangs- 
exponenten bezeichnen. Einem Element 1 lassen sich durch die iiblichen 
Reihenentwicklungen die in ¥ liegenden Zahlen sin rt, cost, e* zuordnen, 
mit Hilfe der iiblichen Additionstheoreme werden hieraus weiter die 
Zahlen sin (# + 1), cos (# + 1), e+ definiert. — Eine Anordnung der 
Elemente von Y wird auf folgende Weise festgelegt: Fiir zwei Elemente 
2, » aus Y gelte A> yu, wenn in der Reihe, die die Zahl A4— yw dar- 
stellt, der erste nicht verschwindende Koeffizient positiv ist. In der 
gema6 Hilfssatz (2) zu Y gehdrigen deskriptiven Geometrie mégen nun 
die Transformationen 

e+iy = AF t+etor(gidy)+At+in, 


welche kurz in der Form [#,1t; 4+] mitgeteilt werden sollen, als 
kongruente Abbildungen eingefiihrt werden. Man erkennt leicht, daS 
hiermit eine Affinitétenmetrik (S. 547) eingefiihrt ist (U = [2, 0; 0)). 
Nach Satz 1 gelten also die Axiome F, P, BO, KO. 

2. Die Kommutativitét der Drebungen [#, ¢; 0] fihrt auf S1; die 
Existenz der Abbildung [F 0; 0] auf F2. Ebenso unmittelbar erkennt 
man die Giiltigkeit von W 1, 2. 

Gegeben sei eine Gerade der Form z= «a («>>0 in YW); da sie 
keinen Punkt des mit (0,0) (5 0) um (0, 0) geschlagenen Kreises von (0,0) 
trennt, gilt N1. — Die Giiltigkeit des Axioms N2 wird auf abnliche 








Herleitung der Spiegelung aus der ebenen Bewegung. 569 


Weise wie in der 1. Hilbertschen Geometrie H. G. A. II 7. Aufl. erkannt: 
der Strecke (0,0) (8,0) wird das Dreieck (0, 0) (5; 0) (5. £73) zugeordnet, 
das keine zu (0,0) (8,0) kongruente Strecke enthiilt. 

3. Jedes positive Element 4 aus YW JaBt sich in der Form 
A =at'(1+ 1) — a positive, r rationale Zahl, rt (0 oder) Element von VY 
mit positivem Anfangsexponenten — darstellen; das positive Element 


uw=)a vm 2 (*) 

aus Y geniigt der Gleichung u* = A. Die Existenz von yw fibrt zu- 
sammen mit K0 (wie in Absatz 2 des Beweises zu Satz 10) auf £1. 

4. Gegeben seien die folgenden, auf dem Einheitskreise um 0 (0, 0) 
gelegenen Punkte: 

P (1,0), Q(é*cos(#@ + 1), e*sin(# +- 1), 
R(e*cos(O + T), e'sin(@ + T)), 
wobei 0< 8 +17 <O+T <2, d.h. “OP, OQ, OR gelten soll, 8, t, 0, T 
jedoch im iibrigen beliebig anzunehmen sind. Das Axiom K1 wird unter 
Heranziehung von KO auf die Konvexitét des Einheitskreises zuriick- 
gefiihrt, diese an Hand von F, BO weiter auf die Behauptung, die Ge- 
rade PR trenne die Punkte 0,Q, welche nach Hilfssatz (3) aquivalent mit 
der Behauptung ist: fir 0 << #+1<@+ T< 2 haben die beiden Aus- 
driicke 
A(O) = — e'sin(O + T), 
eTsin(O+T) e'cos(9+T)—1 
4(Q) = laesin(o +2) — ¢*c08 (8 + 2) — , 

verschiedenes Vorzeichen. 

A(O) ist unter der angegebenen Bedingung negativ. Fiir A (Q) gilt: 

sign A (Q) = sign [4 sin 9+ * sin °F T gin 9-9 FT —* 

sn(9+T) 1l—e-* 
sin(@ +t) 1l—e-'* } 
Der erste in geschweifter Klammer stehende Summand ist positiv; und 
sein Anfangsexponent ist, wie man unter Zugrundelegung der Fallunter- 
scheidung 














0<¢<90 

0<#8@=80,T>rT 

0=0<90, r>0 

0=8#=80, T>r1r>0 
errechnet, kleiner als derjenige des zweiten Summanden. Mithin ist auch 
4(Q)>0. 
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Die Giiltigkeit des Axioms K1 fiihrt nach Satz 8 auf diejenige 
von B1,2. Nach Hilfssatz (4) ist 40 ungiiltig; die Ungiiltigkeit von A 1 
wird durch die Drehung [0, ¢; 0] dargetan, die Ungiiltigkeit von L* durch 
das rechtwinklige Dreieck (0,0) (1,0) (1, tgé*); weiter konstruiert man 
leicht ein Gegenbeispiel gegen S 2, 3. 


Vil. 


Aus den Sitzen 5 und 9 ergeben sich als Systeme anschaulich evi- 
denter und pragnanter Axiome, die die Spiegelungseigenschaften nach sich 
ziehen, ohne selbst irgendwelche Spiegelungsforderungen (oder auch nur 
solche Forderungen, die sich auf triviale Weise in Spiegelungsforderungen 
umformen lassen) zu enthalten*'), zuniachst die unten folgenden Systeme 
1—11l. Die Systeme 2 und 4 sind die bereits in der Einleitung hervor- 
gehobenen. An Hand des Satzes 7 laBt sich iiberall das Axiom A0 
durch P, KO, Al ersetzen; diese Ersetzung ist im folgenden nur bei 
denjenigen Axiomensystemen ausgefiihrt, in denen auBer AO bereits A1 
auftritt; dadurch treten die vom Axiom des Eudoxos freien Systeme 12 
—13 hinzu. DaB die Axiome P, B, K 0 allein trotz ihrer Schliisselstellung 
innerhalb gewisser Abhiangigkeiten**) nicht beide Archimedischen Axiome 
zu ersetzen vermégen, lehrt Satz 12, nach welchem die Spiegelungseigen- 
schaften von allen iibrigen unter II aufgefiihrten Axiomen bei Ausnahme 
der Axiomgruppen A, ZL unabhingig sind. Das Axiom L erweist sich 
nach dem ersten Teil des Satzes 8 als dem Spiegelungsaxiom S 2 in trivialem 
Rahmen verwandt; deshalb wird trotz der Bedeutung, die L wegen 
seines Zusammenhanges mit B2 fiir die axiomatische Beschreibung der 
Kongruenz haben wiirde, in der folgenden Liste kein L enthaltendes 
Axiomensystem aufgefiihrt®®). Dagegen sei (als 14) eines der Axiomen- 


21) Als ein drittes Nachbarschaftsaxiom J4Bt sich iibrigens die Forderung ein- 
beziehen: ,,Der Kreis ist stetig, d. h. (ohne Zugrundelegung von A- oder Z-Axiomen): 
zu einer Strecke OP und einem den Punkt P enthaltenden einfachen Polygon $% 
gibt es stets einen Winkel] w, der von O ausgeht. den Strahl O P enthalt und noch 
folgende Eigenschaft besitzt: wenn die zu OP. kongruente Strecke OC in w 
liegt, so liegt C in $.“ Diese Forderung spielt in den Satzen, in denen B1 vor- 
kommt — mit Ausnahme von Satz 11 — die gleiche Rolle wie Bl; sie kann 
daher in den oben folgenden Axiomensystemen das Axiom 81 vertreten. 

%2) Z. B. ziehen F, P bekanntlich alle reinen Schnittpunktsitze nach sich; 
H. G. 7. Aufl., Kap. VI. Die Axiome B0,1 legen die ,,gleichsinnige Bewegung“ 
im Sinne der engeren Definition der Gruppe B (S. 542) fest. — Betreffs KO vgl. 
man die Satze 1, 2, 7. 

*8) Hier wiirde sonst das tatsichlich von A-Axiomen freie Axiomensystem F, 
BO, W1, L einzureihen sein, das sich aus dem ersten Teile des Satzes 8 und der 
in FuBnote '') genannten Abhangigkeit ergibt. — Eine enge Verwandtschaft mit 


Spiegelungsforderungen besteht tibrigens auch fiir einige andere unter die Gruppe L 
fallende Tatbestande. 
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systeme, die sich zugleich mit 1—11 ergeben, aber die schwichste 
Spiegelungseigenschaft — die der Winkel — enthalten (und dann die 
iibrigen Spiegelungseigenschaften herzuleiten gestatten’ angefiihrt, da es 
dem in den friiheren Auflagen von H. G. A. II zugrunde gelegten Axiomen- 
system **) entspricht. 

Diejenigen Axiome, die auf Grund der Sitze 6, 10—12 als in 
ihrem System zum Beweise der Spiegelung (S3) wnentbehrlich erkannt 
werden; sind mit dem Zeichen (u) versehen (ein lediglich als unabhangig 
erwiesenes mit dem Zeichen (*)). Dabei ist sinngemaBerweise auf die 
Analyse des fundamentalen Axiomenkomplexes F verzichtet. — In den 
Systemen 3, 5, 6, 9, 14 sind alle nichtfundamentalen Axiome unent- 
behrlich. 


— 


BO(u), Bi(u), Wt, A0(u). 
BO, B2(u), AO(u). 

BO(u), Ki(u), AO(u). 

BO(u), Bi(u), Ad, Al. 
BO(u), AO(u), N1(u). 

BO(u), Wl(u), AO(u), N2(u). 
BO(u), AO, Al(u), N2(u). 
BO, Bl(u), AO(u), E1(*). 
BO(u), AO(u), N2(u), E1(u). 


4 


i i 


. 


Ke 


= 


Pera ep 
os 


= 


10. F, BO(u), Bi(u), W2, AO(u), E2. 
ll. F, BO(u), W2(u), AO(u), N2(u), #2. 
13. BF, P, RO, Bi(u), K0, Al (u). 
a 7 +, Bo(u), K09, Al(u), N2(u). 


14. F, BO(u), AO(u), N2(u), S1(u). 

24) Bei der Einleitung (I) wurde bereits die in H. G. A. II, 2. bis 6. Aufl., angegebene 
Beweisskizze von S 3 aus F, BO, AO, N2 erwahnt; dieser liegt an mehreren Stellen die 
Vorstellung der Giiltigkeit von S 1 zugrunde [vgl. FuBnote 14)]; nach expliziter Auf- 
stellung von S1 als Axiom wiirde allerdings die Heranziehung des Isomorphie- 
beweises aus H. G. A. IV sich eriibrigen. — In der 7. Auflage der H. G. ist unter 
A. II mit Bezug auf die vorliegende Arbeit bereits das Axiomensystem F, BO, W 1, 
AO, N 2 (System 6) erwahnt. 


(Eingegangen am 7. 8. 1933.) 








Untersuchungen zum Entscheidungsproblem 
der mathematischen Logik. 


Von 
Kurt Schiitte in Géttingen. 


§ 1. 
Problemstellung. 

Von grundlegender Bedeutung fiir dje gesamte mathematische Logik 
ist das Entscheidungsproblem. Bei diesem handelt es sich um die Angabe 
eines allgemeinen Verfahrens, nach dem man entscheiden kann, ob eine 
gegebene Formel mit Hilfe bestimmter Axiome und SchluBregeln ab- 
leitbar ist. 

Dieses Problem ist fiir den Aussagenkalkul trivial, dagegen schon im 
Pradikatenkalkul mit groBen Schwierigkeiten verbunden. Es sind dort 
bisher nur einige Spezialfille gelést, eine allgemeine Lésung in diesem 
Kalkul ist wahrscheinlich iiberhaupt nicht méglich. 

Da in einem jeden logischen Kalkul, der den Aussagenkalkul enthalt, 
die Ableitbarkeit einer Formel { mit der Widerlegbarkeit ihrer Negation % 
gleichbedeutend ist, kann man das Entscheidungsproblem fiir den Pridi- 
katenkalkul auch in der Weise behandeln, da8 man ein Verfahren sucht, 
aus dem hervorgeht, ob eine gegebene Formel widerlegbar ist. Es ist 
also gleichgiiltig, ob man das Problem unter dem Gesichtspunkt der Ab- 
leitbarkeit oder unter dem der Widerlegbarkeit einer Formel betrachtet. 
Wir wollen uns hier fiir das letztere entscheiden. 

Betrachten wir nun die Formeln des Pradikatenkalkuls genauer. Fiir 
eine jede Formel desselben liegt einer der folgenden drei Fille vor: 

1. Die Formel ist widerlegbar, d.h. es ist mit Hilfe der Axiome und 
SchluBregeln des Pridikatenkalkuls ein Widerspruch aus ihr ableitbar. 

2. Die Forme! ist in einem endlichen Individuenbereich erfiillbar, 
d. h. es laBt sich ein endliches die Formel erfiillendes Modell angeben. 

3. Die Formel ist nicht widerlegbar, aber auch nicht in einem end- 
lichen Individuenbereich erfiillbar. In diesem Falle nennen wir die Formel 
»im unendlichen Individuenbereich erfillbar“. 


Benutzen wir nun den allgemeinen logischen Satz, daB eine im End- 
lichen erfiillbare Formel nicht widerlegbar ist, so ergibt sich, daB es zur 
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Lésung des Entscheidungsproblems nur darauf ankommt, festzustellen, 
unter welchen Bedingungen fiir eine Formel der erste Fall und unter 
welchen fiir sie einer der beiden anderen Fille zutrifft. 


Systematisch ist das Entscheidungsproblem bisher nur fiir einige 
solche Formeln gelést worden, bei denen stets einer der beiden erstge- 
nannten Fille vorliegt. Wir wollen eine kurze Ubersicht iiber diese 
Lésungen geben. 

a) Fiir Formeln, in denen nur einstellige Formelvariablen auftreten, 
ist eine Lésung des Entscheidungsproblems zuerst von L. Léwenheim, dann 
von Th. Skolem und spiter, unabhingig von diesen, von H. Behmann 
erbracht'). Diese Lésungen beziehen sich sogar auf den weiteren 
Bereich, welcher durch Hinzunahme des Gleichheitssymbols und der All- 
und Seinszeichen fiir die Formelvariablen aus dem Pridikatenkalkul 
hervorgeht. 


b) Ein Entscheidungsverfahren fiir die Formeln der Gestalt 
(BE a,)...(Eaxq) (y,) --- (yr) A (2, ~~ - Les Yas «+ +> Yr) 


ist von P. Bernays und M. Schénfinkel*) angegeben worden. 


c) Von W. Ackermann*) stammt eine Lésung des Problems fiir 
den Fall 


(E z,) wed. (E Tx) (y) (E z,) m <8 (E z,) U(x, sete Urs Ys Ms ++ os 21), 


welcher eine Verallgemeinerung eines vorher von P. Bernays und M. Schén- 
finkel ebenfalls in der vorhin zitierten Arbeit behandelten spezielleren 
Falles darstellt. 


d) Fiir die Formeln, deren Matrix (d. h. der hinter den vorangestellten 
All- und Seinszeichen stehende von diesen freie Ausdruck) eine einfache 
Konjunktion ist, ist das Entscheidungsproblem von J. Herbrand*) gelést 
worden. 


1) L. Léwenheim, Uber Méglichkeiten im Relativkalkiil, Math. Annalen 76 
{1915); Th. Skolem, Untersuchungen iiber die Axiome des Klassenkalkuls ..., 
Videnskapsselskapets Skrifter. I. Math.-Nat. Klasse 1919, Nr.3; H. Behmann, Bei- 
triage zur Algebra der Logik, insbesondere zum Entscheidungsproblem, Math. 
Annalen 86 (1922). 


*) P. Bernays und M. Schénfinkel, Zum Entecheidungsproblem der mathe- 
matischen Logik, Math. Annalen 99 (1928). : 

8) W. Ackermann, Ober die Erfillbarkeit gewisser Zahlausdricke, Math. 
Annalen 100 (1928). 

*) J. Herbrand, Sur le probléme fondamental de la logique mathématique, 
Compt. Rend. de la Soc. des Sc. et L. de Varsovie 1931. 
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e) SchlieBlich ist ein von K. Gédel®) angegebenes Entscheidungsver- 
fahren fiir die Formeln 


(EB x,)...(B xx) (y,) (yy) (B2,) . . - (EB 2) HW (a,, - - «5 Les Yas Yor Zao + + +» 21) 


zu nennen, aus dem allerdings noch nicht hervorgeht, da8 eine jede nicht 
widerlegbare-derartige Forme] schon in einem endlichen Individuenbereich 
erfiillbar ist. 


In den unter b), c) und e) genannten Fallen sind die einzelnen 
Formeln klassifiziert nach der Kombination der All- und Seinszeichen in 
der ,,pranexen Normalform“, d.h. in der Darstellung, in der simtliche 
All- und Seinszeichen an den Anfang der Formel gebracht sind. Wir 
wollen hier ebenfalls diese Einteilung in Formelklassen zugrunde legen. 
Es werden also nur Formeln in prinexer Normalform bebandelt, von 
denen je zwei dann und nur dann zu derselben Formelklasse gehéren sollen, 
wenn bei- beiden die voranstehenden All- und Seinszeichen in der gleichen 
Anzahl] und Kombination auftreten. 

Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit soll es nun sein, zu untersuchen, 
fiir welche derartigen Formelklassen stets einer der beiden ersten oben 
genannten Fille vorliegt, d. h. fiir welche Formelklassen alle nicht wider- 
legbaren Formeln in einem endlichen Individuenbereich erfiillbar sind. 

Es wird im folgenden gezeigt’ werden, daB dies auBer fiir die Formel- 
klassen 

(EB x,)...(E xy) (y,) ~~~ (yr) UH (a,, - «+5 Les Yas + +> Yas 


und 
(Ez,)...(B 2) (y)(Bz,) ... (2) W(x, ~~ «5 Les Ys Zs «+ +s Z)> 


fiir welche ja das Entscheidungsproblem bereits in diesem Sinne gelést 
ist, nur noch fiir die Formelklassen 

(B z,) ...(B 2x) (y,) (ya) (B 2). - - (B 2) U (a, « - «5 Les Yas Yar Za ++» 2) 
der Fall ist. 

Es gibt namlich fiir jede andere Formelklasse eine Formel, die nur 


im Unendlichen erfiillbar, also weder in einem endlichen Individuenbereich 
erfiillbar noch durch die Axiome widerlegbar ist. 





5) K. Gédel, Ein Spezialfall des Entscheidungsproblems der theoretischen 
Logik, ' Ergebn. eines math. Kolloqu., Heft 2 (1932). 

Unabhangig hiervon ist dasselbe Problem auch von L. Kalmér gelést in der 
Arbeit: ,,Uber die Erfillbarkeit derjenigen Zihlausdriicke, welche in der Normal- 
form zwei benachbarte Allzeichen enthalten“, Math. Annalen 108 (1933). 

Beide Abnandlungen sind mir jedoch erst nach Fertigstellung der vorliegenden 
Arbeit bekannt geworden. 
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Dies erkennen wir an Hand der beiden Formeln 

(x) (y) (2) (Eu) {F (a, 2) & F (a, u) & [F (z, y) & F (y, 2) + F (z,2))} 
und 

(x) (Ey) (z) (F (a, 2) & F(z, y) & [F (y, 2) > F (2, 2))). 

die wir mit ,,%,‘ und ,,%,‘‘ bezeichnen wollen‘). 

Man bemerkt zunichst, daB die Implikation 

na an Bs 
ableitbar ist, Es ist namlich 
¥, ~ (x) (PF (w, x) & (Ey) F (z, y) & (y) (2) [F (2, y) & F (y,z) + F(z,2)]}, 

woraus man 

¥, > (z) (Ey) (2) (F(@, a) & F(z, y) & [F (x,y) & F (y,2) > F (z,2)}} 
und somit schlieBlich auch 


8, — Bs 
erhalt. 


Die Formel %, 148t sich inhaltlich im unendlichen Bereich der natiir- 
lichen Zahlen durch das Pridikat ,,2 < y“ erfiillen, denn es gelten ja 
dort die Formeln 


axa, eetl, t<cyky<z7-2e<z. ; 
Da nun fiir den hierzu benétigten Bereich der -Zahlentheorie der Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis bereits erbracht ist, ist demnach die Formel §, 


nicht durch unsere Axiome widerlegbar. 
Nach der abgeleiteten Formel 


8, > Bs 


ist somit auch §, nicht widerlegbar. 
Dagegen ist die Formel %, in keinem endlichen Individuenbereich 
erfiillbar. Um dies zu zeigen, setzen wir zur Abkiirzung 
F(a y) ~ F(a, y) & (2)[F (y.2) > F(2,2)} 
Dann ist 
Bs ee 6 (z) J (x, x) & (x) (E y) & (2, y)- 


Sollte nun %, in einem Bereich von N Individuen erfiillbar sein, so miiBte 
der Ausdruck 


51 (a,, a,) & & (@,, @,) & & (@,, 45) &... & 8 (a@v—1, ay) 


6) Die erste dieser beiden Formeln ist der unter *) genannten Abhandlung.von 
P. Bernays und M. Schénfinkel entnommen. 














576 K. Schiitte. 
erfiillbar sein’), und zwar in der Weise, da8 zwei Individuen der Reihe 


Gy, 4, 4, .- +, Oy 
iibereinstimmen, da es ja nicht N+ 1 verschiedene Individuen geben soll. 
Es sei also a, = a3 mit «<_f. Dann miiBte auch der Ausdruck 
Fla) & FS F(a) 
erfiillbar sein. Es gilt nun jedoch 
8 (a1, ag) inc F (a3_,, as), 
& (@,—-1, a,) = [F (4,, a3) — F (a, 1, 4)] 
und somit 
EB (0,104) > F (ap—109) & [F (p10 09) > Pops) 
v=a+l 
& [F (a3_ s, ag) > F (ag—s, 4)] pe 
& [F (a. +1» az) => F (a,, a)}, 
woraus man durch wiederholte Anwendung des SchluBschemas 


x ¥ (2, —1, @,) a F (aq, Gs) 


v=a+il 


erhilt. Demnach ist aber, da a, = ay sein soll, der Ausdruck 
I (ag, 2g) & - & (a,_1, 4,) 


widerlegbar und somit unsere Formel %, in keinem endlichen Individuen- 
bereich erfiillbar. 
Da die Implikation 
> 3, 
gilt, folgt hieraus, daB auch die Formel %, in keinem endlichen Indivi- 
duenbereich erfiillbar ist. 
Wir haben also zwat Formeln %,, §, der Gestalt 


(x) (y) (z) (2 u) U (a, y, z, u) 
(x) (E y) (z) U (a, y, 2) 


angegeben, die nur im unendlichen Individuenbereich erfiilibar sind. 
Hiernach besteht nur noch fiir die Formelklassen 


(Ex,)...(E xy) (y,) ~~ (ys) Ways - «+5 Des Yas + +> Yd) 


und 


(E z;) are (E Zr) (y,) (ys) (E z,) con (E z,) a (x, +++9 Der Yi» Yq 2, +++ z,) 


1) Das 2-Symbol steht hier wie im folgenden stets fir die mehrfache Kon- 
junktion. 
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die Méglichkeit, daB sie keine nur im Unendlichen erfiillbare Formeln 
enthalten. 

Es soll nun im folgenden bewiesen werden, da8 tatsichlich jede 
Formel der Gestalt 


(E z,) vey (E Lx) (y,) (ys) (E z,) oon (E 21) U(z,, oy Des Yys Yas 2+ + +s 21) 


entweder widerlegbar oder schon in einem endlichen Individuenbereich er- 
fiillbar ist. Fiir die Formeln, bei denen alle Seinszeichen den Allzeichen 
vorangehen, wurde derselbe Sachverhalt bereits von P. Bernays und 
M. Schénfinkel*) gezeigt. 

Dabei wollen wir den formalen Standpunkt einnehmen, wie er von 
D. Hilbert in seinen Abhandlungen zur Grundlegung der Mathematik dar- 
gelegt ist, und nur finite Uberlegungen zulassen. Der Begriff ,,Unendlich“ 
wird hierbei vollkommen ausgeschaltet; und wenn wir sagen, daB eine 
Formel nur im unendlichen Individuenbereich erfiillbar ist, so soll dies 
weiter nichts bedeuten, als daB dic Formel in keinem endlichen Indi- 
viduenbereich erfiillbar und nicht durch die Axiome widerlegbar ist. 

Wir werden uns durchweg der Hilbertschen Symbolik bedienen, ferner 
aber noch einige fiir unsere Zwecke praktische Abkiirzungen einfihren, 
die wir nun kurz erklairen wollen. 

Kleine deutsche Buchstaben sollen, wenn nichts anderes gesagt ist, 
stets fiir Variablentupel verwendet werden. So bedeutet z. B. x ein k-tupel 
von Individuenvariablen z,,..., 2, und es steht (Zx) fir (Ez,)... (E2,) 
und (x) fiir (z,) ... (z,). 

Ferner steht ein Ausdruck der Form 

x %, 


i=1 





fiir die Konjunktion 
U&u,&...&4, 
und ebenso ein Ausdruck der Form 


fiir die Disjunktion 
W%vVAv.-..Vv &,. 
Um den Nachweis fiir die angegebenen Behauptungen zu erbringen. 
werden wir folgenden Weg einschlagen: 
Wir betrachten in § 2 den allgemeinen Fall der Formeln 


(9) (EB 3) U(v, 3) 


8) Siehe FuBnote 2). 
Mathematische Annalen. 109. 
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mit r All- und s Seinszeichen®). Fiir die Erfiillbarkeit derartiger Formeln 
lassen sich eine notwendige und eine hinreichende Bedingung angeben. 
Und zwar sind diese beiden Bedingungen so beschaffen, daB sie fiir den 
Fall von héchstens zwei Allzeichen zusammenfallen, so daB sie ein Ent- 

scheidungsverfahren fiir die Formeln 


(y1) (ys) (2 3) A (ys, ¥» 3) 
abgeben. 
In einer spiter erscheinenden Fortsetzung dieser Arbeit werden wir 
unter Benutzung dieses allgemeinen Entscheidungsverfahrens beweisen, daB 
jede tiberhaupt erfiillbare Formel der Gestalt 


(y,) (Y2) (3) A(y,, Ya» 3) 
in einem endlichen Individuenbereich erfiillt werden kann. 
Eine Ausdehnung dieses Satzes auf die Formeln 


(E =) (y,) (ys) (2 3) H(z, 91, Yo» 3) 
werden wir schon im §3 dieser Arbeit vorwegnehmen. 

Es sei noch bemerkt, da8 wir bei unseren formalen Ableitungen auch 
das Gleichheitssymbol und dessen Axiome hinzunehmen werden. Dies 
ist aus dem Grunde zulassig, weil bekanntlich eine jede das Gleichheits- 
symbol nicht enthaltende Formel, die unter Benutzung der Gleichheits- 
axiome ableitbar ist, sich auch aus den Axiomen des Pridikatenkalkuls 
allein ableiten 148t. Es ist also eine mit Hilfe der Gleichheitsaxiome 
widerlegbare Formel auch im reinen Pridikatenkalkul widerlegbar. 


§ 2. 


Allgemeine Bedingungen fiir die Erfiillbarkeit der Formeln 
(9) (2 3) M (9, 4). 


Die Untersuchungen dieses Paragraphen beziehen sich auf eine Forme) 
» der Gestalt 


(p) (Z 3) U(p, 3). 


Dabei soll y ein r-tupel von Individuenvariablen y,,..., y,, ferner 3 ein 
s-tupel von Individuenvariabeln z,,...,z, und schlieBlich H(y, 3) ein Aus- 
druck sein, der mittels der Operationen des Aussagenkalkuls zusammen- 


*) Es handelt sich hier um den allgemeinen Fall des engeren Pradikaten- 
kalkuls, da sich ja die Erfillbarkeit einer jeden Forme! desselben zuriickfihren laBt 
auf die Erfillbarkeit einer solchen prinex-n Normalform, in der simtliche Allzeichen 
den Seinszeichen voranstehen. 
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gesetzt ist aus m Formelvariablen F,, ..., F,,. deren Argumente durch die 
Individuenvariablen y,, ..., Yr, 2,,.--, 2, ausgefillt sind. 

Um fiir die Erfiillbarkeit der Formel § eine notwendige und eine 
hinreichende Bedingung angeben zu kénnen, fiihren wir einige Bezeich- 
nungen ein, die zunachst erklirt werden sollen. 

Bekanntlich li8t sich der in der Formel § hinter den All- und 
Seinszeichen stehende Ausdruck %(y,3) in einer ausgezeichneten disjunk- 
tiven Normalform entwickeln, in der jedes Disjunktionsglied alle még- 
lichen Ausdriicke enthalt, welche aus den in § enthaltenen Formelvariablen 
mit den in dieser Formel auftretenden Individuenvariablen als Argumenten 
gebildet werden kénnen. Ein jedes solches Disjunktionsglied wollen wir 
eine ,,Grundkonjunktion der Formel §‘ nennen. 

Wir werden es im folgenden stets mit einer gewissen Menge I von 
Grundkonjunktionen der Formel § zu tun haben. Wir sprechen dann 
kurz von ,,M&-Grundkonjunktionen“ anstatt von Grundkonjunktionen aus 
der Menge M. Eine solche Menge M braucht nicht alle Grundkonjunk- 
tionen der Formel § zu enthalten, also jede Grundkonjunktion nicht eine 
M-Grundkonjunktion zu sein. 

Es sei © (y,3) eine M-Grundkonjunktion und u ein beliebiges Tupel 
von Individuenvariablen aus y,3. Es la8t sich dann eine Teilkonjunktion 
€(u) von G(p,3) in der Weise bestimmen, daB alle die Glieder von 
© (y,3), welche nur Argumente aus u besitzen, zu €(u) gehdéren. anderer- 
seits aber auch nur Individuenvariablen aus u in €(u) auftreten. Eine 
jede derartige aus einer W-Grundkonjunktion G(y,3) gebildete Teil- 
konjunktion €(u) nennen wir eine ,,direkte M-Elementarkonjunktion™. 
Unter dem allgemeineren Begriff der ,,M-Elementarkonjunktion“ fassen wir 
nun alle die Konjunktionen zusammen, die aus den direkten I-Elementar- 
konjunktionen durch Umbenennung der Individuenvariablen in beliebige 
andere (die in der Formel § nicht vorzukommen brauchen) hervorgehen, 
wobei jedoch verschiedene Individuenvariablen stets wieder in verschiedene 
iibergehen sollen. 

Eine konjunktive Zusammenfassung von mehreren @t-Elementar- 
konjunktionen nennen wir, falls in derselben kein Ausdruck sowohl 
negiert als auch nichtnegiert auftritt, eine ,,M&-Konjunktion“. Kine 
M-Konjunktion soll ,,cinfach“* heiBen, wenn sie sich durch konjunktive 
Zusammenfassung von solchen M-Elementarkonjunktionen bilden laBt, die 
zu je zweien keine gemeinsamen Individuenvariablen besitzen. 

Diejenigen direkten I-Elementarkonjunktionen, welche alle Variablen 
aus » aber keine weiteren Individuenvariablen enthalten, werden wir 
spaiter ,,ausgezeichnete M-Konjunktionen“ nennen. Wir haben dann zu 
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beachten, da8 in jeder M-Grundkonjunktion genau eine ausgezeichnete 
M-Konjunktion als Teilkonjunktion enthalten ist. 

Einer M-Konjunktion l4Bt sich nun eine bestimmte Anordnung aller 
in ihr auftretenden Individuenvariablen zuordnen. Eine jede solche An- 
ordnung, bei der auch einzelne Individuenvariablen mehrmals auftreten 
diirfen, nennen wir eine ,,Variablenreihe der M-Konjunktion. Eine M- 
Konjunktion mit zugeordneter Variablenreihe, die jedoch keine Variable 
aus 3 enthialt, bezeichnen wir als ,,geordnete I-Konjunktion“, die Lange 
der zugeordneten Variablenreihe als ihren ,,Grad‘‘. 

Wir sagen, daB eine geordnete WM-Konjunktion K(u), welche den 
Grad r und die Variablenreihe u besitzt, von einer Pt-Grundkonjunktion 
G (vy, 3) ,.dhnlich umfaft wird, wenn © (u,3) widerspruchslos*) ist und 
K(u) als Teilkonjunktion enthialt. 

Nach diesen vorbereitenden Erklérungen kénnen wir zwei Bedingungen 
fiir die Erfiillbarkeit unserer Formel angeben, zunichst die notwendige 
Bedingung (N): 

Die Formel & ist nur dann erfiillbar, wenn es eine nicht leere Menge M 
von Grundkonjunktionen der Formel § gibt, so daB jede geordnete einfache 
M-Konjunktion r-ten Grades von einer M-Grundkonjunktion dhnlich um- 
faBt wird. 

Ferner besteht die hinreichende Bedingung (H): 

Die Formel & ist erfiillbar, wenn es eine nicht leere Menge M von 
Grundkonjunktionen der Formel % gibt, so daB jede geordnete It-Konjunk- 
tion r-ten Grades von einer M-Grundkonjunktion dhnlich umfaBt wird. 

Wir wollen zunichst die notwendige Bedingung (N) ableiten. 

Es seien 

B, (0,3), ---» Bm (0,3) 


die Grundkonjunktionen der Formel §. Bringen wir die ableitbare 
Formel 


©, \(E 9) (E 3) B.(0, 3) V (B 0) (B 3) B. (0, 3)) 
auf die disjunktive Normalform, so erhalten wir eine Disjunktion 


in der jedes Disjunktionsglied €, die Gestalt 
~, (20) (E3)B.(0,3) & Z (Ee 3) B, (0, 3) 
‘ i 


10) Wir nennen eine Konjunktion immer dann widerspruchslos, wenn in ihr 
kein Ausdruck zugleich negiert und nichtnegiert auftritt. 
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hat, wobei M eine Teilmenge der Zahlen 1,...,m ist und J bedeutet, 
eR 


da8 sich die Konjunktion iiber alle Zahlen der Menge ® erstreckt, und 


entsprechend 3’, daB iiber die nicht zu N gehérenden Zahlen der Menge 
iER 
{l,...,m} zu summieren ist. 


gm 
Da J] €, ableitbar ist, l4Bt sich auch 


k=1 
B~ IT (BEG, 
ableiten. Somit ist % nur dann erfiillbar, wenn mindestens fiir ein k 
F & €, 
erfiillbar ist. Es muB in diesem Fall also eine Formel ,,@“ der Gestalt 
(0) (Ba) IT B.(v, 3) & 3 (Bo) (Es) B.(0, 3) 


& ¥ (Ey) (£3) B, (0,3) 
i€R 


erfiillbar sein. Mit Hilfe der ableitbaren Formel 


(n) (E 3) I B,(9, 3) & F Bo) (£3) B.(0, 3) 


i= MR 





> (p) (B 3) | B, (0,3) & 2 8; (0, | 
— iER 


erhilt man ferner die Implikation 


© + (p) (£3) AT ®« (9,3) & 2 (Z y) (Z 3) B, (9, 3). 


Die Menge der Grundkonjunktionen %,(y,3) mit te®, die wir 
jetzt mit 


6, (p, 3), o 00g ©, (, 3) 


bezeichnen wollen, nennen wir WM. (Diese Menge darf natiirlich nicht leer 
sein, wenn © erfiillbar sein soll.) Es gilt dann 


t t 
G > (y) (£ 3) IT G, (9, 3) & 2 ») (E 3) G; (0, 3). 
Fiir jede M-Elementarkonjunktion €(v) 14Bt sich die Implikation 
t 
~ (29) (43) Gs (0, 3) > (4 v) E(0) 


ableiten. Da die einfachen M-Konjunktionen durch konjunktive Zu- 
sammenfassung von solchen I-Elementarkonjunktionen entstehen, welche 
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keine gemeinsamen Individuenvariablen besitzen, erhélt man also auch 
fir jede einfache M-Konjunktion K(w) die Implikation 


2 (£9) (E 3) G; (0, 3) + (Ew) KR (w) 


6 + (0) (E i) IT 6, (v, 3) & (Bw) K(w). 


Ist nun K(w) eine geordnete einfache M-Konjunktion r-ten Grades 
mit der Variablenreihe w, so ist also 


6 + (w)(E ) I 6, (w, 3) & (Ew) X (w) 
und demnach auch 


6 + 11 (Bw) (E 3) {G,(w, 3) & K(w)} 


ableitbar. © ist also nur dann erfiillbar, wenn mindestens eine Kon- 
junktion 
G, (w, 3) & K(w) 

erfiillbar ist. Dies ist aber nur méglich, wenn ©,(w, 3) widerspruchslos 
ist und K(w) als Teilkonjunktion enthilt, d.h. wenn &(w) von einer 
M-Grundkonjunktion G,(y,3) ahnlich umfaBt wird. Es ist also G und 
somit auch § nur dann erfiillbar, wenn es eine nicht leere Menge M von 
Grundkonjunktionen der Formel % gibt, so daB jede geordnete einfache 
M-Konjunktion r-ten Grades von einer M-Grundkonjunktion ahnlich um- 
faBt wird. 

Um nun auch die hinreichende Bedingung (H) abzuleiten, denken 
wir uns eine Formel § und eine nicht leere Menge M von Grundkonjunk- 
tionen der Formel § vorgegeben, und zwar von der Eigenschaft, daB jede 
geordnete I-Konjunktion r-ten Grades von einer $-Grundkonjunktion 
ahnlich umfa8t wird. Wir haben dann nur zu zeigen, daB die Formel § 
erfillbar ist. 

Zu diesem Zweck wollen wir noch einige von § und M abhangige 

Wir verstehen unter einem ,,Wertsystem“ ein System von endlich 
vielen Individuen a,, ..., a, und  logische Funktionen ®,, ...,®,, sowie 
von Zuordnungen eines der beiden Wahrheitswerte ,,wahr“, ,,falsch“ zu 
einem jeden Ausdruck, der aus einer logischen Funktion ®, durch Aus- 
fillung ihrer Argumente mit Individuen des Systems entsteht. Dabei soll 
eine jede logische Funktion ®, gerade so viel Argumente besitzen, wie die 
ihr entsprechende Formelvariable F, der Formel §. 
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Eine Reihe von einzelnen Individuen eines Wertsystems in einer be- 
stimmten Anordnung, bei der auch einzelne Individuen mehrmals auf- 
treten diirfen, nennen wir eine ,,Individuenreihe“ des Wertsystems. Indi- 
viduenreihen von der Lange r bezeichnen wir auch als ,,r-Reihen“. Wir 
sagen, da8 eine Individuenreihe in einem Wertsystem enthalten ist, wenn 
alle Individuen der Reihe dem System angehéren. 

Ist irgendein Ausdruck $(u) gegeben, so meinen wir im folgenden 
mit $*(u) stets den Ausdruck, den man aus $(u) erhilt, wenn in dem- 
selben die F, durch die ®, ersetzt werden. 

Ein Wertsystem heiBt ,,jiir eine r-Reihe « ausgezeichnet“, wenn die 
r-Reihe « in dem Wertsystem enthalten ist und es eine ausgezeichnete 
M-Konjunktion K(y) gibt, so daB R*(a) in dem Wertsystem den Wert 
»wahr*‘ besitzt **). 

Ferner nennen wir ein Wertsystem ,,absolut ausgezeichnet“, wenn es 
fiir jede in demselben enthaltene r-Reihe ausgezeichnet ist. 

SchlieBlich soll ein Wertsystem ,,iiber eine r-Reihe a abgeschlossen“ 
heiBen, wenn es in dem Wertsystem eine Individuenreihe # von der 
Lange s gibt, so daB U* (a, 8) den Wert ,,wahr“ erhilt. 

Es lassen sich nun folgende Hilfssitze beweisen. 


Hilfssatz 1. Es gibt mindestens ein absolut-ausgezeichnetes Wert- 
system. 


Hilfssatz 2. Jedes absolut-ausgezeichnete Wertsystem laBt sich 
fiir eine beliebige in ihm enthaltene r-Reihe « zu einem tiber « abge- 
schlossenen absolut-ausgezeichneten Wertsystem erweitern. 

Zum Beweise des Hilfssatzes 1 wahlen wir eine beliebige Mt-Grund- 
konjunktion $8(y,3) aus. Es sei €(y,) diejenige direkte M-Elementar- 
konjunktion, welche alle Ausdriicke von (py, 3) enthilt, in denen y, als 
einzige Variable auftritt, und t die Variablenreihe von der Lange 1, bei 
der an jeder Stelle die Variable y, steht. €(y,) léBt sich durch Zu- 
ordnung der Variablenreihe rt als geordnete M-Konjunktion r-ten Grades 
auffassen. Diese wird nach Voraussetzung von einer M-Grundkonjunktion 
G(y,3) abnlich umfaBt, d.h. aber, daB G(r, 3) widerspruchslos ist und 
€(y,) als Teilkonjunktion enthilt. Dies ist jedoch, da in €(y,) schon 
alle die Ausdriicke, welche nur die Variable y, enthalten, auftreten, nur 
modglich, wenn €(y,) mit R(t) aquivalent ist, wobei R(y) die in G(y, 3) 
enthaltene ausgezeichnete DM-Konjunktion sein soll. 


11) Der Wahrheitswert eines zusammengesetzten Ausdrucks ist in der bekannten 
Weise zu errechnen, nach der z. B. A & B den Wert ,,wahr“ hat, wenn sowohl A 
als auch B diesen Wert besitzen, sonst aber den Wert ,,falech“ hat. 
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Wir bilden jetzt ein Wertsystem W, das nur ein Individuum « ent- 
halt. Fiir die Zuordnung der Wahrheitswerte setzen wir fest, daB €* («) 
den Wert ,,wahr“ haben soll. Diese Definition ist widerspruchslos, da 
in der Elementarkonjunktion €(y,) kein Ausdruck zugleich negiert und 
nichtnegiert auftritt. 

Die einzige in dem Wertsystem mégliche r-Reihe 9 enthalt an jeder 
Stelle das Individuum «. Also ist ebenso wie €(y,) mit R(t) auch E* («) 
mit R*(o) aquivalent. S*(o) hat demnach ebenfalls den Wert ,,wahr“. 
Da K(y) eine ausgezeichnete M-Konjunktion ist, ist somit W fiir die 
r-Reihe 9 ausgezeichnet, also, da o die einzige r-Reihe von W ist, absolut- 
ausgezeichnet. Hiermit ist die Giiltigkeit des Hilfssatzes 1 durch Angabe 
eines absolut-ausgezeichneten Wertystems nachgewiesen. 

Beim Beweise des Hilfssatzes 2 gehen wir von einem absolut-aus- 
gezeichneten Wertsystem W aus. Die Aufgabe besteht darin, es zu einem 
iiber die in W enthaltene r-Reihe « abgeschlossenen absolut-ausgezeichneten 
Wertsystem W’ zu erweitern. 

Da W absolut-ausgezeichnet ist und die r-Reihe « enthilt, gibt es eine aus- 
gezeichnete M-Konjunktion K(y), sodaB R* («)inW den Wert ,,wahr“ annimmt. 
Ist y’ eine solche Variablenreihe der Linge r, die nur Variablen aus pn enthilt, 
wobei nur an den Stellen in yn gleiche Variablen stehen sollen, an denen 
in « gleiche Individuen auftreten, so folgt aus der Wahrheit von &* (a) 
die Widerspruchslosigkeit von R(y’). S&(y’) l4Bt sich also durch Zuord- 
nung der Variablenreihe yn’ als geordnete M-Konjunktion r-ten Grades 
auffassen. Sie wird nach Voraussetzung von einer IM-Grundkonjunktion 
G (vp, 3) ahnlich umfaBt, d.h. aber, daB G(y’,3) widerspruchslos ist und 
K (y’) als Teilkonjunktion enthilt. © (y’,3) l4Bt sich demnach in der Form 

Ky’) & L(y’, 3) 
darstellen, wobei 2(n’ 3) nur Ausdriicke enthalt, in denen mindestens eine 
Variable aus 3 auftritt. 

Wir bilden jetzt das Wertsystem W’, indem wir zu W s neue In- 
dividuen ,,...,8, hinzufiigen. Den hierdurch neu entstehenden Aus- 
driicken ordnen wir in der Weise Wahrheitswerte zu, daB 2*(a,f) fir 
das s-tupel 8 = [{,,...,8,} den Wert ,,wahr“ erhalt. Diese Zuordnungen 
von Wahrheitswerten. stehen untereinander und mit denen von W in keinem 
Widerspruch, da £(y’,3) widerspruchslos ist und £2*(«,8) nur solche Aus- 
driicke enthalt, die in W nicht vorkommen. 

Demnach erhalten in W’ sowohl &*(a) als auch 2*(a,f) den Wert 
»wahr“, also auch ihre konjunktive Zusammenfassung 6*(a,f). Da 
© (y, 3) eine M-Grundkonjunktion ist, hat somit auch W*(a,f) den Wert 
»Wwahr“. Folglich ist W’ iiber a abgeschlossen. 
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Bei den weiteren Festsetzungen iiber die Zuordnungen der Wabrheits- 
werte haben wir jetzt nur noch darauf zu achten, daB W’ auch absolut- 
ausgezeichnet wird. Wir werden diese Zuordnungen schrittweise bestimmen, 
indem wir folgendes Verfahren anwenden. 

Es sei @ eine r-Reihe aus W’. Einigen von den Ausdriicken, die aus 
den ®, durch Ausfiillung ihrer Argumente mit Individuen aus 0 gebildet 
sind, mégen schon Wahrheitswerte zugeordnet sein. Wir bilden die kon- 
junktive Zusammenfassung aus allen diesen Ausdriicken, denen bereits der 
Wert ,,wahr zugeordnet ist, und den Negationen aller dieser Ausdriicke, 
die bereits den Wert ,,falsch‘‘ erhalten haben. Ersetzt man hierin 
die ®, durch die F,; und die Individuen durch Variablen (verschiedene 
durch verschiedene), in der Weise, daB8 bei dieser Ersetzung die Indivi- 
duenreihe o in die Variablenreihe r iibergeht, so erhilt man eine bestimmte 
Konjunktion $(r). Diese Konjunktion ist so gewahlt, daB $*(o) in dem 
System bereits der Wert ,,wahr“ zugeordnet ist. Die aus $(r) durch 
Zuordnung der Variablenreihe tr entstehende geordnete Konjunktion vom 
Grade r nennen wir ,,die durch o erzeugle geordnete Konjunktion mit der 
Variablenreihe rx‘. 

Ist nun die durch eine r-Reihe 0, erzeugte geordnete Konjunktion 
$ (r,) eine geordnete M-Konjunktion, so wird sie, da sie den Grad r be- 
sitzt, nach Voraussetzung von einer I-Grundkonjunktion © (y, 3) ahnlich 
umfaBt. Folglich ist, wenn wir mit Q (py) die in G(y,3) enthaltene aus- 
gezeichnete P-Konjunktion bezeichnen, $(r,) eine Teilkonjunktion von 
Q(r,), also auch $*(o,) eine Teilkonjunktion von Q*(o0,). Q*(o,) ent- 
halt auBer den auch in P$*(o,) auftretenden Ausdriicken nur solche, denen 
noch kein Wahrheitswert zugeordnet ist. Da ferner $*(0,) den Wert 
»wahr“ hat und Q*(0,), ebenso wie Q(t,) und G (t,, 3), widerspruchlos ist, 
kénnen wir demnach in der Weise noch weitere Zuordnungen von Wahr- 
heitswerten festsetzen, daB auch Q*(0,) den Wert ,,wahr* erhalt. Dann 
wird, da Q(y) ausgezeichnete M-Konjunktion ist, W’ fiir die r-Reihe 0, 
ausgezeichnet. 

Ist auch nach diesen Festsetzungen iiber die Zuordnung von Wabr- 
heitswerten wieder eine durch eine r-Reihe 9, erzeugte geordnete Konjunktion 
eine geordnete M-Konjunktion, so lassen sich in gleicher Weise weitere 
Zuordnungen von Wahrheitswerten bestimmen, so daS W’ auch fiir die 
r-Reihe 0, ausgezeichnet wird. 

Dieses Verfahren lat sich entsprechend fiir weitere r-Reihen 9,, 9,, ... 
fortsetzen. 

Wir wollen nun beweisen, daB nach jedem der angegebenen Schritte 
von Wabhrheitswertzuordnungen stets die durch eine beliebige in W’ ent- 
haltene r-Reihe 9 erzeugten geordneten Konjunktionen geordnete I-Kon- 
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junktionen sind. Ist dies bewiesen, so erkennt man, daB sich die Zu- 
ordnungen schrittweise so bestimmen lassen, daB W’ fiir jede in diesem 
Wertsystem enthaltene r-Reihe ausgezeichnet, also absolut-ausgezeichnet 
wird. 

Das angegebene Verfahren sei fiir die in W’ enthaltenen r-Reihen 
0,» +++» Qe Widerspruchsfrei durchgefiihrt, d. h. so, daB jedem Ausdruck 
héchstens einer der beiden Wahrheitswerte zugeordnet ist. o sei eine 
weitere in W’ enthaltene r-Reihe. Wir haben dann zu zeigen, daB jede 
durch g erzeugte geordnete Konjuuktion eine geordnete IM-Konjunktion ist. 

Es sei m, die Menge aller Individuen, die zugleich in o und in g, 
auftreten (fiir i = 1,...,&), mp4, die Menge der Individuen, die zugleich 
in @ und in einer der Reihen a, 8 vorkommen, und m,,, die Menge der 
Individuen aus 9, die dem urspriinglichen Wertsystem W angehéren. Aus 
jeder nicht leeren Menge m, (j = 1,...,4+ 2) bilden wir eine solche 
r-Reihe ,, welche alle Individuen aus m, enthilt. Dies ist méglich, da 
jede Menge m, nur Individuen aus 9 enthilt, also héchstens r Elemente 
besitzt. Allerdings gibt es nur dann eine r-Reihe o,, wenn m, nicht 
leer ist. 

Unter §,(s;) wollen wir die durch o, erzeygte geordnete Konjunktion 
mit der r-Reihe s, verstehen. Es la8t sich dann zeigen, daB es stets 
eine M-Grundkonjunktion G,(y, 3) gibt, so daB G,(a,,b,) fiir passend ge- 
wahlte a,,b, widerspruchslos ist und §,(s,) als Teilkonjunktion enthilt. 
Wir wollen dies fiir die verschiedenen Arten der §, (s,) getrennt beweisen. 

1. Da wir das oben angegebene Verfahren fiir die 0, (i = 1, ..., k) 
schon als durchgefiihrt annehmen, ist W’ fiir die 9, ausgezeichnet. Es 
gibt also fir i = 1,..., & ausgezeichnete M-Konjunktionen &,(y), so dab 
RK? (o,) den Wert ,,wahr“ besitzt. Da o, nur Individuen aus op, enthilt, 
und auch §?(o,) den Wert ,,wahr“ hat, ist H?(¢,) eine Teilkonjunktion 
von S7(0,), also auch §,(s,) von K,(t,) fiir passende r,. Dabei ist 8, (t,) 
widerspruchslos, la8t sich also durch Zuordnung der Variablenreihe r, als 
geordnete M-Konjunktion r-ten Grades auffassen. Somit wird &,(r,) nach 
Voraussetzung von einer Q-Grundkonjunktion 6,(p,3) ahnlich umfaBt, 
d. h. aber, daB ©,(t,,3) widerspruchslos ist und &,(t,) als Teilkonjunktion 
enthalt. Da §,(s,) in &,(t,) enthalten ist, ist §,(s,) somit auch eine 
Teilkonjunktion von G,(t,,3). Hiermit ist unsere Behauptung fiir den 
Fall 1 Sj S k bewiesen. 

2. Beim Beweise fiir den Fall 7 = k+ 1 ist zu beachten, daB o,,, 
nur Individuen aus a,f enthalt und $f, ,(o,;,) den Wert ,,wahr“ besitzt. 
Da es nun nach unseren obigen Betrachtungen eine M-Grundkonjunktion 
G:+:(0,3) aus der Menge M gibt mit der Eigenschaft, daB G7, , (a, 8) 
den Wert ,,wahr“ hat, ist demnach $?,,(0;,,,) Teilkonjunktion von 
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Gi..(a, 8), folglich auch $2+1(s24,) von der widerspruchslosen Konjunk- 
tion Gr+1(ae+1, 5241) fiir passend gewihlte a, ;,, b.+:. 

3. Fir den Fall 7 = &-+ 2 benutzen wir die Tatsachen, daB 4, 
nur Individuen aus W enthailt und W nach Voraussetzung absolut-aus- 
gezeichnet ist. Hieraus folgt namlich, daB es eine ausgezeichnete M- 
Konjunktion &(p) gibt, so daB R*(o,,,) den Wert ,,wahr“ hat. Da 
auch $2, 3(o:43) denselben Wert besitzt, ist diese Konjunktion eine Teil- 
konjunktion von S*(o,43). Folglich ist R(s,;3) widerspruchsls und 
He+2(Se4+2) eine Teilkonjanktion hiervon. Die geordnete P-Konjunktion 
RK (Se42) mit der Variablenreihe s,,, wird von einer M-Grundkonjunktion 
G.+2(9,3) ahnlich umfaBt. Somit ist G++ (s+ 5,3) widerspruchslos und 
RK (Se+2), also auch Hp49(Se+s) eine Teilkonjunktion von G, +» (S: +, 3)- 

Wir haben somit allgemein nachgewiesen, daB es stets eine M-Grund- 
konjunktion 6,(y, 3) gibt, so da&B ©,(a,,b,) fiir passend gewihlte a,,b, 
widerspruchslos ist und §,(s,) els Teilkonjunktion enthalt. Mit Hilfe 
dieses Ergebnisses wollen wir jetzt zeigen, daB die §,(s,;) Dt-Elementar- 
konjunktionen sind. 

Die Variablenreihen a,,b, entstehen aus den Variablenreihen 9,3 
durch gewisse Variablenersetzungen, bei denen unter Umstianden auch ver- 
schiedene Variablen durch gleiche ersetzt werden. Wir bestimmen fiir 
jedes j eine solche Variablenreihe u, der Lange r von Variablen aus 9, 3, 
da8 in u, genau an allen den Stellen gleiche Variablen stehen, an denen 
dies auch fiir s, der Fall ist, und da8 ferner durch dieselbe Ersetzung, 
durch die y,3 in a,,b, tibergeht, auch u, in s, tibergeht. Dann ist ebenso, 
wie §,(s,) eine Teilkonjunktion von G,(a,,6,) ist, auch §,(u,) eine Teil- 
konjunktion von 6,(y,3). Da nun durch unsere bisherigen Festsetzungen 
allen Ausdriicken, die aus den ®, durch Ausfiillung ihrer Argumente mit 
Individuen aus o, gebildet sind, schon Wahrheitswerte zugeordnet sind 
and ©,(a,,6,) widerspruchslos ist, enthalt die durch c, erzeugte Konjunk- 
tion §,(s,) alle Ausdriicke von G,(a,,6,), in denen nur Variablen aus s, 
auftreten. Hieraus ergibt sich, da in den u, tiberall dort gleiche Variablen 
auftreten, wo dies bei den s, der Fall ist, daB auch §,(u,) alle die Aus- 
driicke von G,(p,3) enthalt, in denen nur Variablen aus u, vorkommen. 
Folglich ist §,(u,) eine direkte M-Elementarkonjunktion, also auch §, (s,) 
eine M-Elementarkonjunktion. 

Es sei nun $(t) die durch o erzeugte geordnete Konjunktion mit 
der Variablenreihe t. Durch dieselbe Zuordnung von Variablen zu den 
Fndividuen aus g, durch welche die Variablenreihe t der r-Reihe 9 zu- 
geordnet ist, seien den r-Reihen o, die Variablenreihen s, zugeordnet. 

Beachtet man, da8 durch unsere bisherigen Festsetzungen nur solchen 
Ausdricken Wahrheitewerte zugeordnet sind, deren Argumente schon alle 
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einer r-Reihe o, angehéren, so erkennt man, daB jeder in $(t) auftretende 
Ausdruck auch schon in einer der durch die o, erzeugten Konjunktionen 
§,(s;) vorkommt. (rt) ist demnach die konjunktive Zusammenfassung 
aller §,(s,;), die sich ja als M-Elementarkonjunktionen erwiesen haben. 
$ (rt) ist also eine M-Konjunktion, falls in derselben nicht ein Ausdruck 
zugleich negiert und nichtnegiert auftritt. Letzteres ist aber deshalb nicht 
méglich, weil $*(o) durch die bisherigen Festsetzungen, die wir ja als 
widerspruchsfrei annehmen, den Wert ,,wahr erhalten hat. 

Hiermit ist bewiesen, daB nach jedem Schritt von Wahrheitswert- 
zuordnungen stets alle durch eine in W’ enthaltene r-Reihe erzeugten ge- 
ordneten Konjunktionen geordnete M-Konjunktionen sind. Die Zuordnungen 
von Wahrheitswerten lassen sich also, wie wir gesehen haben, so bestimmen, 
daB W’ iiber die r-Reihe « abgeschlossen und absolut-ausgezeichnet wird, 
womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. 

Zur endgiiltigen Ableitung der hinreichenden Bedingung (H) bedienen 
wir uns noch folgender Begriffsbildungen. 

Enthalt ein Wertsystem W’ nur solche Individuen, die auch in einem 
Wertsystem W vorkommen, und sind die Wahrheitswertzuordnungen fiir 
die Ausdriicke aus W’ die gleichen wie fiir die entsprechenden Ausdriicke 
aus W, so soll W’ ein ,,Teilsystem‘‘ des Wertsystems W heiBen. Wir 
nennen W’ ein ,,echtes Teilsystem“ von W, wenn W’ nicht alle in W vor- 
kommenden Individuen enthilt. 

Ein Wertsystem W heiBt ,,tiber ein Teilsystem W' abgeschlossen‘, 
wenn W iiber jede in W’ enthaltene r-Reihe abgeschlossen ist. 

Hiernach la8t sich in folgender Weise eine Ordnungseinteilung fiir 
Wertsysteme rekursiv definieren. 


1. Ein Wertsystem, das iiber kein echtes Teilsystem abgeschlossen 
ist, habe die Ordnung 1. 

2. Ist die héchste Ordnung der echten Teilsysteme eines Wert- 
systems W, iiber die W abgeschlossen ist, gleich h, so habe W die Ordnung 
A-+-1. 


Wir beweisen nun den 

Hilfssatz 3. Fiir jede natiirliche Zahl A gibt es ein Wertsystem 
der Ordnung h. 

Zunichst erkennt man, daB es fiir jede Zahl A ein absolut-ausge- 
zeichnetes Wertsystem gibt, dessen Ordnung mindestens h ist. 

Aus Hilfssatz 1 folgt namlich die Existenz eines absolut-ausgezeichneten 
Wertsystems, dessen Ordnung mindestens | ist. Ferner kann man nach 
Hilfssatz 2 jedes absolut-ausgezeichnete Wertsystem der Ordnung h sukzessive 
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zu einem absolut-ausgezeichneten Wertsystem, dessen Ordnung mindestens 
h-+ 1 betriagt, erweitern. Hieraus folgt aber durch vollstandige Induktion, 
da8 es fiir jede natiirliche Zahl h ein Wertsystem gibt, dessen Ordnung 
groBer oder gleich h ist. 


Da nun die Ordnungseinteilung so definiert ist, daB es in jedem 
Wertsystem der Ordnung f 4-1 ein Teilsystem der Ordnung h gibt, folgt 
aus der Existenz eines Wertsystems, dessen Ordnung mindestens / ist, 
auch die Existenz eines Wertsystems der Ordnung A. Somit gibt es 
sogar absolut-ausgezeichnete Wertsysteme der Ordnung A fiir jede natiir- 
liche Zahl h, womit Hilfssatz 3 bewiesen ist. 


Wir benutzen nun einen Satz von J. Herbrand, welcher in der Her- 
brandschen Terminologie, auf die wir hier jedoch nicht naher eingehen 
wollen, folgendermaBen lautet: 


,lst eine Formel fiir jede natiirliche Zahl A in einem Feld von der 
Ordnung fh erfiillbar, so ist die Formel erfiillbar“. 


Dieser Satz la8t sich in der von uns verwendeten Terminologie fiir 
den hier behandelten Fall folgendermaSen aussprechen: 


»Gibt es fiir jede natiirliche Zahl h ein Wertsystem der Ordnung h, 
so ist die Formel erfillbar.* 


Aus diesem Satz, zu dessen Beweis wir auf die Abhandlungen von 
J. Herbrand verweisen™), ergibt sich in Verbindung mit dem Hilfssatz 3 
die Erfillbarkeit der Formel §. 


Wir haben also unter der Voraussetzung, da8 es eine nicht leere 
Menge M von Grundkonjunktionen der Formel § gibt, so daB jede ge- 
ordnete WM-Konjunktion r-ten Grades von einer M-Grundkonjunktion 
ahnlich umfaBt wird, die Erfillbarkeit der Forme! §% bewiesen. Damit 
ist der Nachweis fiir die Giiltigkeit der hinreichenden Bedingung (H) 
erbracht. 

Wir wollen nun zeigen, da8 die beiden von uns abgeleiteten Be- 
dingungen (H) und (N) fir den Fall r < 2 tatsichlich ein Entscheidungs- 
verfahren liefern. Dies ergibt sich aus folgendem Satz: 

Jede geordnete M-Konjunktion, deren Grad héchstens 2 betriigt, ist 
einfach. 


12) Der Satz ist von J. Herbrand bewiesen in seiner Abhandlung: Recherches 
sur la théorie de la démonstration, Thése de |’Univ. de Paris, 1930, oder Travaux 
de la Soc. des Sc. et L. de Varsovie 1930. Weitere Erklarungen und Anwendungen 
dieses Satzes hat J. Herbrand gegeben in den beiden Abhandlungen: Sur le probléme 
fondamental de la Logique Mathématique, Compt. Rend. de la Soc. des Sc. et L. 
de Varsovie 1931. — Sur la non-contradiction de |’Arithmétique, Journal fir die 
reine und angewandte Mathematik 166 (1932). 
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Zum Beweise dieses Satzes betrachten wir eine geordnete M-Kon- 
junktion (u), deren Grad héchstens 2 ist. Nach Definition ist &(u) 
konjunktive Zusammenfassung von P-Elementarkonjunktionen 


€, (u,), 7° @ €, (u,). 
Wir beweisen nun in Fallunterscheidungen, daB R(u) einfach ist. 

1. Enthalt ein u, schon alle Variablen aus u, so kommen alle in & (u) 
auftretenden Ausdriicke schon in dieser I2-Elementarkonjunktion €,(u,) 
vor. Folglich ist R(u) mit €,(u,) aquivalent, also auch eine Pt-Elementar- 
konjunktion, umsomehr eine einfache M-Konjunktion. 

2. Der Fall, da& in keinem u, schon alle Variablen aus u_ vor- 
kommen, kann, da u héchstens zwei Variablen enthalten soll, nur dann 
eintreten, wenn u genau zwei verschiedene Variablen u,, u, enthalt und 
in jedem u, nur eine dieser beiden Variablen vorkommt. Es gibt in 
diesem Falle unter den €,(u,) eine Konjunktion €,(u,), welche nur die 
Variable u, enthalt, und eine Konjunktion €,(u,), in der u, als einzige 
Variable vorkommt. Ferner sind alle iibrigen €,(u,) mit einer dieser 
beiden Konjunktionen aquivalent, da nimlich die konjunktive Zusammen- 
fassung von zwei M-Elementarkonjunktionen mit gleichen Variablen nur 
dann widerspruchslos ist, wenn die beiden M-Elementarkonjunktionen 
miteinander aquivalent sind. Also ist R(u) in diesem Falle schon die 
konjunktive Zusammenfassung der beiden -Elementarkonjunktionen 
€,(u,) und €,(u,). Da diese beiden M-Elementarkonjunktionen keine 
gemeinsamen Variablen besitzen, ist R(u) eine einfache M-Konjunktion. 

Mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes erhailt man aus den Be- 
dingungen (H) und (N) fiir den Fall r < 2 das Entscheidungskriterium: 

Die Formel & ist dann und nur dann erfiillbar, wenn es eine nicht 
leere Menge M von Grundkonjunktionen der Formel %& gibt, so daB jede 
geordnete IM-Konjunktion r-ten Grades von einer M-Grundkonjunktion ahn- 
lich umfaBt wird. 


§ 3. 
Die Behandlung der Formeln (E g) (y:) (y2) (23) M(& ys 2 4)- 
Wir befassen uns jetzt mit einer Formel ,,‘ der Gestalt 

(E x) (p) (Z 3) U(x, 9, 3), 


bei der x ein k-tupel von Individuenvariablen z,,...,2,, ferner y das 
Variablenpaar y,, y, und 3 ein l-tupel z,,...,2z, bedeuten soll. Der von 
All- und Seinszeichen freie Ausdruck W(x, 9, 3) mége » Formelvariablen 
mit der héchsten Stellenzahl A enthalten. 
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Wir wollen ein Entscheidungsverfahren angeben und gleichzeitig be- 
weisen, daB die Formel §% entweder durch die Axiome widerlegbar oder 
schon in einem endlichen Individuenbereich erfillbar ist. 


Dies gelingt durch Zuriickfiihrung auf das Entscheidungsproblem 
der Formeln 


(y,) (ys) (23) U(y,, Yo, 3)- 


Und zwar verliuft die im folgenden dargestellte Reduktion des Ent- 
scheidungsproblems inhaltlich vollkommen analog zu der von W. Acker- 
mann angewandten Reduktion des Entscheidungsproblems der Formeln 


(E2,) ... (EB) (y)(Bz,) ... (Bz) (a, ~~, Sey Ys Zs - + +» 2) 


auf das fiir die Formeln 
(x) (E y,) ..- (Ey) U(z, y,, -- +» y)™)- 


Dabei werden wir schon das Ergebnis einer spiater erscheinenden 
Fortsetzung dieser Arbeit benutzen, daB eine jede Formel der Gestalt 


(y,) (ys) (#3) U(y,, Yo 3) 


entweder widerlegbar oder in einem Bereich von 4°"”-* Individuen™) 
erfiillbar ist. 

Bevor wir die genannte Zuriickfiihrung vornechmen kénnen, sind 
noch einige Umformungen an unserer Formel § vorzunehmen. 

Nehmen wir an, daB diese Formel nicht schon in einem Bereich 
von k Individuen erfiillbar ist (denn sonst wire ja schon alles bewiesen), 
und fiihren wir eine Formel U durch die Aquivalenz 


U~ (2)(Ev) Fv +z, 


ein, so ist 
(1) & ~ (£2) (py) (£3) U(z, 0, 3) & U 
ableitbar. 

Definieren wir nun gewisse Ausdriicke 


$Y, (x, ¥) (» =1,...,4+1) 


18) Siehe FuBnote 5). 


4) n ist die Anzahl der Formelvariablen, h die héchste Stellenzahl derselben 
und | die Anzal der Seinszeichen unserer Formel. 
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durch die Aquivalenzen 
$, (x,y) ~ a, = (» =1,..., 8), 
k 
Pes. (2, y)~ = Ty + y; 
u=1 
so ist die Disjunktion 
k+1 
IT , (, y), 


,=1 


also auch 
_ 1 (Bal, yy) & Be yo 
ableitbar, und es ergibt sich 
(2) (p) (2 3) U(x, 0, 3) 
~ EW Be(s, 9) & Ble, y) > Ba) Ms, 0, a) 
Wir wollen nun die einzelnen Ausdriicke 


(o) (By (2, y,) & P,(x, y,) + (£3) A(z, 9, 3)], 


die zur Abkiirzung mit ©,,(z) bezeichnet werden mégen, genauer unter- 
suchen. 


Firlsousklsrvsk ist 
Quy (2) ~ (0) [tu = y, & 2 = y, > (£3) U(x, 0, 3)] 
und somit, wenn wir unter x,, das Variablenpaar (z,, z,) verstehen, 
Q,. +(x) ~ (£3) U(x, Euv, 3)- 
Definieren wir einen Ausdruck 8 (x,y) durch 
k 2 
B (x, 9) ~ 2 ZX % + > 


a=ly=1 
so ist, wie man sich nach der Definition von U leicht iiberzeugen kann, 
U + (Zp) B(z, ») 
ableitbar, und es ergibt sich hiernach 
(p) (B (, 9) + Qu(z)] & U + (By) {[B (x, y) + Q,,(z)] & B(z, )}, 

also auch 

(p) (B (z, 9) + Q,.(z)] & U + Q,,(z). 
Aus dieser Implikation kann man nun die Aquivalenz 

Q(x) & U ~ (y) (B(x, n) > Q,,(z)] & U 

ableiten, und man erhilt 


(3) Oy, (z) & U ~ (y) (B(x, yo) + (23) A(z, z,,, 3)] & U. 
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Ferner bekommen wir fiir 1 =< » < k die Formel 


Or +1, (2) ~ (0) [2% + y, & x, = y, > (£3) A(z, 0, a)| 
und hieraus, wenn », das Variablenpaar (y,, z,) ist, 
k 
Qi +4,» (z) ~ (y,) [2% + y, > (£3) A(z, »,, i). 


Bezeichnen wir nun das Variablenpaar (y,,2,) mit »,, so gilt demnach 
auch die Formel 


Ox +1,+(2) ~ (y,) [2+ + y, > (£3) A(z, »,, | 


k 
V (Ys) [2% + y, > (£3) A(z, »,, a}. 


aus welcher wir eine Formel der Gestalt 


(4) &, +1,¥ (z) ad (9) [B (x, 0) =>: (E 3) We + 1,” (x, D, 3)) 
erhalten. 

Entsprechend ergibt sich auch eine Aquivalenz 
(5) Q,,2+1(%) ~ (0) (B (x, 0) > (23) W241, 0, 3))- 


Da nach unseren Definitionen 


Perr (z, y,) & Pers (z, ye) ~ Ble, v) 
gilt, erhalten wir schlieBlich auch 
(6) Oe +1, 24+1(%) ~ (9) (B(x, 0) > (43) A(z, 0, 3))- 
Aus den Formeln (3) bis (6) ersehen wir, daB es gewisse Ausdriicke 
Uy» (¥, 0, 3) 
von der Art gibt, daB stets die Aquivalenz 
OQ,» (x) & U ~ (y) (B(x, y) > (£3) A,» (z, 9, 3)) & U 
besteht, woraus wir nach (2) die Formel 
(p) (2 3) A(z, 9, 3) & U 
~ (0) [s (z, 9) + Ze 3) M.» (2, 0, »)| &u 





erhalten. Aus dieser ergibt sich eine Formel der Gestalt 


(py) (23) U(x, 9, 3) & U ~ (y) (B(x, y) > (Zu) B(z, p, u)] & U, 
Mathematische Annalen. 109. 39 
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in der u ein s-tupel von Individuenvariablen u,, u,, ..., u, mit s =1-(k+1)* 
bedeutet, und wir bekommen nach (1) schlieBlich die Formel 
(7) & ~ (Zz) (y) (B(x, 9) + (Zu) Bz, », u))] & U. 


Wir beachten nun, da8 sich aus der Definition der $,(z, y) auch 
die Ableitbarkeit von 
k+1 


B(xz,9,u)~ J] [3 (x, 9, u) & B,C u) | 


+. ¥g= 1 


ergibt. Hieraus erhilt man mit Hilfe von allgemeingiiltigen Formeln 
der Gestalt 


(Eu) (F(z, u) & e = ul ~ F(z, 2) 


und durch Umbenennung der Individuenvariablen eine gewisse Forme] 


(Eu) B(x, 9, ») ~Tr (E w’)[B,(z, 9, w’) & B, (x, wy], 


bei der u” ein s,-tupel (mit s, < s) der Variablen u,,..., 4, und 


k &y 


Bi(zw)~ FT Luartuy 


A=1lu=1 
ist. Die %,(z, 9, u”) entstehen durch Variablenersetzungen aus % (x, p, u). 
Definieren wir jetzt eine Formel 8’ (zx, u) durch 


k 2 
B’ (x, u) ~ Dm Py Lu + Uy, 


a=lv=l1 


so ist 
U + (Eu) B (zx, u) 


ableitbar und jedes %,(z, u") eine Teilkonjunktion von ©’ (zx, u). Hier- 
nach erkennt man leicht die Ableitbarkeit von 


(Zu) B(x, 9, u) &GUW~ “Te u) [B,(z, 9, wu”) & B’ (x, u)] & U. 


Man erhalt somit eine Formel der Gestalt 
(Zu) B(-, p, u) & U ~ (Zu) (C(z, n, u) & B’ (z, u)] & U, 


in der € (x,y, u) ein von All- und Seinszeichen freier, das Gleichheits- 
symbol nicht enthaltender Ausdruck ist. 
Nach Formel (7) ergibt sich hieraus 


& ~ (Ex) (vp) (B(x, o) > (Eu) (C(x, p, u) & B(x, u)}} &U 
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oder auch, wenn wir unter Y(zx,y, u) die konjunktive Zusammenfassung 


k 2 2 
E( Lut ye Sy +u) 


aol \v=1 *=1 
von %(zx, 9) und &’ (zx, u) verstehen, die Formel 
(8) & ~(Ex)(v) (Bz, o)> (Zu) (C(x, 0, u) & B(x, y, u)}} & U, 
die wir unseren weiteren Untersuchungen zugrunde legen werden. 

Der wesentliche Schritt, auf dem die Lésung unseres Entscheidungs- 
problems beruht, ist die Elimination der Variablen z, in dem Ausdruck 
€(x,,u). Dies gelingt durch die Angabe einer bestimmten Formel 6, 
die dann und nur dann widerlegbar ist, wenn die Formel § widerlegbar 
ist, und dann und nur dann in einem Bereich von N Individuen erfillt 
werden kann, wenn dasselbe fiir die Formel der Fall ist. 

Um den Nachweis dafiir zu fiihren, daB eine Formel © diese ge- 
nannte Eigenschaft besitzt, geniigt es, zu beweisen, daB die Formel G 
mit der Formel § deduktionsgleich**) ist. Es ist namlich die Widerlegbar- 
keit einer Formel § mit der Ableitbarkeit der Formel § und die N-zahlige 
Erfiillbarkeit (d. h. die Erfillbarkeit in einem Bereich von N Individuen) 
einer Formel § mit der Unableitbarkeit der Formel 

evVR 
gleichbedeutend, wenn wir unter ®% den durch die Aquivalenz 


N N 
R~(Bs,)...(Bay)( ¥ a + 2, &(y) Ty= z,) 


v=1 
definierten Ausdruck verstehen. Man erkennt ferner aus der Tatsache, 
daB M keine Formelvariablen enthalt, da&B im Falle der Deduktions- 


gleichheit von § und © auch die Formeln 

% vr und GVR 
deduktionsgleich sind. Somit folgt aber, falls § mit 6 deduktionsgleich 
ist, aus der Widerlegbarkeit oder N-zahligen Erfiillbarkeit einer der beiden 


Formeln §, G das entsprechende fiir die andere dieser beiden Formeln. 
Wir definieren nun eine Formel © durch die Aquivalenz 


(9) G ~ (Ex) (py) (B(x, 9) + (Zu)[D(y, u) & W(x, p, u)]} & YU, 


in welcher der Ausdruck D(y, u) noch genau bestimmt werden soll, und 
ferner zwei Formeln % und ©’ durch die Aquivalenzen 


¥ sina (Ey) {B(a, ») & (u) |€ (a, p, u) V WwW (a, YH, u)]} V u 





15) Zwei Formeln &@ und 8 heiBen deduktionsgleich, wenn A aus B und B 
aus & ableitbar ist. 


39* 
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und M 
G' ~ (Ey) |B (a, y) & (u)[D(y, u) V Wea, », u)}} v U, 
in denen a ein k-tupel von freien Individuenvariablen a,,a,, ..., a 
sein soll. 


Man erkennt dann vunmittelbar die Deduktionsgleichheit der 
Formeln % und , sowie der Formeln G und 6’. Demnach geniigt es 
zum Nachweis fiir die Deduktionsgleichheit der Formeln § und 6, die 
Deduktionsgleichheit der Formeln % und G’ zu beweisen. Hierzu wiederum 
geniigt es, zu zeigen, daB die Ausdriicke 

€(a, yp, u) & Wa, v, u), D (yp, u) & Wa, y, u) 
allein durch Anwendung von Einsetzungen fiir Formelvariablen mittels 
der Operationen des durch die Gleichheitsaxiome erweiterten Aussagen- 
kalkuls ineinander iiberfiihrbar sind, d.h. daB ein jeder dieser beiden 
Ausdriicke durch die angegebenen Operationen aus dem anderen ab- 
geleitet werden kann. 

Wir wollen nun den Ausdruck D(y, u) bestimmen, indem wir ihn 
durch gewisse Umformungen aus dem Ausdruck €(a, 9, u) hervorgehen 
lassen. 

Dies sei zunichst fiir den einfachsten Spezialfall erliutert, in dem 
€(a, py, u) nur die zweistelligen .Formelvariablen 


F, (2, y), F,(z, y), ---, Fa (z, y) 
enthalt und k = 1 ist, also a eine einzige freie Variable a bedeutet. 
Wir ersetzen in € (a, n, u) fiir alle von a verschiedenen Variablen v, w 


F,(v,w) durch G} (v, w), 
F,(v,a) durch G?(v), 
F,(a,v) durch G}(v), 
F,(a,a) durch G}, 


so da8 wir einen Ausdruck erhalten, welcher a nicht enthalt und mit 
D (vy, u) bezeichnet werden soll. Man erkennt dann sofort, daB 


€(a, y, u) & Wa, y, u) 
durch Einsetzungen fiir die Formelvariablen G; aus 


D (vp, u) & Wa, y, u) 


erhalten wird. 


Ebenso besteht diese Beziehung aber auch umgekehrt. Setzen wir 
namlich in 


€ (a, y, u) & Wa, v, u) 
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fiir F,(z, y), was x und y auch fiir Variablen sind, stets den Ausdruck 
{jc+aky+akG}(z,y)} V {2x +aky = a & G}(z)} 
V {e=aky +a&Gily)} V (cr =aky =a &G}}, 
so ergibt sich 
F,(v,w) &v + akw+aw~G} (v, vw) &v + akw +a, 
F,(v, a) & 0 + a ~G} (v) & v + a, 
F,(a, v) & 0 + a ~G} (v) & v + a, 
F, (a, a) ~ G, 
ferner aber auch, da dann 


(2, y)~(r=aVy=ay Gi(z,y)} & (e=a V y +a V GF(z)} 
&(e+avy=aVy Gy) &(z+aVy +a V GY) 
gilt, analog 
F,(v,w) &v + akw+an~G} (v,w) &v + akw +a, 
F,(v, a) & v + a ~G} (v) & vo + a, 
F,(a,v) & 0 + a ~ G} (v) & v + a, 
F,; (a, a) ~ G. 

Hiernach erkennt man aus der Zusammensetzung von (a, », u), 
wenn man sich die Ausdriicke € (a, 9, u) und D(py, u) in den disjunktiven 
Normalformen entwickelt denkt, da8 bei der gemachten Einsetzung 

C(a, y, u) & W(a, y, u) ~ D(y, u) & Wa, y, u) 
ist, was wir ja beweisen wollten. 

Wir haben also einen Ausdruck D(y,u) mit 4 Formelvariablen 
(von denen einzelne 0 Argumentstellen haben, also Aussagenvariablen 
sind) gefunden, fiir den § mit G deduktionsgleich ist. 

Entsprechend la8t sich eine Ersetzung im allgemeinen Fall angeben, 
in dem a ein k-tupel ist und €(a, y, u) die Formelvariablen 

ee Kae 
enthilt, von denen jede Formelvariable F, genau h, Argumentstellen 
besitzen soll. 

Um diese Ersetzung angeben zu kénnen, schicken wir noch einige 
Erklarungen voraus: 

1. Ist w, ein h,tupel von Variablen aus der Reihe 


Gay » © op Bae Har Fe Gas > > <0 Mes 


so verstehen wir unter [w,] das h,-tupel, das aus w, entsteht, indem man 
in diesem jede Variable a, durch y und jede andere Variable durch k +1 
ersetzt. 
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2. Sind »,, ¥,, ... Yr, Zahlen aus der Reihe 1)2,...,k+ 1, 80 sei 
1, (¥,» ¥y» - ++» ¥n,) die Nummer des h,-tupels (v,, vy, ...,%,) in der lexiko- 
graphischen Anordnung aller A,-tupel von Zahlen aus der angegebenen 
Reihe. Die Funktion /;,(v,, %, ..., Yn) lauft also von 1 bis (k + 1)". 


Ist [w,) das h,-tupel (v,,...,%,), 80 schreiben wir fiir /,(»,, », .-., ¥a,) 
auch /,[w,]. 

3. Ist v, das A,-tupel der Individuenvariablen ,, »,, ..., Un,» 80 sel 
fg Om - 


i “~ dasjenige Variablentupel, das aus v, entsteht, indem man 
in diesem jede Variable v,; fortlaSt, fiir welche v, nicht gleich k + 1 ist. 
Kommt unter den Zahlen »,, »,, ..., Yn, keine Zahl & + 1 vor, so ist also 


P ura: "h) Jos leere Variablentupel, und ein Ausdruck G/ (v/ Was Fae o0s ”m) 
stellt in diesem Falle eine Aussagenvariable Gi dar. Demnach ist wi"! 
das Variablentupel, das aus w, durch Streichung der Variablen a,, a,,...,@, 
entsteht. 

Wir ersetzen nun jeden in €(a,y, u) auftretenden Ausdruck der 
Form 





PF ¢ (W,) | 
fiir ein A,-tupel w, von Variablen aus der Reihe 


Bas + + <p Bin Bos Map Gap -- 9 M 


durch 
GID (yy fey, 
Der durch diese Ersetzung aus € (a, y, u) entstehende Ausdruck D (0, u) 
enthalt dann keine Variable a,. Man erkennt auch, da8 
€(a, 9, u) & Wa, y, u) 
durch Einsetzungen fiir die Formelvariablen Gj aus 


D(p, u) & Wa, y, u) 
hervorgeht. 


Um auch die Giiltigkeit der umgekehrten Beziehung nachzuweisen, 
treffen wir folgende Festsetzungen: Es sei 


M,(v) ~v = a; (¢ = 1,2,..., &), 


k 
Miri(ve)~ Lv +a4,, | 


v=s1 | 
fe qs Voy es ’ 
n” ty %2 hy) (v,) ~ M,, (v,) & M,, (v,) &...&@ M,,, (v,)- 
Wir setzen nun fir F,(v,) in € (a, y, u) den Ausdruck 
k+1 (sn, (4, Fay «+ "hy (o,) & ait (P45 Pay - + 9 "np (v/# (¥4, Vay - "ne)} 


+++ 
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ein. Hieraus 146t sich dann fiir jedes aus den Variablen 


Bay > + ve Gas is as Oss > > Me 
gebildete h-tupl wm, = 


d F,(w,) & (a, 9, u) ~ Gs!" (w/t) & 9B (a, 9, u) 
un 





F,(w,) & (a, 9, u) SG" (w/""*') & BB (a, 9, u) 

und somit auch 

€(a, y, u) & Wa, yn, u) ~ D(y, u) & W(a, v, uv) 
ableiten. 

Wir haben also den Ausdruck D(y, u) so bestimmt, daB die beiden 

Formeln 

C(a,y, u)& Wia,y,u), Dy, u) & Wa, y, u) 
durch Einsetzungen fiir Formelvariablen mittels der Operationen des 
durch die Gleichheitsaxiome erweiterten Aussagenkalkuls ineinander iiber- 
fiihrbar sind. Demnach sind, wie wir gesehen haben, die Formeln § 
und @ deduktionsgleich, und es folgt aus der Widerlegbarkeit oder 
N-zahligen Erfillbarkeit der Formel 6 das entsprechende fiir die Formel §. 
Wir brauchen also zur Lésung unseres Entscheidungsproblems nur noch 
eine Lésung fiir die Formel © zu finden, welche ja durch die Aquivalenz 


(9) G ~ (Ex)(y) (B(x, 9) + (Zu) [D(v, u) & Wz, », u)]} & U 
eingefiihrt ist. Dabei enthalt der Ausdruck D(y, u) nach unseren Fest- 
setzungen 

E (k+1)™ 


i=1 
Formelvariablen. Diese Zahl wollen wir mit m bezeichnen. Da die 
Stellenzahl A, der Formelvariablen F,; héchstens gleich A sein soll, ist 
msn-(k+ 1). 
Die héchste Stellenzahl der in D(y, u) auftretenden Formelvariablen ist 
ebenfalls gleich h. 
Unsere Aufgabe besteht jetzt darin, das Entscheidungsproblem fir 
die Formel @ zu lésen. Wir betrachten zu diesem Zweck die Formel 
(y) (Zu) D(o, u), 


fiir welche das Entscheidungsproblem ja bereits gelést ist. 

Ist diese Formel, welche m Formelvariablen mit der héchsten 
Argumentzahl h und s Seinszeichen enthilt, nicht widerlegbar, so lat 
sie sich, wie wir ja spater zeigen wollen, in einem Bereich von 


N = 410me?-2* 
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Individuen erfiillen. Es ist also fiir diese Zahl N der Ausdruck 


N N 
Z I Dv, u) 


Vir ¥g=1 Uy.-.4g=1 


erfiillbar. 
Man erkennt, da8 dann die Formel © in einem Bereich von N +k 
Individuen erfiillbar ist. Fiigen wir nimlich zu den Individuen 


i ey 
unseres Bereiches die Individuen 
N+1,N+2,...,.N+hk 
hinzu, und bezeichnen wir das k-tupel 
(N+1,N+2,....N+k) 
mit ft, so sind folgende Ausdriicke wahr: 





N 


N 
= Z Bit, o, uv), 


¥i¥e=1 %..-U,=1 


N+k N+k N+k N+k 


ao = 7eGe £ 2 Bit, 9). 


Wi=1 w= N+1 +1 Y=1 


Hieraus und aus der Erfiillbarkeit von 





N N 
= IT D(v,u) 


Vis Va 1 My... tg 1 


folgt aber die Erfiillbarkeit des Ausdrucks 


N+k N+ek 
2 B if, 9) > iT [D(v, u) & W (f, Y, u)] - 
yp ¥e=t %...%,=1 


Da auch die Formel U in unserem Bereich wahr ist (er enthalt mindestens 

k+ 1 Individuen), ist somit die Formel © in einem Bereich von N +k 

Individuen erfiillbar. 

Wie wir aus den Abschitzungen 

N < 410m aa 
ms n-(k+ 1)’, ' 
s = 1-(k+1) 

ersehen, l48t sich also die Formel 6, falls die Formel 


(9) (Zu) D (p, u) 

nicht widerlegbar ist, in einem Bereich von 
fionB-h a+r ey p 
Individuen erfiillen. — 








Entecheidungsproblem. 


Ist andererseits die Formel 
(p) (Bu) D (y, u) 
widerlegbar, so ist, wie wir jetzt beweisen wollen, auch die Formel © 
widerlegbar. 

Der Beweis dafiir ware trivial, wenn wir schon wiiBten, daB die 
Formel © entweder in einem endlichen Individuenbereich erfillbar oder 
durch die Axiome widerlegbar ist. Denn aus der endlichen Erfiillbarkeit 
der Formel kann man unmittelbar die endliche Erfiillbarkeit der Formel 

(9) (Zu) D (9, u) 


ableiten. Somit wiirde aus der Widerlegbarkeit dieser letzteren Formel 
die Widerlegbarkeit der Formel 6 folgen. 

Wir haben jedoch noch zu beachten, da8 die Formel 6 nur im un- 
endlichen Individuenbereich erfiillbar, d.h. weder in einem endlichen 
Individuenbereich erfiillbar noch aus den Axiomen widerlegbar sein 
kénnte. Unser Beweis bedarf daher noch besonderer Hilfsmittel, und 
gwar gelingt er unter Benutzung der in § 2 abgeleiteten Bedingungen 
fiir die Erfillbarkeit, die wir auf unsere Formel 


(p) (Zu) D (9, u) 
anwenden wollen. 


Es seien 
G, (9, u), ..., Gy (0, u) 
die Grundkonjunktionen der genannten Formel, so da also 
(10) D(9, u) ~ I 6.(9, w 
=1 
gilt. Wir bilden nun die ableitbare Formel 


| (2) J (By) (Bw (B(, ») & 6,(9, w) 
V (p) (u) {B (x, 9) + Gi (9, u)}]- 
Diese gehe, wenn wir den hinter den Allzeichen (x) stehenden Ausdruck 
in der disjunktiven Normalform entwickeln, iiber in 
(un) (®) IT 8.0, 
wobei die $,(z) die Gestalt 
% (B9)(Bu) (B(z, 9) & Gi(9, w)} 
| & Z (9) (u) (B(x, 9) > (9, u)} 
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haben. Aus der Ableitbarkeit der Formel (11) ergibt sich nach (9) die 
Ableitbarkeit von 


24 
6- IT (E x) [P,(x) & (p) (B(x, 9) + (Zu) D(y, u)}). 


Somit ist © nur dann erfiillbar, wenn mindestens eine Formel ,,§“ der 
Gestalt 
P,(a) & (y) (Bla, 9) + (Lu) D(y, u)] 


erfiillbar ist. Wir kénnen ferner auch ohne Beschrinkung der All- 
gemeinheit annehmen, daB $,(a) die Gestalt 


E (By) (Ew) (Ba, ») & 6 (0, w)} 


i=1 


& 3 (9) (u) (B (a, ») + Go, w) 


i=p+i1 
hat. Definieren wir nun Q, (a) und Q,(a) durch 


Q, (a) ~ 5 (B) (Eu) (B(a, 9) & (0, w) 


q a 
Q, (a) ~ (0) {B(a, 9) > (u) 2 Go, w)}, 
=pt+i 
so haben wir also : 
(12) H ~ Q, (a) & Q, (a) & (yp) [B(a, 9) + (Zu) D(y, u)). 
Bezeichnen wir die Menge der Grundkonjunktionen 
G, (p, u), ..., Gv, u) 
mit M, so gilt fiir jede geordnete M-Konjunktion zweiten Grades SK (v) 
mit der Variablenreihe v die Implikation 
(13) Q, (a) + (Ev) [B (a, v) & K(v)). 


Fiir einfache &(v) ist dies nimlich nach Definition von Q, (a) leicht zu 
erkennen. AuBerdem besteht aber der Satz, daB jede geordnete M-Kon- 
junktion zweiten Grades einfach ist. 


Aus der Definition von ©,(a) und den Formeln (12), (13) ergibt 
sich nun 


§ > (Ev) (Bu) [B (a, v) & K(0) & D(o, u) & = Gow, w}. 


=pt+1 
Da ferner, wie man aus (10) ersieht, 


a Pp 
Dv, u)& F Go, u) > HT 6.0, w) 


i=pt+i 


gilt, erhalt man schlieBlich 


$- ne v) (Eu) [K (v) & G,(v, u)). 








Entscheidungsproblem. 603 


Hieraus ist zu ersehen, daB § nur dann erfiillbar ist, wenn die 
Menge M nicht leer ist und K(v) von einer M-Grundkonjunktion ahnlich 
umfaBt wird. 

Es ist also auch unsere Formel © nur dann erfiillbar, wenn es eine 
nicht leere Menge IM von Grundkonjunktionen der Formel 


(p) (Zu) D(o, u) 
gibt, so daB jede geordnete M-Konjunktion zweiten Grades von einer 
M-Grundkonjunktion ahnlich umfaBt wird. Nach den Ergebnissen des 


§2 ist daher die Formel © nur dann erfiillbar, wenn sich auch die 
Formel 


(y) (Zu) D(y, u) 


erfiillen 1aBt. 
Da wir umgekehrt auch gezeigt hatten, daB im letzten Falle die 
Formel § schon in einem gewissen endlichen Bereich erfiillbar ist, kénnen 


wir unter Beriicksichtigung unserer vorherigen Ergebnisse folgenden Satz 
aussprechen: 


Eine jede Formel der Gestalt 


(Ea,) ... (Bx) (y,) (ys) (B2,) ..- (2%) U (2, ~~ ++ Les Yrs Yas Za. ++ +» 2s 


die n Formelvariablen mit der héchsten Stellenzahl h enthdlt, ist entweder 
durch die Axiome widerlegbar oder in einem Bereich von 


gion-ae+yhte 1 7 


Individuen erfiillbar. 


(Eingegangen am 30. 6. 1933.) 











Korrelationstheorie 
der stationiiren stochastischen Prozesse. 


Von 


A. Khintchine in Moskau. 





§ 1. 
Definition der stationiren stochastischen Prozesse. 

Ein stochastischer ProzeB ist eine einparametrige Schar a, (— oo <t 
<+ cc) von zufalligen Variablen; zur Kennzeichnung des Prozesses ge- 
hért, daB fiir-jeden endlichen Wertevorrat ¢,, t,, ..., t, das n-dimensionale 
Verteilungsgesetz der entsprechenden Variablen a,,, %,,, ..., &, vor- 
gegeben sei; selbstverstindlich miissen die so definierten Verteilungs- 
gesetze in ihren Zusammenhingen allen Forderungen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung geniigen. 

Wiahrend sich die klassische Wahrscheinlichkeitsrechnung ausnahmslos 
mit diskreten Folgen von zufilligen Variablen beschaftigte, hat sich in 
der neuesten Zeit die Theorie der stochastischen Prozesse zu einem der 
wichtigsten Zweige dieser Wissenschaft entwickelt; die mit ihr verbundenen 
theoretischen Problemkreise erdffneten dem Mathematiker ein auBerst 
fruchtbares Untersuchungsfeld, wihrend andererseits ihre Ergebnisse zahl- 
reiche Anwendungen, hauptsiichlich in verschiedenen Fragen der physika- 
lischen und technischen Statistik, gefunden haben. Es hat sich unter 
anderem herausgestellt, daB die wichtigsten Verteilungsgesetze, die in der 
klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie als asymptotische Formeln auf- 
traten, in der Theorie der stochastischen Prozesse, wie auch zu erwarten 
war, die Rolle ezakter Lésungen der entsprechenden Probleme iiber- 
nehmen. 


Die bisher erfolgten Untersuchungen beziehen sich fast ausnahmslos 
auf eine bestimmte Klasse von stochastischen Prozessen, der in theore- 
tischer und praktischer Beziehung eine groBe Bedeutung zukommt. Wegen 
ihrer Analogie zu den ,,Markoffschen Ketten“, die unter den Folgen zu- 
falliger Variablen eine hervorragende Rolle spielen, wollen wir sie. als 
Markoffsche Prozesse bezeichnen. Das charakteristische Merkmal der 
Markoffschen Prozesse bildet der Umstand, da8 fiir jeden Zeitpunkt die 
kiinftige Entwicklung des Vorganges nur von seinem gegenwartigen Zu- 
stand, nicht aber von seiner Vorgeschichte abhingt. In priziser Weise 

















A. Khintchine, Korrelationstheorie stationarer Prozesse. 605 


hat das folgende Bedeutung: sind t, < t, < t, drei beliebige Zeitpunkte, 
a und b zwei beliebige reelle Zahlen, so ist das durch 2, = b bedingte 
Verteilungsgesetz von a, mit dem durch die vollstandigere Angabe a,, = a, 
x,, = 6 bedingten identisch; die durch die Gegenwart gelieferten Voraus 
sagen iiber die Zukunft kénnen also von einer eventuell hinzutretenden 
Kenntnis iiber die Vorgeschichte des betrachteten Vorgangs in keiner 
Weise beeinfluBt werden"). Diese Art von Vorgingen, die eine in mathe- 
matischer Hinsicht verhiltnismaBig leichte Behandlung zulaBt, ist in 
vielen Anwendungen auch der Wirklichkeit gut angepaBt (radioaktiver 
Zerfall, Fernsprechverkehr u. dgl. m.); viel zahlreicher sind aber wohl die 
physikalischen und technischen Fragestellungen, bei denen die Vorgeschichte 
des Vorgangs fiir das Urteil iiber seine kiinftige Entwicklung eine wesent- 
liche Bedeutung hat und auch naherungsweise nicht vernachlassigt werden 
darf. So wiirde z. B. die Auffassung der Lageninderung von beweglichen 
Teilchen in Diffusionsvorgingen oder Brownscher Bewegung als eines 
Markoffschen Prozesses offenbar bedeuten, daB der Triagheit keine Rech- 
nung getragen wird. Allerdings kénnte man in diesem Beispiel den Be- 
griff der Gegenwart derart erweitern, daB er auBer der Lage noch die 
Geschwindigkeit des Teilchens enthalten soll, was den erwaihnten Ubel- 
stand zu beseitigen im Stande wire. Demgegeniiber gibt es aber zahl- 
reiche Beispiele, wo die Einfiihrung noch so vieler Parameter in die 
Kennzeichnung des gegenwirtigen Zustandes die Sachlage doch nicht ver- 
bessert; es ist hier vor allem die statistische Mechanik zu erwaihner. Be- 
trachtet man die stationire Bewegung des Phasenraums eines mecha- 
nischen Systems und kennzeichnet den gegenwirtigen Zustand eines 
Punktes durch die Angabe der Zelle, in welcher er augenblicklich ent- 
halten ist, so lassen sich iiber seine kiinftige Bewegung verschiedene 
Wabrscheinlichkeitsaussagen machen. Jede Kenntnis iiber die Vorgeschichte 
des Punktes (d. h. jede Angabe iiber die Zelle, in welcher er zu einem 
friiheren Zeitpunkt war) verindert aber dieses Wahrscheinlichkeitsurteil 
sehr wesentlich. Diese Tatsache und auch die durch sie bedingte Un- 
miglichkeit, die Probleme der statistischen Mechanik mit Hilfe der 
Markoffschen Prozesse in Angriff zu nehmen, hat Hadamard sehr klar in 
seinem Vortrag auf dem KongreS in Bologna 1928 ausgesprochen’*). 

1) Die ziemlich verbreitete Ausdrucksweise ,,durch die Angabe von 2, wird 
die Verteilung von 2, (t’ > t) vollsténdig definiert“ ist selbstverstandlich ungentgend; 
eine richtige Fassung findet man z. B. bei G. Pélya (Sur quelques points de Ja 
théorie des probabilités, Ann. Inst. H. Poincaré, 1930) und A. Kolmogoroff (Uber 
die analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeiterechnung, Math. Ann. 104 
(1931), S. 415. 

3) Atti del Congr. Intern. dei Matem. Bologna 1928, B. V, S. 133—139; ins- 
besondere S. 138. 
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Unter den Vorgiingen, in denen die Vorgeschichte ein wesentliches 
Bestimmungsstiick der die Zukunft betreffenden Wahrscheinlichkeitsurteile 
ausmacht, mu8 vor allem eine Klasse ausgezeichnet werden, deren ein- 
gehende Untersuchung zweifellos den Ausgangspunkt aller allgemeineren 
Forschungen auf diesem Gebiete zu bilden hat. Es sind dies die zeitlich 
homogenen oder, wie ich sie kiirzer nennen will, stationdren Prozesse. 
Der durch die Variablenschar a, gekennzeichnete stochastische ProzeB 
soll als stationdr bezeichnet werden, wenn die Verteilungsgesetze der beiden 
endlichen Variablengruppen (a%,, %,, ---, @,) und (®,4u, Byiw -- 
+) einander identisch ausfallen; die Zahl n, die Zeitpunkte ¢,, t,, ..., ty 
und die Zeitstrecke u kénnen dabei ganz beliebig gewahlt werden. Es 
ist ohne weiteres klar, daB dieser Art von stochastischen Prozessen in 
verschiedenartigen Anwendungsgebieten eine bedeutende Rolle zukommen 
mu8; insbesondere bildet die oben erwihnte Bewegung des Phasenraums 
eines mechanischen Systems wegen ihrer Stationaritét und MaSinvarianz 
einen stationiren Proze$*), wodurch die Theorie dieser Prozesse eine 
fundamentale Bedeutung fiir die statistische Mechanik gewinnt. Aber 
auch in anderen Gebieten (so z. B. in der Vererbungslehre und Meteoro- 
logie) kénnten vielleicht die GesetzmaBigkeiten, die die stationiren 
stochastischen Vorginge beherrschen, praktische Wichtigkeit beanspruchen. 

In dieser Abhandlung soll eine erste Skizze einer Theorie der statio- 
niren stochastischen Prozesse versucht werden. Die Methoden und Er- 
gebnisse der vorliegenden ‘Arbeit beschrinken sich durchweg auf solche 
Eigenschaften der im Proze8 begriffenen zufilligen Variablen, die in den 
Momenten erster und zweiter Ordnung ihrer Verteilung ihren vollstandigen 
Ausdruck finden; es schien mir deshalb angebracht, die ganze Skizze als 
eine Korrelationstheorie der in Frage kommenden Art von stochastischen 
Vorgiingen zu kennzeichnen. Selbstverstindlich bedeutet eine derartige 
Einschrinkung einen bewuBten Verzicht auf die Erkenntnis mancher tiefer- 
liegenden GesetzmaBigkeit; ich hoffe jedoch, daB trotzdem die gewahlte 
Behandlungsmethode die wichtigsten Grundziige der Theorie geniigend 
klar hervortreten l48t. Andererseits ist zu bemerken, daB diese Ein- 
schrinkung des Problemkreises offenbar der Theorie ein wesentlich 
umfangreicheres Anwendungsgebiet verleiht: die oben definierte Voraus- 
setzung der Stationaritét kann nimlich, ohne daB an den Methoden und 
Ergebnissen etwas zu andern wire, durch die folgende weniger bindende 
ersetzt werden: a, soll einen Erwartungswert und eine Streuung haben, 
die von t unabhingig sind, und der Korrelationskoeffizient der Variablen x, 

5) Als Wahrscheinlichkeit einer die Punkte des Phasenraums kennzeichnenden 


Eigenschaft ist dabei das relative Lebesguesche MaB der Menge derjenigen Punkte 
aufzufassen, die diese Eigenschaft aufweisen. Naheres dariber siehe in § 5. 
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und 2, soll eine Funktion von \t —u| allein sein. In allem, was folgt, 
soll demnach die Stationaritaét des behandelten Prozesses diese allgemeinere 
Forderung bedeuten. Der einfacheren Schreibweise halber wollen wir 
dariiber hinaus immer voraussetzen, daB E(a,) = 0, E(x?) = 1 ist, wo 
E hier und im folgenden ein Symbol der mathematischen Erwartung ist. 
E (2,,%,) ist dann der Korrelationskoeffizient der GréBen a, und a,. 
Nach Voraussetzung diirfen wir 


E(x, x.) = R(u —») 


setzen, wo R(t) eine gerade Funktion ist, die wir die Korrelationsfunktion 
des betrachteten Prozesses nennen wollen. Ein stationirer ProzeB heiBe 
stetig, wenn R(+ 0) = 1 ist; im Fall eines stetigen stationiren Prozesses 
ist R(t) eine stetige Funktion; denn fiir 4¢ > 0 ist nach der Schwarz- 
schen Ungleichung 


|R(t+ At) —R(O)| = |B (a, a + 41) — E (ac, @,)| = | B[ae, (ar + 41 — %,)) 
< VE (2) B [ar + 41 — ©") = VE[(e.— a,)*] = V2 VI— R(t) > 0. 


Sind a, und y, zwei stochastisch unabhingige stationire Prozesse 
(dies bedeutet, daB die Variablen a, und y, fiir alle Werte von ¢ und ¢’ 
stochastisch unabhingige Variable sind), so ist, wie man unmittelbar. 
einsieht, auch der ProzeB 2, = %,+-y, stationir. Dasselbe gilt auch 
dann, wenn 2, und y, in stationdrer Weise abhingig sind; das soll be- 
deuten, daB 4{E(x,y,)+ E(%yy,)} eine Funktion von |t’ —¢| allein 
ist. Wir wollen diese Funktion mit o(t’—t) bezeichnen und im Fall 
E (a,) = E(y, = 0, E(a?) = E(y?) = 1 die gegenseitige Korrelations- 
funktion der beiden Prozesse #, und y, nennen. Sind R, (t), R,(t) bzw. 
die Korrelationsfunktionen der Prozesse #, und y, und R(t) die Kor- 
relationsfunktion von 2%, + y;, so ist wegen EF {(a”,-+ y,)*} = 2[1+ @ (0)] 





EB {(x,+y, (ay +¥y)} R, (t—t’) + R, (t—t’) + 20 (t—?’) 


a¢—-)= 31 + oO) 21+ oO) 


und folglich 
(1) o(t) = [1+ e (0) RW) — $[R, () + BR, (0). 


Sind die Prozesse #, und y,, also auch die Funktionen R,(t) und 
R, (t) stetig, so ist wegen 





|e (t') — o(t)| = $| B (xy (ye — yr) + Yo (%r — &)} | 
= VE (as) E (ye — y)*} + + VE(y3) E \(xy — %,)*} 


= 472(1— RF, @— 0) +42 (1-9) 
auch g(t) eine stetige Funktion. 























608 A. Khintchine. 


Im Gebiete der diskreten Reihen von zufilligen Variablen ent- 
sprechen den stationiren stochastischen Prozessen stationdre Reihen 2u- 
jalliger Variablen; man bezeichnet mit diesem Namen zweckmaBig solche 
Reihen, deren Glieder simtlich gleichen Erwartungswert und gleiche 
Streuung besitzen, und in denen der Korrelationskoeffizient zweier Glieder 
eine Funktion ihres gegenseitigen Abstandes in der gegebenen Reihe ist. 
Uber solche Reihen sind einige Untersuchungen von Slutsky‘) und Ro- 
manovsky*) bekannt, die iibrigens hauptsichlich einige Entartungsfiille 
behandeln. Ich habe‘) vor kurzem gezeigt, da®B solche Reihen ganz 
allgemein dem Gesetz der groBen Zahlen unterliegen. Uber den konti- 
nuierlichen Fall ist, soviel ich wei8, bisher nichts verdéffentlicht worden. 


§ 2. 
Allgemeine Form der Korrelationsfunktion im Fall eines stetigen 
stationiren Prozesses. 

Die Theorie, die im folgenden entwickelt werden soll, stiitzt sich in 
allem Wesentlichen auf eine Spektralzerlegung, deren Méglichkeit eine 
charakteristische Eigenschaft der Korrelationsfunktion eines stetigen sta- 
tioniren stochastischen Prozesses bildet. Es gilt namlich folgender 

Satz I. Damit die Funktion R(t) die Korrelationsfunktion eines 
stetigen stationiiren stochastischen Prozesses sei, ist notwendig und hinreichend, 
daB sie sich in der Form 


+o 
(2) R(t) = j cost xd F (z) 
darstellen laBt, wo F(x) eine gewisse Verteilungsfunktion bedeutet. 
Beweis: 1. Die Bedingung ist notwendig. Denn ist R(t) die Kor- 
relationsfunktion eines stetigen stationiren stochastischen Prozesses, so 
ist R(t) stetig und beschriokt. Ferner ist fiir beliebige reelle a, b und 
fiir eine beliebige in (a, 6) stetige komplexwertige Funktion 9 (¢) 


b bb 
OSE \[a idee} = 2 [fx ap (u)p(o)dudo! 


R(u — v) p (u) G(v) du dv. 


Seas 
os 


*) C. R. Acad. Sci. Paris 185, 169 (1927). 

5) Rend. Cire. Mat. Palermo 56 (1932). 

*) Giorn. Ist. Ital. Attuari 8 (1932), 8.267; Rec. math. Soc. Math. Moscou 
40 (1933), S. 124. 
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Nach einem Satz von 8. Bochner’) folgt daraus, daB R(t) in der 
Gestalt 


R(t) = ‘ otar (2) 


dargestellt werden kann, wo F(z) eine nichtabnehmende Funktion mit 
beschrinkter Schwankung ist; wegen der Realitét von R(t) ist 


R(t) = ‘f cost za F (2); 


endlich ist wegen R(0) = 1, F(+ 0)—F(— co) =1, also F(z) eine 
Verteilungsfuaktion. 

2. Die Bedingung ist hinreichend. Denn hat R(t) die Form (2), so 
nehme man eine zufillige Variable 2, die dem Verteilungsgesetz F (z) 
unterliegt; ferner sei y eine zweite, von # unabhangige zufillige Variable, 
welche durch die Wahrscheinlichkeitsdichte 


=| fiir 0 << y < 2a, 


22 
vw =| 
0 fir y << 0 und y > 22 


gekennzeichnet ist. Setzt man 
(3) a, = ¥2cos(y+2t), 
so ist, wie man leicht machrechnet, 

E(x,)=0, E(w?) =1, 


E(x, 2.) = "[ 000 [(u — v)z]d F(z) = R(u — »), 


womit alles bewiesen ist. 

Bemerkung: Die Formel (3) definiert einen stochastischen ProzeB, 
der nur im weiteren Sinne stationir ist. Man kann aber, wie ich einer 
miindlichen Mitteilung von Herrn Kolmogoroff entnehme, leicht einen 
ProzeB mit derselben Korrelationsfunktion angeben, der auch in dem 
urspriinglichen engeren Sinne stationir ist. Man wahlt dazu fiir jedes 
endliche Variablensystem 2,,, %,,, ..., %,, ein n-dimensionales normales 
Verteilungsgesetz, das ja durch die vorgegebenen Korrelationskoeffizienten 
eindeutig festgelegt ist; die Gestalt (2) der Korrelationsfunktion garantiert 
nimlich, daB die im Exponenten auftretende quadratische Form definit 
ausfallt. 


7) Vorlesungen iiber Fouriersche Integrale, Leipzig 1932, S. 76, Satz 23. 
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Haben wir es mit zwei stetigen stationiren Prozessen zu tun, die 
stationér voneinander abhingen, so zeigt die Formel (1), daB® die gegen- 
seitige Korrelationsfunktion g(t) sich in der Form 


(4) o(t) = ‘T cost 2d @ (2) 


darstellen laBt, wo ®(z) eine Funktion mit beschriinkter Schwankung 
im unendlichen Intervall (— co, + co) bedeutet; es ist dabei offenbar 


®(+ cc) —O(— oc) = 0 (0). 


§ 3. 


Eigenschaften der Korrelationsfunktion. 

Aus der in §2 gewonnenen Spektraldarstellung der Korrelations- 
funktion lassen sich viele wichtige Eigenschaften derselben auf elementare 
Weise ableiten. Alle Anwendungen, die wir in diesem und im folgenden 
Paragraphen von dieser Fourierzerlegung zu machen haben, beruhen auf 
folgendem einfachen 

Hilfssatz: Es sei w(x; a,b, ...) eine reelle stetige Funktion der 
reellen Variablen x, die auBerdem noch von den ebenfalls reellen Para- 
metern a, b, ... abhingt und folgende Eigenschaften besitz: 


1. Es gibt eine positive Konstante C, so daf fiir alle zx, a, b, ... 
; |\p(z; a, 6,...)| <0 
ist; 
2. Es gibt eine reelle Zahl 4 von der Beschaffenheit, daB fiir jedes 
feste 6 > 0 und fiir a, b, ... +20 
y(z; a, b,...) + 0 


gleichmapig in |x —A| > 6 gilt; 
3. Es gibt eine reelle Zahl A von der Beschaffenheit, daB fiir beliebige 
feste positive Werte der Parameter a, b, ... und fiir x + 4 


y(z; a, 6, ...) +A 


gilt. 
Ist dann © (x) eine Funktion mit beschriinkter Schwankung in (— , 
+ cc), so gilt fiir a,b, ... + 


+o 


z(a, 6, ...) = j y (x; a, b, ...)d@ (x) + A[G(A + 0) — O(A — O)}. 
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+x 
Beweis: Man setze K = j |d@(z)|; ¢ > 0 sei beliebig vorgegeben; 
man wahle 6 > 0 so klein, daB 


A—o A+d 


(5) [iarmi<g | aroi<g 


a—é A+0 
wird; fiir geniigend groBe Werte von a, 6, ... ist dann wegen 2. 
ly(z;a,b,..)|\ <sy fir |w—Al Ss, 





und folglich 
(6) | yd®(2)| <i 
|z—ij>a 
fiir jede positive Zahl 7 < 6 hat man aber wegen (5) 
) | J veom| <0] jaa) < §; 


n<\|z—Al<d n<|z—al<d 
aus (6) und (7) folgt 
A+y 


x(a, 6, ...) - f y(z; a, b, ...)d@O(z)| <8; 
A—" 








und da hierin 7 beliebig klein ist, folgt nach der Kigenschaft 3 von yp 


wenn nur a, b, ... hinreichend groB sind; damit ist der Hilfssatz be- 
wiesen. 

Wir gehen nun dazu iiber, einige Eigenschaften der Korrelations- 
funktion festzustellen; wir wollen uns dabei mit der gegenseitigen Kor- 
relationsfunktion g(t) zweier stationirer Prozesse befassen, denn es ge- 
niigt ja, diese Prozesse miteinander zu identifizieren, um den Spezialfall 
eines einzelnen Prozesses zu erhalten. 

Satz 2. Die Korrelationsfunktion v (t) besite einen bestimmten Mittel- 
wert, d.h. es ist 


T 

. 1 

=. r | e(t)dt 
0 


vorhanden *). 
8) Den analogen Satz fir diskrete Reihen zufalliger Variablen habe ich 


mittels einer ganz anderen Methode friiher bewiesen [Giorn. Ist. Ital. Attuari 3 
(1932), 267). 
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Beweis: Nach (3) ist 





T +. 
7 | ewat = ec d®(z); 


hierin geniigt y(z; T) = ee offenbar allen Voraussetzungen des so- 


eben bewiesenen Hilfssatzes, wenn man 4 = 0, A = 1 wihlt; folglich ist 
T 


lim 7 | ewa = (+ 0)— H(— 0), 
To 





w. z. b. w. 

Satz 3. Die Korrelationsfunktion o(t) apt sich in der Gestalt einer 
Summe 

o(t) = 0, () + o2(¢) 

darstellen, wo o,(t) fastperiodisch ist und {o,(t)}* den Mittelwert Null hat. 

Beweis: In (4) zerlege man ®(z) in zwei Summanden 

(xz) = D, (xz) + , (2), 

von denen ®,(z) ein Punktspektrum hat, waihrend ,(z) stetig ist, 


und setze 
+2 +2 


0, (t) = { costa d®, (2), 0, (t) = { costrd®, (2), 
so daB o(t) = oe, (t) + 0, (t) wird. 0, (t) ist die Summe einer gleichmiBig 
konvergenten trigonometrischen Reihe und folglich fastperiodisch. Anderer- 
seits ist aber 
T 


T + 
7 | lawitdae= a] {[ [ecostzcosr yd, (2) do, (y)} 


{| [cost (z+ y) + cost (x — y)} dt] d®, (z)d®, (y) 


I 
SI a 
Le | 
+. 
Lda 


= oe 


+ 2% +o 


1 sin 7 (x + y) sin T (x — y)) . 
z | 4%) | Fats + Tay 12%). 





+o 


sin T (x — y) , : _ sin T(xz—y) _. 
Im Integral { —Faay ¢%(2) ist aber y(z; T) = er wieder 


eine Funktion von der im oben bewiesenen Hilfssatz betrachteten Art, 
wenn man A4=y, A=1 wihlt; folglich konvergiert dieses Integral 
fiir T + co gegen D,(y + 0) — D,(y — 0) = 0, und zwar gleichmiaBig in 
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bezug auf y, wie man leicht daraus erschlieBt, daB die Funktion ®, (z) 
in (— co, + cc) von beschrinkter Schwankung und folglich gleichmaBig 
stetig ist. Und da offenbar dasselbe auch fiir das andere Integral 


+o 


sin T(z +9) 
| “rere ame) 


stattfindet, so konvergiert auch der ganze Ausdruck fiir T + oo gegen 
Null, w. z. b. w. 


§ 4. 
Gesetz der groBen Zahien. 

Es ist eine der wichtigsten Eigenschaften der stationiren Reihen 
und Prozesse, daB sie eine Stabilitét der arithmetischen Mittelbildungen 
aufweisen oder, wie man in der Wahrscheinlichkeitstheorie zu sagen pflegt, 
dem Gesetz der groBen Zahlen unterliegen. Fiir einen stationaren stochasti- 
schen ProzeB hat das folgende Bedeutung: man setze 


T 


§ (7) = z{ ov, dt; 
0 
sind dann ¢ und 6 beliebig kleine positive Zahlen, so ist fiir hinreichend 
groBes 7 und fiir alle U > 0 die Wahrscheinlichkeit der Ungleichung 
|e(T+ U)—€E(T)| > « 

kleiner als 6. 

Um dies einzusehen, geniigt es nach der Tschebycheffschen Un- 
gleichung zu beweisen, daB fiir JT + oo gleichmaBig in bezug auf U > 0 


u(Z, U) = B((e(T + U)— &(T)P} +0 
gilt. 


Beweis: Es ist 
T+U 


T 
[§(7+U)—e(TP = mri | [7 w,dt— (1 +0) { nat] 
T+U T 


2 
= ROT worrerlt| w,dt—U jr 
T+UT+U TT 
= mrs F ol [| [ar ietaaas 
. = 00 


Ss 


+U 


_2uUT |=, aydude], 
T 
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und folglich wegen E(x, 2#,) = R(u — v) 
uve 7 
1 


AS ol | | R(u— )dudv+0"| | R(u—v)dude 


60 


u(T, U) = 


T T+U 


—2UT (u — v) dudv}. 
J }* 
Setzt man hierin nach (2) 
+o 
R(u—v) = { cos [(u — v) x] d F(z), 


so ergibt eine elementare Rechnung 


+o 


nt = arom GE) + HEE) 








_g mits miu: (P+) aP (a, 


4Tx 4Uc 
Wenn nun fiir T + cc U beschriankt bleibt, wird der vor dem Integral 
stehende Faktor unendlich klein, und folglich konvergiert u(7, U) gegen 
Null. Wird aber U unendlich groB, so geniigt offenbar der Integrand 
y(z; U, T) allen Voraussetzungen des im §3 bewiesenen Hilfssatzes, 
wenn man daselbst A = 0, A = 0 setzt. Es ist folglich auch in diesem 
Fall «(7, U) +0, und damit ist die Behauptung vollstandig bewiesen. 
Fiir stationire Reihen habe ich den Beweis des analogen Satzes 
mittels ganz anderer Methoden schon friiher gegeben’). 


§ 5. 
Mechanische Anwendungen. 


Die in den vorstehenden Paragraphen geschilderte Methode steht in 
naher Beziehung zu einigen Untersuchungen iiber allgemeine dynamische 
Probleme, die in der letzten Zeit von Koopman, v. Neumann und E. Hopf 
ver6ffentlicht wurden"). Sie unterscheidet sich von der Koopman- 
v. Neumannschen Methode hauptsichlich dadurch, daB Operatoren- 
betrachtungen bei der hier gegebenen Anordnung vermieden werden 
kénnen. Die entsprechenden mechanischen Sitze erscheinen dabei nicht 


») Val. *). 

10) Vgl. insbesondere J. v. Neumann, Proof of the quasiergodic hypothesis, 
Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 18 (1932), 70; B.O. Koopman and J. v. Neu- 
mann, Dynamical systems of continuous spectra, ibid. 18 (1932), 255. 
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als Folgerungen, sondern bilden lediglich eine Umdeutung der hier ent- 
wickelten Theorie; ich habe diese Satze vor einigen Monaten in einer 
Note") zusammengefaBt. 

Ist V der endlich vorausgesetzte Phasenraum eines Hamiltonschen 
Systems, E eine im Lebesgueschen Sinne meBbare Punktmenge in V von 
positivem Ma8 m(H), F eine andere ebensolche Menge, und bedeuten 2, 
bzw. F, die Mengen, in welche FE bzw. F nach Abschlu8 einer Zeitstrecke ¢ 
iibergehen, so betrachte man die Funktion 

“(t) = $[m(E,F) + m(EF,)). 

Wie oben, kann leicht gezeigt werden, daB® diese Funktion eine 
Spektralzerlegung der Form (4) zulaBt; denn ist P, der Punkt von JV, 
in welchen der Punkt P nach Ablauf der Zeitstrecke ¢ iibergeht, und 
bedeutet »(P) 1 oder 0, je nachdem P c £ oder P ¢ E£ ist, und p(P) 
die entsprechende Funktion fiir die Menge F, so ist offenbar 


u(t) = + [p(Pd y(P) + o(P)y(PdI4¥, 

wo das Integral iiber den ganzen Phasenraum V zu erstrecken ist; diese 
Integration ist hier das Analogon der Bildung von mathematischen Er- 
wartungen, und erlaubt infolgedessen alle Schliisse, die wir in §2 ge- 
zogen haben. 

Aus der so gewonnenen Spektraldarstellung ergeben sich nun un- 
mittelbar die Analoga der Satze 2 und 3 von §3: die Existenz von 

T 


. 1 , 
im r| u(t)dt und die Zerlegung y(t) = uw, (t) + u,(t), wo mu, (t) fast- 


? 


periodisch und lim | {u,(t)}*dt = 0 ist. Das Gesetz der groBen Zahien 
T><« 


0 
in seiner in §4 dargestellten Form la8t sich als der v. Neumannsche 
», Quasiergodensatz“ deuten. 


Moskau, Mathematisches Institut der Universitit. 


11) Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 19 (1933), 567. 


(Eingegangen am 2. 5. 1933.) 








Berichtigung 


zu der Arbeit von Hans Fitting: ,,Theorie der Automorphismenringe 
Abelscher Gruppen und ihr Analogon bei nichtkommutativen Gruppen“, 
Math. Annalen 107, 8.514—542 (im folgenden mit F zitiert). 


In §5 von F (S.520—521) ist unter den Postulaten, die den Begriff eines 
»»Bereiches“ definieren, das Aziom c) (F, S.521 oben) zu atreichen, da es —- wie 
einfache Beispiele bestétigen — fir die Automorphismen einer Gruppe nicht erfillt 
zu sein braucht, die daher erst nach Fortlassung der Forderung c) éinen ,,Bereich“ 
bilden. 

Alle entacheidenden Resultate von F bleiben von dem Fortfall des Axioms c) un- 
bertihrt, der nur die beiden folgenden Anderungen notwendig macht: 

1. Am SchluB von F, §5 (8.521) wird das Axiom c) zum Beweis der Be- 
merkung, daB ein Bereich, der neben 0 und 1 auch —1, d.h. die Lésung der 
Gleichung 1 + z — 0 enthalt, ein Ring im gewdhnlichen Sinne sein miisse, wesent- 
lich benutzt. Diese Bemerkung ist daher fortzulassen; im Spezialfall des Auto- 
morphismenbereichs einer Gruppe bleibt sie jedoch bestehen, da —P, = (A-»A-") 
nur bei Abelschen Gruppen ein Automorphismus (vgl. F, § 10, 1. Absatz, S. 525 
oben) und der Automorphismenbereich bei Abelschen Gruppen ein Ring ist. 

2. Im letzten Absatz von F, § 6 (S. 522) ist die Definition fir Produkt und 
Summe der Ideale eines Bereiches zu andern, weil sonst in einem Bereich Ideal- 
produkte und -summen nicht wieder Ideale zu sein brauchen. Um das Produkt 
@,-...-@, baw. die Summe (a,,...,a,) der Ideale a,,..., a, eines Bereichs zu 
erhalten, bilde man alle Produkte p = a,-...-a, bzw. alle Summen # = a, +... 
+a, mit a,¢a, (letatere natirlich nur, soweit sie definiert sind) und alle Aus- 
dricke von der Gestalt: 


{((P. + Ps) + (Ps + Pa) + [6 + Po) + (Pr + Ps))} + --- 


(LC 4, + 4) + (4s + #4)) + (045 + 86) + (47 + 48))) + +++ 
in denen immer nur endlich viel Glieder p,, p,, ... bzw. 4,, %,... auftreten und 
alle vorgeschriebenen Additionen ausfihrbar sein sollen. 


Hans Fitting. 
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Im folgenden soll die Gruppe der Abbildungsklassen') fiir die von 
n Punkten berandete Kugel und fiir den von zwei Punkten berandeten 
Torus untersucht werden, und zwar sollen fiir die betreffenden Gruppen 
jeweils Systeme von Erzeugenden und definierenden Relationen angegeben 
werden. Dabei sollen zugleich die auftretenden Relationen auf ihre geo- 
metrische Bedeutung hin untersucht werden und insbesondere der sich 
gruppentheoretisch ergebende Zusammenhang zwischen den Abbildungen 
der von n Punkten berandeten Kugel auf sich und den Artinschen Zépfen*) 
auch durch eine topologische Konstruktion nachgewiesen werden. Eine 
neue, gruppentheoretische Ableitung fiir die Relationen der Zépfegruppe 
wird sich dabei mit ergeben. Fiir den von n Punkten berandeten Torus 


1) Zwei topologische Abbildungen einer Flache auf sich heiBen zur selben 
Klasse gehérig, wenn sie sich nur um eine stetig in die Identitét iberfibrbare 
Abbildung unterscheiden. Vgl. etwa J. Nielsen, Untersuchungen zur Topologie der 
geschlossenen zweiseitigen Flaichen. Acta Mathematica 50 (1927), S. 265. 

2) E. Artin, Theorie der Zépfe. Abh. Math. Sem. Hamb. Univ. 4 (1926), 
8. 47—72. 
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wird ein rekursives Verfahren zur Aufstellung von Erzeugenden und de- 
finierenden Relationen fiir die Gruppe der Abbildungsklassen angegeben. 
Die Struktur dieser Gruppe und der Zépfegruppe wird dabei einigermaBen 
klargestellt. 

Die Gruppen der Abbildungsklassen zweiseitiger Flaichen auf sich 
sind fiir den Fall der unberandeten Flaichen vom Geschlecht < 1 seit 
langem bekannt. Der erste, der sich allgemein mit dieser Frage fiir be- 
liebiges Geschlecht und beliebige Zahl der Randpunkte beschiftigt hat, 
ist meines Wissens R. Fricke*), der mittels seiner Theorie der kanonischen 
Diskontinuitatsbereiche ebener nichteuklidischer Bewegungsgruppen in allen 
Fallen Erzeugende fiir die Gruppe der Abbildungsklassen angibt. Fiir 
den Fall eines Geschlechtes > 2 scheint es mir nicht sicher zu sein, dab 
seine Ableitung, die sich auf Arbeiten friiherer Autoren iiber die Trans- 
formation der Abelschen Integrale erster Gattung bei Anderungen des 
kanonischen Schnittsystems einer Riemannschen Fiiche sstiitzt, vdllig 
stichhaltig ist. Fiir den einzigen hier sonst noch behandelten Fall, 
namlich fiir den Fall des geschlossenen Doppelringes, stimmen seine Re- 
sultate mit denen von M. Dehn‘) und R. Baer‘) iiberein. Fiir den Fall 
des Ringes mit einem und der Kugel mit vier Randpunkten leitet Fricke °) 
auch die Relationen fiir die Gruppe der Abbildungsklassen ab. 

Besonders erwaéhnenswert sind in diesem Zusammenhang die weiteren 
Untersuchungen von Fricke iiber dieses Thema. Fricke zeigt, daB sich 
in allen Fallen die Gruppe der Abbildungsklassen als Gruppe von bi- 
rationalen Transformationen in sich eines algebraischen Gebildes in einem 
Raum von hinreichend vielen Dimensionen darstellen liBt, wobei die 
Gruppe auf dem algebraischen Gebilde (genauer fiir einen geeignet ab- 
zugrenzenden Teil desselben) einen Diskontinuititsbereich besitzt. Dieser 
Diskontinuitaétsbereich besitzt gleichzeitig eine interessante funktionen- 
theoretische Bedeutung, die sich fiir den Fall der geschlossenen Flachen 
von einem Geschlecht > 2 besonders einfach etwa folgendermaBen aus- 
sprechen laBt: 

Jeder kanonischen Zerschneidung einer geschlossenen Riemannschen 
Flache des betreffenden Geschlechts p > 2 entspricht eindeutig ein Punkt 
unseres algebraischen Gebildes, das in diesem Fall 6 p — 6 (reelle) Dimen- 
sionen besitzt. Rechnet man zwei Fliachen als gleich, wenn sie sich 
konform aufeinander abbilden lassen, und nennt man zwei kanonische 


8) R. Fricke und F. Klein, Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen 
Funktionen, Bd. 1, Leipzig 1897, Abschnitt 2, Kap. 2. 

*) Baer, Journ. f. Math. 156 (1927), 159 (1928). 

5) Siehe *) und ,,Uber die Theorie der automorphen Modulgruppen“, Gottinger 
Nachrichten 1896. 
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Schnittsysteme auf der Fliche gleich, wenn sie sich stetig auf der Flache 
ineinander iiberfiihren lassen, so entsprechen die kanonisch zerschnittenen 
Flichen umkehrbar eindeutig den Punkten (eines Teils) unseres algebrai- 
schen Gebildes, wahrend die Gesamtheit der verschiedenen konform nicht 
aufeinander abbildbaren Flichen gerade umkehrbar eindeutig auf den 
Diskontinuitatsbereich der Gruppe der Abbildungsklassen, — dargestellt 
als Gruppe von birationalen Transformationen des algebraischen Gebildes 
in sich — bezogen sind. Damit ist gleichzeitig eine Lésung des Problems 
von Riemanns 3p— 3 (komplexen) Moduln gegeben; die Gruppe der 
Abbildungsklassen der Flache auf sich, dargestellt durch birationale Trans- 
formationen, nennt Fricke deshalb ,,automorphe Modulgruppe“; sie spielt 
fiir die Riemannschen Flichen eines Geschlechts p > 2 dieselbe Rolle, 
wie die Modulgruppe fiir den Fall p = 1. 


Die Abbildungen 
der von n Punkten berandeten Kugel auf sich. 


§ 1. 
Die Gruppe der Abbildungskiassen, 

Die Fundamentalgruppe der von » Punkten berandeten Kugel wird 
erzeugt von n Elementen u,, %,, ..., U,, die den m Umliufen um die 
Randpunkte entsprechen. Zwischen ihnen besteht nur die eine Relation 
(1) U, Uy...U, = 1. 

Wir wollen uns auf Abbildungen mit Erhaltung der Indikatrix be- 
schrinken. Da es uns ferner nur um die Abbildungsklassen zu tun ist, 
diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da8 der zur 
Definition der Fundamentalgruppe erforderliche Bezugspunkt P, d. h. der 
einzige gemeinsame Punkt der Umliufe u,, u,, ..., U,, bei unserer Ab- 
bildung in sich iibergeht, da wir dies durch Hinzufiigen einer geeigneten 
zur Klasse der Identitaét gehérigen Abbildung stets erreichen kénnen. Die 
Kurven der Fundamentalgruppe gehen dann bei der Abbildung notwendig 
wieder in solche iiber, und insbesondere miissen die Umliufe u,, u,, ..., up 
um die Randpunkte in ebensolche iibergehen, und zwar wegen der 
vorausgesetzten Erhaltung der Indikatrix in gleichorientierte. Die den 
neuen Umlaufen w;, u, ..., u, zugehérigen Elemente der Fundamental- 
gruppen miissen somit die Form besitzen: 

(2) u, = T,u, T;* (vy, & ot 1, 3, ..., 2), 
wobei die J, geeignete Elemente der Fundamentalgruppe sind, und 
die k, eine Permutation der Indizes von 1 bis n darstellen. Sie soll 
,die der Abbildung zugeordnete Permutation“ heiBen. Da sich ferner 
41* 
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die Elemente u, durch die u, ausdriicken lassen miissen, und da auBerdem 
natiirlich auch fiir die u} die Relation 


(3) U,U,...u, = 1 


bestehen muB, gehért zu jeder Abbildung ein die Bedingungen (2) und (3) 
befriedigender Automorphismus der Fundamentalgruppe. Die Gesamt- 
gruppe dieser Automorphismen werde mit & bezeichnet; sie enthilt offen- 
bar die Gruppe 3 der inneren Automorphismen. Man wei nun‘), daB 
die Gruppe der Abbildungsklassen notwendig mit einer Untergruppe von 
%/3 isomorph ist, da die inneren Automorphismen die einzigen sind, die 
von zur Klasse der Identitit gehérigen Abbildungen erzeugt werden 
kénnen. 

Die Beziehung 
(4) Y= AS 
wird sich spiter (§ 2) dadurch von selber ergeben, daB wir zu den & er- 
zeugenden Automorphismen Abbildungen angeben, die diese induzieren, 
so daB dann & wirklich mit %/S selber isomorph sein muB. 

Um nun die Erzeugenden und Relationen von & aufzustellen, unter- 
suchen wir zunichst eine Untergruppe U, vom Index n von U, wobei U, 
die Gruppe 3 als Untergruppe enthalt; &, sei dabei die Gruppe der Auto- 
morphismen, die auBer den Bedingungen (2) und (3) die weitere 
(5) w, = Tu, T;' 
erfiillen, fiir die also die nach (2) zugeordnete Permutation nur die In- 
dizes 2 bis n permutiert. Da alle inneren Automorphismen zur identischen 
Permutation gehéren, ist 


(6) UY, =~ A/S 


eine Untergruppe vom Index n in &, deren Erzeugende und definierende 
Relationen zunichst bestimmt werden sollen. Dazu bemerken wir, daB 
wegen (1) und (3) aus (5) sofort 


(7) ...%, = Tia, ....4,7;' 


folgt. Driicken wir hierin die Erzeugende u,, welche ja héchstens noch 
in 7, auftreten karn, durch u, ...u, vermége (1) aus, und verfahren wir 
genau so mit wu, in den T, in 

(8) u, = T,u,, Ty" (v, k, = 2, ..., n), 


®) Siehe z. B. '), S.281. Der Beweis fiir berandete Flachen laBt sich auf 
den Fall der geschlossenen Flachen zuriickfibren, indem man die Punkte durch 
»»Lécher“ ersetzt, und diese durch aufgesetzte gelochte Ringe schlieBt. Man hat 
dann Abbildungen der so entstehenden geschlossenen Flache zu untersuchen, bei 
denen die aufgesetzten Ringe punktweise festbleiben. 
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so gehen die Beziehungen (7) und (8) in identische Beziehungen zwischen 
den freien Erzeugenden u,, ..., u, tiber. Durch Hinzufiigen eines geeig- 
neten Automorphismus aus 3 kénnen wir offenbar stets erreichen, daB 
in (7) T, =1 wird; in jeder Nebengruppe von 3 in Y, liegt also ein 
Automorphismus, fiir den au®er (8) noch 

(9) Uy... Uy = Uy... Uy 

identisch in den u, mit » > 2 gilt. Die Gruppe der (8) und (9) be- 


friedigenden Automorphismen werde mit 3,-, bezeichnet. Ist D der 
Durchschnitt (3, 3,—;), so ist also A, = 3,~-, Dd. 
Um 3D, d.h. die in 3,—, enthaltenen inneren Automorphismen zu 


bestimmen, benutze man, da8 aus der Beziehung (9) und u, = Tu, T-! 
die weitere 
(10) Te, ...%y 2) SH... 


folgt. Hieraus folgt aber, daB T eine Potenz von u,...u, sein muB. 
Das liBt sich entweder elementar und direkt folgern’), oder auch mit 
Hilfe eines Satzes von Schreier*), demzufolge JT und u,...u, in der von 
Uy, ..., U, erzeugten freien Gruppe eine freie Untergruppe erzeugen; diese 
kann nur dann abelsch sein, wenn sie zyklisch ist, und 7 und uw, ... u, 
miissen somit Potenzen eines und desselben Ausdrucks in u,, ..., &,, sein; 
da u,...u, keine andere als die + 1-te Potenz eines Elementes aus der 
VON Us, ..., U, erzeugten freien Gruppe sein kann, ist unsere Behauptung 
bewiesen. D ist also eine zyklische von dem Automorphismus 
(11) w= Tu,T-', T=... ty (y = 2,..., 2) 
erzeugte Gruppe. 

Die Gruppe 3,—, ist nun nach E. Artin*) wohl bekannt; sie ist 
nichts anderes als die Gruppe der Zépfe von m — 1 Fiiden; als ihre Er- 
zeugenden lassen sich die Automorphismen 


(12) Uy = Up ea, Wer = UU May (i = 2,...,."—1), 
Up = Uy (k = 2,....8, k +4, 4+1) 

wahlen, die bzw. mit o;(¢ = 2, ..., » — 1) bezeichnet werden sollen, und 

als definierende Relationen kann man das System 

(13) O40) 440; = 04410; 04 41 (i, k = 2,...,n— 1), 
o;0,0;'o;' = 1 (@ + k+1, k—1) 


wihlen. Der spezielle Automorphismus (11) driickt sich durch die a; als 
(6, ...@,—,)'~" aus, so daB wir in den o, mit den Relationen (13) und 


(14) (a, ... Gn—,)"*~' = 1 
7) Nach einer miindlichen Mitteilung von Herrn Bernhard Neumann. 


$) Die Untergruppen der freien Gruppen, Abh. Math. Sem. Hamb. Univ. 6 
(1927), S. 168 ff. 
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ein vollstindiges System von Erzeugenden und definierenden Relationen 
fiir U, = 3,--,/D besitzen. 

Um von hier aus zu einem ebensolchen System fiir die Gesamt- 
gruppe & der Abbildungsklassen zu kommen, fiihren wir zunichst als 
weitere Erzeugende den Automorphismus 
(15) U; = %,, Uy = Uy’, U,, Hy = Uy (& = 3, ..., #) 
ein, der o, heiBe. Da die den Automorphismen o, mit i = 1, .... n—1 
durch (2) zugeordneten Permutationen die Transpositionen (i, i+ 1) 
sind, folgt, da8 sich mit Hilfe der o, zu allen Permutationen der Indizes 
1, 2, ..., » dieselben induzierende Automorphismen konstruieren lassen; 
gema8 der Definition von 4, wird also UM von den a, erzeugt. Dieselben 
sind offenbar gleichzeitig die Erzeugenden der Zépfegruppe 3, von 
n Faden, so daB zwischen ihnen gemaB (13) die Relationen 


oa ae $= ]1,...,#—l, 
(13a) 4Fi+1 AP lp 1FF+1 (aa oe) 
ara t k+i+1, 1-1 

bestehen. Y ist also eine Faktorgruppe von 3,; das Bestehen der Re- 
lation (14) ist aber zur Definition von & nicht ausreichend. Um alle 
Relationen von UM zu bekommen, hat man so vorzugehen: 3, ist als eine 
Gruppe von Automorphismen der freien, von wu,, u,, ..., U, erzeugten 
Gruppe %, erklirt; ihre Automorphismen sind gleichzeitig solche der 
freien, von U,,..., U, erzeugten Faktorgruppe §,,—.:, d. h. der Funda- 
mentalgruppe der berandeten Kugel. Diejenigen Automorphismen aus 3,,, 
die in §,—, innere Automorphismen induzieren, sind gleich eins zu setzen, 
wenn man & erhalten will. Zu jedem Automorphismus aus 3, gehért 
gemaiB (2) eine Permutation; da zu inneren Automorphismen von §,- , 
notwendig die identische Permutation gehért, liegen die inneren Auto- 
morphismen von §,—, notwendig schon in der Untergruppe 3‘ von 3,, 
die von all den Automorphismen gebildet wird, deren zugehérige Permu- 
tationen den Index 1 festlassen. 3 ist vom Index » in 3,; als Re- 
prisentanten der rechtsseitigen Nebengruppen von 3 in 3, kénnen wir 
auBer dem Einheitselement die n — 1 Elemente 

(16) 8, = 0,0, ... Oy (E = 1, 2, ...,#—1) 
wihlen, denen bzw. die zyklischen Permutationen 

(1, 2, ..., &, K+ 1) 


der Indizes 1 bis n zugeordnet sind. In der Tat laBt sich jede Permu- 
tation in der Form 


m,:(1, 2, .. k, k+1) 
darstellen, wobei 2, eine den Index 1 festlassende Permutation bedeutet. 
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Nach einem bekannten Verfahren von K. Reidemeister®) ergeben sich 
hieraus als Erzeugende von 3” die folgenden: 
0, (vy = 2,...,n—1); 
(17) ae 9-1 en a 
Ty = GO, Oy ... O71 Oj Oj-4 ... OF Gj («= 1,...,”—1). 
Eine leichte Rechnung ergibt, daB die t; bzw. die folgenden Auto- 
morphismen von ,—, sind: 
Uy = Uy (& = 2, ..., 6, 6+ 2, ..., ®), 
(17 a) 7 =" —1,,-1 -1 
Upar = Upen «++ Un ty... Ug U4, Uy... Ug Un ..- Upeo. 
Wir haben nun zu den in 3) bestehenden Relationen so viele weitere 
hinzuzufiigen, da8 die dadurch entstehende Faktorgruppe mit der durch 
(13), (14) definierten Gruppe 3,—.1/D isomorph wird. Da zwischen den 
Gy, ---) O—, genau die Relationen (13), (14) bestehen miissen, wird es 
jedenfalls fiir unsere Zwecke ausreichen, wenn wir die auBer den a, (v > 1) 
in 3 noch auftretenden Erzeugenden t, durch die o, ausdriicken kénnen. 


Bezeichnen wir mit 3, allgemein denjenigen inneren Automorphismus 
von §,—1, welcher jedem Element z das Element T~-'z T zuordnet, so 
folgt aus (17a) und (17) 


=o = Suz... (8s ee 


(18) und fir i > 1, 
3 ~71 -1 .-1 
Ty = GO, Gq --- G—-1. Gj Gj-4 --- Og Gy = 
-1 -1 -1 - 1 —1 1 1 
Surg oss ty My pg se Os ...0g* (Bg... Ogura’ "Gp 00. Opa Onna oo O42 


Indem wir hier die inneren Automorphismen gleich eins setzen, erhalten 
wir ein Relationensystem der gewiinschten Art zwischen den 1, und g,. 
Statt dessen kénnte man natiirlich auch ein beliebiges anderes Relationen- 
system wihlen, das gestattet, die t, durch die o, auszudriicken. Fiir die 
geometrische Interpretation ist es zweckmaBig, statt (18) das folgende 
System zu wiahlen: 


o} (6, ... 6,—,—* = 1, 


(o, o,)° (6, ... 6, —)°—* = 1, 


(19) (a, ... Gp—1)* (On 43 .-- Op—s}*~* = 1, 


*) Abh. Math. Sem. Hamb. Univ. 5 (1927), S. 9—13. 
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DaB die linken Seiten dieser Relationen innere Automorphismen von 
Wn—1 ergeben, somit gleich eins zu setzen sind, ist leicht einzusehen, da 
(o, ... o,—,)* der Automorphismus 


k) 
k) 


u, = (u, ... uy)~* ut, ... Uy (— 
U; = U,; (‘> 
(¢ = 1, ..., ®) 


ist. Ferner ist klar, daB sich die linken Seiten durch die t,, o, aus (17) 
ausdriicken lassen miissen. Wir haben nun nur noch zu zeigen, daB dies 
in einer Weise geschieht, die es gestattet, die +, durch die o, auszudriicken. 
Dazu beriicksichtigen wir die aus (13a) zu folgernden Relationen’’) 
(13b) Op—y - +. G, = (G, ... Se—a}°~* (Gq... Op—1)~***, 
die zusammen mit der nach (17) evidenter Relation 
O, «++ UF 10—-1---GO, = Ty-1--- Ty 
fiir (0, ...o,—,)* den Wert 
(Tq—, ... T,) (Gy... Gx—sh~* 

ergibt. Dieser in die (k — 1)-te Relation (19) eingesetzt, zeigt also, dab 
sich mittels (19) und (13a) die rt, durch die o, (vy = 2,...,n—1) aus- 
driicken lassen. 

Damit ist endgiiltig gezeigt, daB fiir die von a,, a4, ..., Gn—y erzeugte 
Abbildungsgruppe U die Relationen (14), (13a), (19) ein vollstdndiges System 
von definierenden Relationen bilden (siehe auch Ende von § 3). 


§ 2. 
Uber den Znusammenhang zwischen Zépfen und Abbildungsgruppen. 

Es sollen hier die Resultate des § 1 geometrisch interpretiert werden. 
Dabei ist erstens noch nachzuweisen, daB den in §1 gefundenen Er- 
zeugenden 4@,, ,, ..-,%,—, der Abbildungsgruppe auch wirklich Abbildungen 
der von » Punkten berandeten Kugel auf sich entsprechen: die o, waren 
ja zunachst als Automorphismen der Fundamentalgruppe und nicht als 
Abbildungen gefunden worden. Es handelt sich dabei aber nur um die 
gut bekannte Tatsache, daB es méglich ist, eine Kreisscheibe, aus der 
zwei Punkte herausgenommen sind, in der in Fig. 1 skizzierten Art auf 


1”) Nach *), S. 52, Gl. 12 ist . 
fir 1 =i < k—1, also fir (—1 Z2i+l1 


O, ++» O,_,0,0;1,-..0;7' = G4, 
O, = (0, +++ _y)P—-1 4, (9, «+» | _,)P-4 also 
Opie, = (2, ote o,_,)'—*4, {(7, +++ Oy_,)~10,}*-2 


= (¢,... o,_,)§-%a, (4, +++ &_,?-*§ = (4, ++: o,_,)'-1 (9, soe O_,)t-4, 
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sich abzubilden: Sind P der feste Punkt, durch den die Kurven der 
Fundamentalgruppe gehen, P, bzw. P, die beiden ,,inneren‘‘ Randpunkte, 
und u, bzw. u, die einfachen Umlaufe um dieselben, so souen bei der 
Abbildung der ,,éuBere‘‘ Rand in sich, u, bzw. u, in Kurven, die mit u, 
bzw. u;* u,u, homotop sind und schlieBlich P, in P, und umgekehrt P, 
in P, iibergehen. 

Zweitens soll jetzt eine geometrische Interpretation fiir den Zu- 
sammenhang der Abbildungsgruppe mit der Zépfegruppe gegeben werden. 
Zu diesem Zweck kann man davon ausgehen, daf eine beliebige topo- 
logische Abbildung der Kugel auf sich, bei welcher die Indikatrix erhalten 
bleibt, sich stetig in die identische Abbildung iiberfiihren laBt; genauer 
gesagt, ist es méglich, eine Schar A (t) von Abbildungen zu finden, welche 
stetig von einem Parameter 0 < t < 1 abhingen, derart, daB A (0) die 
Identitat und A(1) die zu betrachtende Abbildung ist. Denken wir uns 





Fig. 1. 


nun die Kugel als wirkliche Kugel im Euklidischen Raum, und verbinden 
wir mit dem ProzeS des Abbildens der Kugel auf sich ein ,,Aufblasen“ 
derselben, indem wir die urspriingliche Kugel mit dem Radius r durch 
A(t) nicht auf sich selbst, sondern auf eine konzentrische Kugel mit dem 
Radius r +t abgebildet denken, — wobei also ein Punkt P, der bei der 
Abbildung A(t) in einen Punkt P’ der urspriinglichen Kugel iibergehen 
wiirde, in einen mit P’ auf demselben Radius liegenden Punkt der 
konzentrischen Kugel mit dem Radius r-+-¢ iibergehen soll. Die Bahn 
eines Punktes wihrend der Abbildung ist dann eine stetige Kurve, die 
den urspriinglichen Punkt P mit einem Bildpunkt P, auf der Kugel vom 
Radius r + 1 verbindet, und jede zwischen diesen Kugeln — der ,,inneren“ 
vom Radius r und der ,,iuBeren“ vom Radius r+ 1 — liegende konzen- 
trische Kugel genau einmal schneidet. Das zwischen beiden Kugeln liegende 
Gebiet wird also durch diese Bahnkurven einfach und liickenlos iiberdeckt. 

In jeder Abbildungsklasse der von » Punkten berandeten Kugel gibt 
es nun eine Abbildung, die sich zu einer Abbildung der unberandeten 
Kugel auf sich erginzen la8t. Dies laBt sich z. B. mit Hilfe von Fig. 1 
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und der eingangs gemachten Bemerkung iiber die Erzeugung der Abbildungs- 
klassen zeigen. 


Eine solche denke man sich vorgenommen und in der eben charakteri- 
sierten Art als Abbildung der Kugel auf eine mit ihr konzentrische 
Kugel dargestellt. 


Die von den n Randpunkten ausgehenden Kurven miissen dann in 
der auBeren Kugel in den Bildern dieser Randpunkte endigen, d. h. also 
in den radial iiber den Randpunkten der inneren Kugel liegenden Punkten. 
Diese n Kurven, die die Randpunkte der inneren und der auBeren Kugel 
verbinden, bilden nun nach dem oben geschilderten Charakter derselben 
ein zopfartiges Geflecht, das zur Charakterisierung der betreffenden Ab- 
bildungsklasse dienen kann. 


Dazu betrachte man auBer der Bahn der Randpunkte auch noch die 
dem Bezugspunkt P der Fundamentalgruppe zugeordnete Kurve. Es 
mége zur Vereinfachung der Darstellung zuniichst angenommen werden, 





Fig. 2. 


da8 P sich bestindig radial bewegt, und daB ferner die » Randpunkte 
mit P zusammen auf einem Grofkreis der Kugel liegen, und da8 -schlieB- 
lich die die Randpunkte verbindenden Kurven sich so auf die Ebene 
dieses GroBkreises projizieren lassen, da8 ihre Projektionen die Bahn von 
P nicht schneiden (siehe Fig. 2). Die » den Randpunkten zugehérigen 
Kurven oder Faden bilden dann gerade einen Zopf, dessen ,,Rahmen“ ") 
statt aus parallelen Graden aus konzentrischen Kreisbégen besteht. Als 
Umlaufe u,, u,, ..., U, der Fundamentalgruppe der Kugel kann man 
dann gerade die von Artin eingefiihrten Umlaufe™) von P aus um die 
einzelnen Faden des Zopfes einfiihren, und man sieht gleichzeitig, daB 
die Substitution, die diese Umlaufe erleiden, wenn P von der inneren 
nach der auBeren Kugel gleitet, gerade einen der Abbildung zugeordneten 
Automorphismus der Fundamentalgruppe darstellt. 


1) Siehe loc. cit. *) 8.47, 58 und Fig. 11. 
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Ks ist also zwar ein vorgegebener Zopf zur Charakterisierung einer 
Abbildungsklasse ausreichend, aber es gilt nicht das Umgekehrte; vielmehr 
gibt es im allgemeinen unendlich viele Zépfe, mit Projektionen, die sich 
nicht mit Hilfe der von Artin") angegebenen ,,erlaubten“‘ Deformationen 
ineinander iiberfiihren lassen und zur Abbildungsklasse der Identitit ge- 
héren; dies entspricht dem gruppentheoretischen Sachverhalt, wonach die 
Gruppe der Abbildungsklassen eine Faktorgruppe der Zépfegruppe ist. 
Als Griinde dafiir sind anzusehen erstens, daB zu den von Artin an- 
gegebenen Zopfdeformationen hier noch weitere hinzukommen, die zu 
neuen Zépfen derselben Abbildungsklasse fiihren, nimlich das Hiniiber- 
ziehen eines Fadens ,,von auBen“ iiber die ganze innere Kugel hinweg 
{siehe Fig. 3), und zweitens die Tatsache, daB die oben gemachte Voraus- 


2’ J ¢’ 





Fig. 3. 


setzung iiber die Bahn des Punktes P wesentlich einschrinkend war; 
dieselbe kann an sich eine beliebig mit den iibrigen Faden verschlungene 
Kurve sein; das Geflecht der den Randpunkten zugehérigen Faden 14Bt 
sich dann als ein Zopf ,,gesehen von der Bahn von P aus“ auffassen, 
haingt aber wesentlich von dieser Bahn ab. 

Die Ergebnisse von § 1 erméglichen nun eine Charakterisierung der 
zur Abbildungsklasse der Identitat gehérigen Zépfe, wenn man sich diese 
etwa in der im vorletzten Abschnitt angegebenen Art definiert denkt. 
Es gilt namlich: 

Ein Zopf gehért nur dann zur Abbildungsklasse der Identitiét, wenn er 
sich durch Zopfdeformationen und Drehungen der inneren Kugel, die diese 
wieder in thre friihere Lage brinyen, herausdrillen, d. h. in den zur iden- 
tischen Abbildung gehérigen Zopj iiberfiihren lapt. 

Beweis: Zunachst sind die linken Seiten der Relationen (14), (19) 
des §1 — also gerade der Relationen, die zu den Zopfrelationen (13a) 
hinzukommen — Zépfe, welche sich durch geeignete Bewegungen der 
inneren Kugel herausdrillen lassen; (co, ...o,—,)* ist naémlich gerade der 
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Zopf, der durch eine einmalige volle Torsion der k ersten Faden entsteht; 
(vgl. Artin, loc. cit. *), 8.54). (0, ... o,—3)* (ops... o,)'—" erhalt man 
also, indem man die k ersten Fiden in einem Drehsinne, die n — k 
iibrigen im anderen Drehsinne einer vollen Torsion unterwirft (siehe Fig. 4), 
der entstehende Zopf kann aber offenbar durch eine geeignete Drehung 


2’ - 
/ SS : y 
Pa 
Ya 
y’ ¥ 
(a, a,f% 0;° a; 
Fig. 4a. Fig. 4b. 





(, a)” (0, a, 0,)* 
Fig. 4c. Fig. 4d. 


der inneren Kugel herausgedrillt werden, Alle Zépfe, die auf Grund der 
Relationen (14), (19) von § 1 zur Abbildungsklasse der Identitat gehoren, 
erhalt man nun nach einem bekannten gruppentheoretischen Satz!) durch 
Transformation der linken Seiten (14), (19) mit beliebigern. Zépfen und 
Komposition dieser Transformierten. Wie sich im niachsten Paragraphen 


12) Siehe O. Schreier, loc. cit. *), S. 171. 
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zeigen wird, sind aber die linken Seiten von (14) und (19) ein Er- 
zeugendensystem einer invarianten Untergruppe der Zépfegruppe, gehen 
also bei Transformation mit beliebigen Zépfen nur in Aggregate aus eben 
denselben Ausdriicken iiber, lassen sich also, ebenso wie diese, durch 
Drehungen der inneren Kugel herausdrillen. 


§ 3. 
Gruppentheoretische Herleitung der Relationen der Zépfegruppe. 


In §1 wurde benutzt, daB® die simtlichen Relationen, die zwischen 
den durch 
(20) Uy = Uy (E + i, +1; k=1,..., n), 
F Uy = Up ea, Wier = Ut Miss (¢(=1,...,n—1) 
definierten Automorphismen o, der freien, von w,, Us, ..., U, erzeugten 
Gruppe %, bestehen, alle aus 
(21) 05 F441 Oj; = 04419; 0; 41 (i, E = 1, ..., #— 1), 

oO; = OG; (k += i+1, +—1) 
folgen, wobei == nach J. Nielsen als Abkiirzung fiir ,,vertauschbar mit‘ 
gebraucht wird. Bei Artin wird die Vollstandigkeit des Systems (21) fiir 
die von den o, erzeugte Gruppe 3, mit topologischen Methoden nach- 
gewiesen. Die Formeln von §1 erlauben aber mit geringer Miihe das- 
selbe Resultat gruppentheoretisch abzuleiten, so daB also topologische 
Betrachtungen nur bei der Herleitung der Formeln (1) und (2) von §1 
und am Beginn von §2 in den Beweisen auftreten. 

Die Automorphismen o; der freien Gruppe §, sind auch solche der 
freien Gruppe §,—, von n—1.Erzeugenden w,,..., Up», welche aus §,, 
durch Hinzufiigen der Relation 
(22) U, Uy... U, = 1 
entsteht; die von ihnen erzeugte Automorphismengruppe von 3, -, 
heiBe 3,. AuBer den Relationen (21) miissen fiir 3, dann aber noch 
weitere Relationen zwischen den o; gelten. Es wird gelingen, nachzuweisen, 
dap man als definierende Relationen von 3, auBer (21) nur noch die eine 
Relation 


(23) (0,0, -.. 4)" =1 


benétigt. Damit wird dann gleichzeitig die Vollstandigkeit des Systems (21) 
fiir 3, nachgewiesen sein; aus den Relationen (21) folgt nimlich, daB 
(0,04... G,—;)" mit allen o; vertauschbar ist). Daher gilt: Ein Aus- 
druck in den o;, der auf Grund von (21) und (23) gleich eins ist, ist auf 


18) §. Artin *), S. 54. 
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Grund von (21) allein in eine Potenz von (¢,¢, ...¢,—,)" verwandelbar, 
denn nach einem oben"*) zitierten Satz la6t er sich allein auf Grund 
von (21) in ein Produkt von Transformierten von (0,6, ...¢,—,)", also 
auch in eine Potenz hiervon verwandeln. Zwischen den Erzeugenden o; 
ven 3, kann dann also auBer (21) héchstens noch eine Relation 


(6, G, .-. Gn—y})'* = | 
bestehen; da aber (¢, 0, ...,—,)*" der Automorphismus 
(24) U; = (U, Uy... U,)~* Uy; (U, Uy... Uy)? (¢ = 1, 2, ..., 9) 


ist, ist dies offenbar nicht der Fall. Formel (24) zeigt gleichzeitig, daB 
fiir 3, (23) gelten muB. 

Es ist jetzt also nur noch notwendig, sich mit 3, zu beschiftigen, 
und die Vollstindigkeit des Relationensystems (21), (23) fiir diese Gruppe 
nachzuweisen. Dazu bezeichnen wir die abstrakte Gruppe von n — 1 
Erzeugenden o; mit den Relationen (21), (23) mit Y,; es ist also 23a 
sicher eine Faktorgruppe von ¥),, und es soll nun ¥, = 3 nachgewiesen 
werden. 

Nun erzeugen die Elemente 
(25) T = 0,04... 1-10) OF, ... 0,' 03" (¢ = 1,...,.”—1) 
und Gin Pay 00 Ca 
nach dem in §1 bemerkten eine Usteupenee 9” von Y,, welche in Y,, 
héchstens den Index n besitzt, da sich als Reprisentanten der rechts- 
seitigen Nebengruppen von 9 in 9, die Elemente 

1, 6,0,...% (6 = 1, 2,...,8—1) 
wahlen lassen. Andererseits ist dieser Index auch mindestens gleich n, 
da die t,; und o, mit » > 1 in der Faktorgruppe 3, von 9, eine Unter- 
gruppe vom genauen Index n erzeugen, namlich die Untergruppe 3 aller 
der Automorphismen aus 3,, fiir die uv, = T,u,7;' ist. Folglich mu8 
auch 3" eine Faktorgruppe von 9%” sein, und es ist dann und nur 
dann (21), (23) ein vollstandiges Relationensystem fiir 3,, wenn alle 
zwischen den t;, o, (vy > 1) bestehenden Relationen von 3°) aus (21), 
(23) folgen, falls man fiir die t; ihre Werte aus (25) einsetzt. 

Die Gruppe 3°? ist nun nach §1 (wo sie mit U, bezeichnet wurde) 
nichts weiter als die von den Automorphismen o,,...,G,-, und den 
stimtlichen inneren Automorphismen der freien Gruppe %na—, erzeugte 
Gruppe. Nehmen wir nun unter Anwendung vollstandiger Induktion an, 
fiir die von oy, ..., 6,—, erzeugte Automorphismengruppe 3,,—, sei bereits 
erwiesen, da alle Relationen in derselben aus dem — verengten 
System (21), nimlich aus 
O55 44 Op = Op 41 Fj; O74, t= 2, cosy n — 2), 

o, = % (k=2,...,."—1;k #14+1, 1-1) 


(26) 
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folgen — fiir n = 2 ist dies unschwer direkt nachzuweisen —, beriick- 
sichtigen wir ferner, daB nach $1 (o,...¢,—-,/°"~—» die einzigen in 3,_, 
enthaltenen inneren Automorphismen sind, und daB schlieBlich die inneren 
Automorphismen von §,—, in jeder sie enthaltenden Automorphismen- 
gruppe eine invariante, mit §,,—, isomorphe freie Untergruppe bilden, so 
erhalten wir nach einem bekannten Prinzip’) ohne weiteres die definie- 
renden Relationen von 3" durch die folgenden Angaben: Man bezeichne 
mit 77 den inneren Automorphismus u; = T-'u;T von §,—1; es gilt 
I7,I7,=I7,7, Sodann hat man als vollstandiges Relationensystem 
auBer (26) nur noch 


oj 1y, 05" =1y, (kK + 14,4+1; k=2,...,n—1), 
(27) oi1,,07' =u, (Gi = 2,....—1), 

Gila, 07) = Ty Tula y 3 
(28) (Gq... Gnas? = | a ere oe 


wobei die I,, zusammen mit den o, (vy > 1) 3 erzeugen. Da aus (26) 
folgt, daB (a, ...¢,—,;)"~—! mit allen iibrigen o,(» > 1) vertauschbar ist, 
ist die dritte Zeile in (27) eine Folge der beiden ersten und von (28). 


Nun hingen die Erzeugenden 1; von 3% mit den o, und J, durch 
die Beziehungen (18) und (11) zusammen. Die dort auftretenden inneren 
Automorphismen kénnen dazu dienen, J,, durch die 1,,0, auszudriicken; 
diese Ausdriicke wiren dann in (27), (28) einzusetzen, und das Bestehen 
der so entstehenden Relationen mit Hilfe von (21), (23) wire nach- 
zuweisen. Wir werden indessen zur Vermeidung allzu komplizierter Rech- 
nungen so vorgehen, da wir erstens gewisse Ausdriicke 0; aus den 1, 
o, (vy > 1) konstruieren, von denen sich auf Grund von (21), (23) allein 
nachweisen 1a48t, daB sich die tr; durch sie und die o, mit » > 1 aus- 
driicken lassen, und die in 3°, also auf Grund von (18), (28), (27), gleich 
den J,, sind. Sodann ist zweitens zur Vollendung unseres Beweises nur 
noch zu zeigen, daB diese O,, fiir die Z,, in (27), (28) eingesetzt, zu Re- 


lationen zwischen o,, ..., ¢,—, fiihren, die aus (21), (23) folgen. 
Wir setzen 

(29) O, = t, (G, ... dn—s)?—* (6, .. / Gn — 1?" 

und fiir « > 2. 

(30) O; = Oj-1 ... 6g O, 03" «.. O7—13 


14) Vgl. etwa K. Reidemeister, Einfihrung in die kombinatorische Topologie, 
Braunschweig 1932, I, 12, S. 23. 
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es ist O; = 1,, in 3%, wie man aus (18), (27), (28) leicht folgert. Sodann 
weisen wir das .estehen von 


— $ wt 3 
31) T= GO, ... Gj, Gj Gj-4 .-- Oj 
( 1 1 —1@ gz? = -1 
= OG Oj-1.--- Og 9% +++ On—1 On—1 -- + Of 41 


als Konsequenz von (21), (23) nach. In der Tat ist gema8 (13b) am 


SchluB von §1, sinngemi8 auf o,_,,..., 6, angewandt, und weil 
(Gg, .--Gg—1)"~* = @, (» > 1), 

(32) O, = Gj G, ... Gg—1 On—3 «++ Oey 

wodurch (31) iibergeht in 

(33) O, «++ %j—-1 Of O72... 0;' = Gj... oy G20, ... Gi, 


oder, wegen a} = (a, ... o;)** oj (a, ... o;)'~* (siehe FuBnote zu (13b)) in 
(a, ... o)' +1 0} (a, ... o)—*-! = o?. 
Diese Relation folgt aber wirklich aus (21) (vgl. Anm. ™)). 

Damit ist der erste Teil unserer Aufgabe erledigt. Es bleibt nur 
noch iibrig, die Beziehungen (27), (28) mit 0, statt J,,, aus (21), (23) 
abzuleiten, wobei, wie schon gesagt, von (27) nur die beiden ersten Zeilen 
beriicksichtigt werden miissen. Man bekommt dabei aus (27) nur 
(34) Oy S— Op_y ... Og Ogg" ... Ops 

(k—1, «= 2,....n—1; k +4, 4+), 
wihrend die zweite Zeile (27) wegen der Definition der ©, identisch er- 
fiillt wird. 

(34) ist fir 1 > k > 2 sicher erfiillt, da dann ¢ > 3 ist, und nach 
(21) ist alsdann o; sowohl mit o,, ..., o,-, wie mit o} wie (vgl. FuBnote 
zu (13b)) mit (o, ...o,—:)"—* wie mit (o, ...¢,—,)"~* vertauschbar. Fiir 
i<k—1>2 (es mu8 i> 2 sein) folgt dagegen aus (vgl. FuBnote 
zu (13b)) 

Ge 2. Op—1 Ops «0. Og’ = Oa; 
daB (34) mit der Vertauschbarkeit von o,,, und 0, iiquivalent ist: dies 
folgt wie im Fall i > k. 
Als letztes bleibt noch die der Relation (28) entsprechende Relation 


(a, eee On—1)*~? = 6,9,-1 eee 0,9, 
= (Gn—1-. 6,0, 03" ...0,1.1)(Gn—2-. 059,03" ...0n 1.9)... (0,0, 03°) 9, 


zu bestitigen, die wegen (32) auf die folgende Relation fihrt: 


(35) 


(36) (g, ... Gg—s)"—* = TT ((e.-: +2 Og) T (G,—1 «-- On—b +1)} 


mit 7 = o}a,...¢,—,; dabei soll fiir das im ersten Faktor auftretende o, 
natiirlich 1 gesetzt werden. 
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Beriicksichtigen wir, daB fiir i > 1 und < n—1 To,T-' = aj,, 
ist (vgl. FuBnote zu (13b)), sowie die Vertauschbarkeitsrelationen in (21), 
so folgt, indem wir jeweils o,_,...¢,—%4;, mach rechts und o,_,... 0, 
nach links ,,durchziehen“, da8 (36) gleichbedeutend ist mit 


(37) (6, ...0,-."? = Tl @.-: ioe o,)| T*- [TT (os son 0,)}. 


Nach Artin [loc. cit.*) 8.54) ist aber 7*—* = (o, ...¢,—,)", also nach 
(23) (diese Relation wird nur hier gebraucht) = 1, und somit geht die 
rechte Seite von (37) iiber in 


(Gn—1 «++ Gy) (On—a «++ Os) «.. On—1 + Gy (G50) ... (Gn—y ..- Gy), 
was auf Grupd der Vertauschbarkeitsrelationen in (21) und wegen 
O, == (a, ... Gg—1)"—* gleich (o,_, ...6,)"—* = (o, ... G,—1)"—" iat. 
Der am Schlu8 von §2 benutzte Satz, daB die Elemente 
(G, ..-Gn—sy, (Wp --- Gans’ ~", OF tG ... Gs}, «:. 
(6, ..- Opal’ (Ons --- Gu—ay~™, 22-9 GH --- Guana * 


eine invariante Untergruppe von 3, erzeugen, ergibt sich ohne weiteres 
daraus, daB (¢,¢,...¢,—;)" zum Zentrum gehért, und in 3, die 
Elemente 


(6, ... Ggas)'—* = Ie! (0, ... Gn—g)*—! = I, 


(o, +++ Op—a)* (Cr+ ce aay * = | ee 
als Erzeugende fiir die Gruppe der inneren Automorphismen dienen 
kénnen. 

SchlieBlich folgt aus (27), (29) und der nach (30) gemachten Be- 
merkung wegen der Definition der Gruppe der Abbildungsklassen als 
Faktorgruppe der inneren Automorphismen in 3, sofort, daB man zu den 
Zépferelationen (21) nur die Relationen 


(6, 0g ...G,-3)* = 1, of (6, ... On—3)?—* (Gq... Gg—)*—* = 


hinzufiigen mu8, um ein System von definierenden Relationen fiir die 
Gruppe der Abbildungsklassen zu erhalten. Denn durch Hinzufiigen von 
(0,0, ...G,—;)" = 1 geht 3, in 3, iiber, und in 3, folgt aus 


o? (0, «.. Fy —1)®—" (dy «.- Gg —a)"—? = 1, 


da8 I,,, also wegen der zweiten Zeile in (27) alle J,, gleich eins werden. 
Mathematische Annalen. 109. 42 
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Die Abbildungen 
des von nm Punkten berandeten Torus auf sich. 


§ 4. 

Die Erzeugenden der Gruppe der Abbildungsklassen fiir n = 2, 

Die Fundamentalgruppe § des von zwei Punkten P, und P, be- 
randeten Torus wird erzeugt durch die Umlaufe u, und u, um die 
Punkte P,, P, und durch zwei Kurven a und 6 eines Riemannschen 
kanonischen Schnittsystems fiir die unberandete Fliche. Alle Relationen 
zwischen diesen Erzeugenden folgen aus einer einzigen, die bei geeigneter 
Normierung der Anordnung und des Durchlaufungssinnes der zugehérigen 
Kurven sich auf die Form 
(1) u,u,a-'bab-' = 1 
bringen la6t. Betrachtet man wieder nur Abbildungen mit Erhaltung 
der Indikatrix, welche den festen Bezugspunkt P fiir die Kurven der 
Fundamentalgruppe in sich iiberfiihren, so erhilt man, wie in §1, da8 
jeder solchen Abbildung ein Automorphismus der Fundamentalgruppe § 
entspricht, bei welchem u,, u,, a, 6 bzw. in Elemente u;, u}, a’, b’ iiber- 
gehen, die den Beziehungen 


(2) u;, = T,u,, 7," (i, kj = 1, 2), 
(3) u, u,a’—'b’ a’ b’-) = 
geniigen. Im folgenden soll ein solcher Automorphismus stets mit 

[u;, U, a’, b’] 


bezeichnet werden, wobei fiir die in den eckigen Klammern stehenden 
Elemente ihre Ausdriicke in u,, u,, a, 6 eingesetzt zu denken sind. Die 
(2), (3) geniigenden Automorphismen erzeugen eine Gruppe U, die die 
Gruppe 3 der simtlichen inneren Automorphismen von § enthilt. Die 
gesuchte Gruppe & der Abbildungsklassen wird dann gleich M/% sein, 
da sich zeigen laBt, daB8 zu den noch zu bestimmenden Erzeugenden von 
U stets eine sie induzierende Abbildung gefunden werden kann. 

Anstatt & und & selber zu untersuchen, soll, analog zu dem Ver- 
fahren in §1, eine Untergruppe &, vom Index 2 in Y betrachtet werden, 
die aus den Automorphismen besteht, fiir die auBer (2) und (3) noch 
(4) u, = T,u, T;' 
erfiillt ist. WY, enthalt 3, und %, = W/S ist infolgedessen eine Unter- 
gruppe vom Index 2 in &. 

Aus (4) folgert man schlieBlich genau wie in §1, daB Y, isomorph 
ist mit einer Faktorgruppe %,/3’, wobei W, diejenige Gruppe von Auto- 
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morphismen von § ist, fiir die nach Elimination von wu, mittels (1) 
identisch in den Erzeugenden u = u,, a, 6 die Bedingungen 
(5) vu = TuT-', 
(6) u'a’—'b'a’b’-*=ua-*bab- 
gelten, und 3 die in W, enthaltene Untergruppe von inneren Auto- 


morphismen bezeichnet; da u, a, b eine freie Gruppe erzeugen, kann man 
analog wie in §1 leicht zeigen, daB 3’ von den Potenzen des Auto- 


morphismus 
(7) [O-'u0, O-140, 0-160), O=ua-'babdb-' 
erzeugt wird. 


R. Fricke **) hat auf einem topologischen Wege gezeigt, daB man als 
Erzeugende von U, die folgenden Automorphismen wahlen kann: 


| r = [u, a, bal, 
(8) s = [u, a-*b—1a, a], 
| t = [aua—, au-'aua-', baua-"]. 


DaB diese zur Erzeugung von %, ausreichen, la8t sich indessen auch 
gruppentheoretisch etwa folgendermaBen ableiten: 


A=([TuT-, a’, v} 


sei ein beliebiger Automorphismus aus W,. Falls in 7, a’, 6’, nachdem 
man in diesen Elementen durch identische Umformungen so viel als 
modglich u-Zeichen beseitigt hat, keine u-Zeichen mehr auftreten, geniigen 
r und s zur Zusammensetzung von A, da dann aus 


(9) TuT—'a'—'b'a'd'-* = ua~'bab- 


folgt, daB 7 = 1 sein muB, da sich das 7' ganz links in (9) sonst nicht 
wegheben kann. Wegen der daraus folgenden Beziehung 
a’—1B'a'b’-! = a-'bab- 

folgt unsere Behauptung aus einer Untersuchung von J. Nielsen") iiber 
die Automorphismen der freien Gruppen von zwei Erzeugenden. Aus 
eben diesen Untersuchungen folgt auch, da8 man in (9) stets erreichen 
kann, daB, falls a’ und 0b’ beide u-Zeichen noch wesentlich, d.h. nach 
Ausfiihrung aller Kiirzungen von aa~', 6b-*, uu? enthalten, sich durch 
Anwendung von r und s stets erreichen laBt, daB in a’—*b’, b’a’, a’ b’-! 
keine Komponente a’—', b’, a’, b’-1 von einem ihrer Nachbarn hinsicht- 


18) Siehe 1. c. 3), S. 320ff. 
16) Mathem. Annalen 78 (1918). Insbesondere S. 393. 


42* 
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lich ihrer u-Zeichen zu mehr als der Hilfte absorbiert wird. Man hat 
dazu nur zu beriicksichtigen, da8 sich aus r und s die Automorphismen 


[o-*a, a], [a, ba), [a, ba-"), 
[b-*a, bj, [ba, bj, [b, ba-*), 


zusammensetzen lassen, deren Anwendung auf A im umgekehrten Falle 
zu einer Verminderung der Gesamtzahlen der in a’ und 6’ vorhandenen 
u-Zeichen fiihren wiirde, was nicht unbegrenzt geschehen kann, ohne daB 
a’ oder b’ oder beide ihre simtlichen u-Zeichen verlieren. 

Es ist nun zweckmaBig, zunichst die Spezialfille zu untersuchen, 
daB a’ oder b’ oder T keine u-Zeichen enthalten. 

I. a’ enthalt keine u-Zeichen mehr. 

In a’~*6'a’ b’—* bleiben dann auch nach Ausfiihrung aller méglichen 
Absorptionen alle u-Zeichen in b’ und 6’—' stehen. In Tu T—'a’—'b'a'b’-* 
mu8 dann wegen (9) entweder das erste u-Zeichen in T (bzw., wenn T 
kein solches enthalt, das mittlere u-Zeichen in 7 uT7—"') oder das letzte 
u-Zeichen in 6’—' stehenbleiben, je nachdem ob das mittlere u-Zeichen 
in TuT-* von b' absorbiert wird oder nicht. In jedem Falle wird 
aber T hinsichtlich seiner u-Zeichen vdéllig von 6’ absorbiert. Enthialt 
somit 7 iiberhaupt noch u-Zeichen, so fiihrt eine Anwendung von"’) 


@ = sts-' =fa—'b-*aua—'ba, b-'aua-'ba, }b) 
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(10) 


auf A zu einem Automorphismus, in welchem 7 keine u-Zeichen mehr 
enthalt. Dieser Fall soll spiter erledigt werden. 

II. & enthalt keine u-Zeichen mehr. 

In diesem Falle fiihrt genau wie oben eine Anwendung von 

t=([aua-', au-taua—', baua-*) 
auf A zu dem Fall, daB 7 keine u-Zeichen mehr enthilt. 

Ill. T enthalt keine u-Zeichen mebr. 

Bleibt in Tu T—'a’~*b’a’b’—* nach Ausfiibrung aller Absorptionen 
das u-Zeichen in Tu T-* stehen, so muB8 T = 1 sein, und a’—'b'a'b’-? 
= a~'bab-*, was nur dann méglich ist, wenn a’ und Db’ keine u-Zeichen 
enthalten, wie man nach der eingangs zitierten SchluBweise von Nielsen 
zeigen kann, da sich dann durch Anwendung der Automorphismen (10) 
eine bestindige Verminderung der Gesamtzahl der u-Zeichen in a’ und Bb’ 
erreichen lassen miiSte, bis entweder a’ oder b’ keine u-Zeichen mehr 
enthalt oder bis in a’~'b’ a’ b’-*' genau die Halfte der u-Zeichen in a’—? 
von 6’ und umgekehrt, ebenso die Halfte der u-Zeichen in 6’ von a’ und 


17) A, A, soll der Automorphismus sein, der entsteht, wenn erst A, und dann 
A, ausgefibrt wird. 
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umgekehrt, und schlieBlich die Hialfte der u-Zeichen von 6’—* in a’ b’-1 
von a’ absorbiert werden miiBte und umgekehrt. In diesem Falle folgert 
man sofort a’ = SaS-', b' = SBS-', wobei « und £ keine u-Zeichen 
mehr enthalten. Es folgt aus 

a’—'b'a'b’—' = Sa Bap-'S-! = a-'bab-! 
sofort, daB auch S keine u-Zeichen mehr enthalten darf. Enthielte 
etwa 6’ keine u-Zeichen mehr, so wire aus demselben Grunde 

a’—'b'a’ =a~—*bab-'B’ 

von u-Zeichen frei, also auch a’. 

Wir kénnen nun den Fall betrachten, daB in Tu T-'a’—'b'a'b’-1 
das erste u-Zeichen links nicht stehenbleibt; es darf dann eventuell nach 
wiederholter Anwendung von (10) nur das letzte u-Zeichen in b’—* bzw. a’ 
stehenbleiben, je nachdem ob b’ u-Zeichen enthalt oder nicht. Der zweite 
Fall kann (vgl. I) nur eintreten, wenn a’ nur ein wu-Zeichen enthilt. 
Dann wird a’ = a, ua,, 

T—'a>'=1, Tayz'b'a,=1, a,b’-' =a-'bab—', 
also 
b’ =a,a,az', a,a,a>'ay' = a—'bab-?; 
also besteht fiir a, und b’ die Identitat 
az'b'a, 6-1 = a~'bab-.” 
Nach Nielsen") gibt es folglich einen durch r und s erzeugten Auto- 
morphismus 
[u, a,, 5’). 
Wendet man auf diesen sts~' an, so erhalt man dasselbe, wie wenn 
man [u, b-'a, 6] auf A aftwendet. 

Der Fall, daB 6’ u-Zeichen enthilt, nicht aber a’, ist analog zu 
erledigen. 

Nach dem im ersten Absatz von III bemerkten, ist der allgemeinste 
hier zu behandelnde Fall aber stets auf die erledigten Fille oder auf den 
folgenden Sonderfall: 

a’ =SaS8-', b' =S£S-', 
wobei a, 8 keine und S nur ein u-Zeichen enthilt, zuriickzufiihren, und 
zwar durch hinreichend oftmaliges Anwenden von (8), da schlieBlich in 
a’~b’a’b’-* nur zwei u-Zeichen stehenbleiben diirfen. Man findet, daB 
sich S = JT u-' wahlen la8t, woraus dann 


Ta-'BaB-'=1, T-'=a-'bab- 
folgt. Hiernach gibt es einen Automorphismus 
[u, a. A], 
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der sich aus r, s erzeugen la8t (siehe **)), und aus diesem entsteht A 
durch Hinzufiigen von 


(7) [(O-' uO, 0-140, O-'b6), O = ua-'bab-. 
Setzen wir zur Abkiirzung noch 
(12) @ =sts-' = [a~'b—-'aua-—'ba, b-'aua~—' ba, }}, 


so wird der Automorphismus (7) gleich 
oer g's, 
womit III erledigt ist. 

Der allgemeine Fall soll nun dadurch erledigt werden, da8 wir zeigen: 
Wenn weder I, noch II, noch III vorliegt, laBt sich A stets durch Hinzu- 
fiigen mehrerer Automorphismen (8) in einen solchen verwandeln, fiir den 
die Anzahl der u-Zeichen in 7 kleiner ist als in A; der allgemeine Fall 
mu8 sich also allmahlich auf einen der drei erledigten Spezialfille zuriick- 
fiihren lassen. 

Man denke sich in a’~'b’a’b’-! durch Absorption méglichst viele 
u-Zeichen weggeschafft, wobei wir annehmen diirfen, da8 keines der Ele- 
mente a’—', b’, a’, b’-1 von einem Nachbar zu mehr als der Hilfte hin- 
sichtlich seiner u-Zeichen absorbiert wird. Werden nun trotzdem in 0’ 
und a’ alle u-Zeichen absorbiert, so findet man 

a =SaS-', & =S8ps- 
mit von wu freien «, 8, und weiter aus 
TuT—*Sa-'Bap-'S-* = ua bad, 


da8 entweder S—’ mit ua—'bab—' aufhért, in welchem Falle man das 
Reziproke des Automorphismus (7) hinzufiige,, oder aber, daB sogleich 
T—!S = R(a,b) ist, weil T-* alle u-Zeichen von S absorbiert. Das 
ergibt 
Tu R(a,b)a-*Bap-* R-* (a,b) T-? = ua bab-', 
und demzufolge mu8 7 die Form haben 
T = (ua—'bab-'y, 


denn da T~-!ua-'bab-'T nur noch ein u-Zeichen enthalt, wird, wenn 
wir ua~'bab-! =z als neues primitives Element zusammen mit a, b 
einfiihren, 
T~*(z,a,b)z T (z,a,b) = z P (a,b), 

woraus 7’ = 2’ folgt. Damit ist auch dieser Fall erledigt, wie man durch 
A-fache Anwendung von (7) zeigt. 

Es bleibt noch der sozusagen ,,allgemeinste Fall, daB 1. in 
a’~*6’a’b’-* nach Ausfiihrung aller Absorptionen mindestens die Hilfte 
der u-Zeichen in a’—', b’—! und iiberdies 2. auch in b’ oder a’ min- 
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destens ein u-Zeichen stehenbleibt, wobei 3. keine Komponente 0’, a’, 
von einem Nachbar zu mehr als der Hilfte ihrer u-Zeichen absorbiert 
wird. Es mégen nach Ausfiihrung aller Absorptionen in a’~'b’a’ b’-} 
genau 2N, in a’~'b’a’ genau M u-Zeichen stehenbleiben. 6’—! enthalte 
B u-Zeichen, von denen sich in a’~1b’a’b’—* genau A gegen einen Teil 
der M aus a’~'b'a’ stehenbleibenden wegheben mégen, so da8 in 
a’~'b'a’b’-* aus a’~'b'a’ endgiiltig M—A Zeichen stehenbleiben. 
Aus Voraussetzung 3. folgt M >, da a’—'b’a’ mindestens soviel 
u-Zeichen enthalten mu8 wie 6’, ferner gilt M—2A+8=2N, und 
M < 2N, da wegen Voraussetzung 1. 2A <= # sein muB. Hieraus und 
aus M>f und M—A=2N—6+A folgt schlieBlich M—-ASN, 
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir M = gelten kann. Dann muf 
aber a’ =a,a,, b' =a,b,a>* sein, wobei a, und a, genau gleichviele, 
etwa a, und b, keine u-Zeichen enthalt. Es wird 6B = M = 2a, und 
wegen Voraussetzung 2. « > A. 

Im Falle M—A>WN muB in TuT-—‘a’'—'b'a'b’—' das mittlere u 
in TuT~—* gegen ein aus a’~'b’a’ nach Ausfiihrung aller Absorptionen 
in a’~1'b'a’b’—* stehengebliebenes u-Zeichen fortfallen, da T-' genau 
N u-Zeichen enthilt; also enthalt u T-'a’~—1b’a’ wegen M <= 2N deren 
héchstens noch M — N —1<N, und in 


a’—'0'—1@’ TuT-'a'-'0'a = T,uTP? 


enthalt 7, weniger u-Zeichen als 7, also bewirkt s r s~' (siehe I) an- 
gewandt auf A eine Verminderung der Anzahl der u-Zeichen in 7. 

Im Falle M = N+ A kann man nur schlieBen, daB T-1a’—'b'a’ 
noch héchstens M — N u-Zeichen enthilt. Wegen M = 2a>2A und 
M=<=2N gilt dann aber 2N > 2a> 24, also N+A< 2N, also 
M —N =1A<N, und dasselbe Verfahren wie oben fiihrt zum Ziel. 


§ 5. 


Die Relationen fiir die Gruppe der Abbildungsklassen 
des von zwei Punkten berandeten Torus, 


Die in § 4 eingangs eingefiihrte Gruppe &, ist zunichst eine Auto- 
morphismengruppe der von u, a, 6 erzeugten freien Gruppe . Wegen 
(6), §4 ist sie gleichzeitig eine Automorphismengruppe der durch die 
Relationen ua~'bab-' = 1 aus § entstehenden Faktorgruppe §*, die 
eine freie Gruppe der Erzeugenden a, b ist. Es kénnen dabei aber Auto- 
morphismen von Y, in {%* den identischen Automorphismus erzeugen, 
ohne daB fiir § dasselbe gilt; W, geht also in eine Faktorgruppe Uf von 
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sich iiber, wenn man sie als Automorphismengruppe von §* auffabt, 
und zwar gehen die in (8), (12), § 4 eingefiihrten Erzeugenden von &, bzw. 
in die Automorphismen 


r* = [a,baj, s* = [a—'b-'a, a] 
t* = [bab-'aba—'b-', baba~'b-"], o* = [b-'ab, 5] 
iiber. r* und o* erzeugen mithin die Untergruppe J* der inneren Auto- 
morphismen von *. Nach J. Nielsen’) ergibt sich, daB YU/J* die homo- 
gene Modulgruppe ist mit den einzigen Relationen 
1 = s**(= [a-'bab-'aba—'b-'a, a~*baba-'b-'a}) 


s*? — (r*—1 9%), 


(13) 


und da J* eine freie invariante Untergruppe von zwei Erzeugenden in &* 
sein muB8, folgt nach schon friither benutzten Satzen™), daB die Rela- 
tionen 

g*—4 9* c#—1 o*—1 7% — 1, s*2(p#—19%)-3 = 1] 

s* r* s*—1 — o*, r*r*r*-1 = 1 


a* g® g®—! = g* z*—! 9®—!, ¢* 9% ¢*—1 == o* x* —1 





(14) 


zur Definition von WM ausreichen. Nun verifiziert man leicht, daB in U; 
die Relationen 
e* =: (r—' 8)8, 


(15) 


sts'=o, rtri=t, ses-'=ort'o, rer: =or 
bestehen, und iiberdies der Automorphismus (7) 
rac"*e-*¢ 


allein auf Grund der Relationen (15) mit allen iibrigen Automorphismen 
vertauschbar ist, also zum Zentrum gehért. Genau wie in § 3 kann man 
hieraus schlieBen: Da Uf eine Faktorgruppe von W, ist, deren samtliche 
Relationen (14) man erhilt, indem man das Element s~*ot~'p-'t des 
Zentrums von %, gleich eins setzt, kann auBer (15) in Y, héchstens noch 
eine Relation (s~* 9 r~' o~1t)/ = 1 zur Definition nétig sein; wegen der 
Bedeutung von s~*gt~-'o~'t (GI. 7) ist das nicht der Fall. — SchlieB- 
lich erhalten wir die Untergruppe &, in der Gruppe der Abbildungs- 
klassen, indem wir zu (15) wieder die Relation 


(16) s-*ortotr=1 


hinzufiigen, da alle inneren Automorphismen von %, Potenzen von 
s~*or—'o-'r sind (§ 4). Wir erhalten also schlieBlich: 
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UY, wird erzeugt von r, s, 0, t mit den Relationen (15), (16). U, ist 
iibrigens isomorph mit einer Untergruppe vom Index 2 in der Auto- 
morphismengruppe der freien Gruppe von zwei Erzeugenden. 

Um noch &, die volle Gruppe der Abbildungsklassen, zu bestimmen, 
fiihren wir noch den Automorphismus ein: 


o = [(u,, uy u, u,, a, dj, 


geschrieben in der Bezeichnungsweise ganz zu Beginn von §4. Nach der 
Relation (1), §4 wird, da innere Automorphismen von § gleich eins zu 
setzen sind, analog wie in § 1: 


(17) oro'=r, oso-'=8, oto = '8*, 


Die Relationen (17) gentigen, um festzulegen, daB r, s, tr in U eine Unter- 
gruppe vom Index 2 erzeugen, sie sind foiglich zusammen mit (15), (16) 
zur Definition von U ausreichend, denn da o selber nicht in & liegt, 
liefert U, eine Untergruppe vom genauen Index 2 in der von 1, s, r, 0 
ezeugten Gruppe. 

Zum Schlu8 ist noch der Nachweis zu erbringen, daB zu den Auto- 
morphismen r, 8, t, o der Fundamentalgruppe § wirklich sie induzierende 
Abbildungen gehéren. Fiir o ist dies nach dem Beginn von §2 ohne 
weiteres klar; fiir r, s, rt kann man es folgendermaBen nachweisen: Wir 
betrachten die universelle Uberlagerungsfliche des geschlossenen Torus, 
also die euklidische Ebene. Legen wir den Bezugspunkt P der Kurven 
der Fundamentalgruppe in den einen Randpunkt P,, so liefert das 
Schnittsystem der Fundamentalgruppe in der euklidischen Ebene etwa 
ein Parallelogrammnetz, wobei im Innern jedes Parallelogramms ein iiber 
P, gelegener Punkt der Uberlagerungsfliche liegt, ferner der Kurve, die 
zu u, gehért, unendlich viele einfache Umlaufe zugehéren, die etwa vom 
linken unteren Eckpunkt jedes Parallelogramms 














ausgehen und um den im Innern desselben liegenden , ; 
Bildpunkt von P, herumlaufen, und alle Netzeck- 4 z z 
punkte iiber P, liegen. (Siehe Fig. 5). Die Figg. 6 

zeigen dann, daB zu rt, r, s gewiB sie induzierende 

Abbildungen gehéren; r und s sind nichts weiter als h . + 
wohlbekannte Abbildungen des geschlossenen Torus Fig. 5. 


auf sich, wobei man jetzt nur darauf zu achten hat, daB 
das Bild eines Fundamentalparallelogramms wieder denselben Uberlagerungs- 
punkt von P, enthilt, wie das urspriingliche. 9,7 schlieBlich entsprechen einem 
Hinwegziehen eines der kanonischen Schnitte a, b tiber den Punkt P,; auf der 
Uberlagerungsfliche wirkt sich das so aus, daB nach der Abbildung ein 
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anderer Uberlagerungspunkt von P, in das Innere des Ausgangsparallelo- 
gramms fallt als vorher. +t, o wiirden auf der unberandeten Fliche, 
ebenso wie o, zur Klasse der Identitét gehéren. Im iibrigen ist jedem 
doppelpunktfreien Weg, der von einem festen Uberlagerungspunkt P\” 
von P, ausgehend unter Vermeidung der Uberlagerungspunkte von P, zu 
einem beliebigen Uberlagerungspunkt P{* von P, hinfiihrt, eine bestimmte 
ae Jne! 
b a@é v2 ob b “y 4) 
a% Ses - 2 4 he Woy 
, =. 7] WM bate Ota! 
4 1-7 a-a’ 2-2! . eo 
r=[u, 2, da] Sh-(u,b, ba] 
Fig. 6a. Fig. 6b. 
a a 
) b b 
B a 
3-3 
a } 2-2! 
2’ Y an 
2 b 
r r 1-7/ 
a’ 
D N "No 
; F 
a a 
t-/aua™’ auaua’ daua’] 
Fig. 6c. 


Abbildung zugeordnet, die zu einer durch 0, t erzeugten Klasse gehdrt, 
und bei der P, lings des eben charakterisierten Weges wandert, wenn 
man die Abbildung in geeigneter Weise (nimlich als Abbildung der nur 
von P, berandeten Flache) kontinuierlich entstanden denkt. Zu Wegen, 
die nicht unter Festhaltung ihrer Endpunkte und ohne einen Uberlagerungs- 
punkt von FP, zu iiberstreichen ineinander deformiert werden kénnen, 
gehéren verschiedene Abbildungsklassen. Alle auf der unberandeten Flache 
zur Klasse der Identitét gehérigen Abbildungen lassen sich so erhalten, 
eventueil nach Ausfiihrung einer o induzierenden Abbildung. 
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§ 6. 
Der n-fach punktierte Ring. Bemerkungen tiber berandete Flichen 
hoheren Geschlechts. 

Die im Falle des 2-fach punktierten Ringes durchgefiihrten Betrach- 
tungen lassen sich unveraindert auf den allgemeinen Fall der n-fachen 
Punktierung iibertragen. Die Fundamentalgruppe §, wird, analog wie 
fiir n = 2, erzeugt von den n Umlaufen u,, u,,..., u, um die Rand- 
punkte und von den Schnitten a, b. Zwischen ihnen besteht die einzige 
definierende Relation 
(1) @,u, ... &@-*ba5—! = 1. 

Die Gruppe &,, der Abbildungsklassen erhilt man, indem man zunichst 

die Gruppe %, derjenigen Automorphismen von §, bildet, fiir die 

(2) u, = T,u, T;* (v,k, = 1,..., n) 
u,u,...u,a’—'b' a’ b’-' = 

ist, und dann %,/J bildet, wobei J, die in UY, enthaltene Untergruppe 

der inneren Automorphismen von §, ist. 

In &, ist eine Untergruppe vom Index n enthalten, welche %,, 
heiBe und durch folgende Festsetzung definiert ist: Alle und nur die 
Automorphismen von %, gehéren zu %,, fiir die auBer (2) noch 
(3) w, = T,«, Tr 
erfiillt, also k, = 1 ist. 

%,, besitzt nun folgende Eigenschaften: %, besteht aus all den Auto- 
morphismen der Gruppe %,, (aufgefaBt als freie Gruppe der Erzeugenden 
Us, ++) Un, @, 5), fiir die 
(4) u,...u,@—'B'a' b-1 = Tu,...u,a-*bab-? T-? 
ist, identisch in u,,..., U,,@, 6. SchlieBlich werde mit %, diejenige Unter- 
gruppe von %,, bezeichnet, fiir die in (4) 7 =1 gilt. Dann liBt sich 
die Aufstellung der Erzeugenden und definierenden Relationen von U, 
rekursiv bewerkstelligen, wenn gezeigt wird, wie die Erzeugenden und 
Relationen von $,,, aus denen von %, und die von UY, aus denen 
von %, berechnet werden kénnen. Dies geschieht durch die folgenden 
Siatze, die der Reihe nach ganz analog wie fiir n = 2 abgeleitet werden kénnen. 

I. Als Erzeugende von B,, kinnen die folgenden Automorphismen dienen**) 





GO, = [thy, .. ., Uy—ay Urry Ur+1 Uy My 4a, Urigy -- -) Ups @, 5) 
(v = 2, seey n — 1), 
(5) T = [Uy ..., Un—1, @U,a—1, @u,'au,a—, bau, a—"), 
r = [uU,,..., Up, @, bal, 
8 = [U,, ..., Up, @~ 1b" a, a]. 


18) In den eckigen Klammern stehen der Reihe nach die Elemente von Sy in 
die bzw. ws, ..., u,, a, 6 bei dem betreffenden Automorphismus tibergehen. 
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Der Beweis dieser Behauptung kann mit Hilfe der in §4 entwickelten 
Methode unter Benutzung vollstindiger Induktion nach n, oder aber 
direkt mit topologischen Methoden nach Fricke’) gefiihrt werden. 

II. Die in &, enthalienen inneren Automorphismen bilden eine 
zyklische, zum Zentrum gehérige Untergruppe 3,—,, welche von dem Auto- 
mor phismus 

Zr = [On 3 er an —1 Uy On-1, O51 00,-_,, O51, 60,-_,] 
mit O,_, = U,...u,a~'bab-* erzeugt wird. Es ist tibrigens 

Za—1 = (Gq ~~» On—1)*—* 8—* On —1 Ta—1 On —1 Ta—2» 
wobei 
Tama = TOg—z TGn—3 Cn—2 Gn—1 FOn— 13 Gag «++ Gq «+o Og—3 FOn y+ +05" 
= [au,a—', au,a—', ...,au, a", a(U,... Up) au,...u,am', 
bau, ...t, a") 

und 0,-; = 8T,.—,8~' ist. B, 3,—. ist intolgedessen diejenige Untergruppe 
vom Index n in U,, fiir deren Elemente in (2) k, = 1 gilt. Der Beweis 
hierfiir ist genau wie der entsprechende Beweis in § 4 zu fiihren. 

Ill. Fiir die in Bn,, enthaltene Untergruppe B,,, vom Index n, 
deren Elemente von denjenigen Automorphismen gebildet werden, fiir die 
u, = T,u, Tz ist, gilt, dap B;,.,/3,, isomorph ist mit B,, d. h. mit der 
durch Hinzunahme aller inneren Automorphismen von §,, erweiterten 
Gruppe B,. Dabei ist unter %,., naturgeméB diejenige Gruppe von 
Automorphismen der freien, von %,, Uy, ..., Un, @, 6 erzeugten Gruppe %,41 
zu verstehen, welche von den Automorphismen (5) und dem weiteren 
(6) O, = [Uy, Uy" 4, Uy, Uy, ..., Up, a, 5] 
erzeugt wird, und 3, ist dementsprechend nach dem Muster von 3,-, zu 
bilden. 

Der Beweis fiir III fihrt, explizit dargestellt, auf beschwerliche 
Rechnungen; er ist nach dem Muster der in §§ 3, 5 durchgefiihrten Rech- 
nungen etwa auf dem folgenden Wege zu erbringen: 

B+, enthalt eine Untergruppe 8),, vom Index n, welche aus den- 
jenigen Automorphismen von %,, besteht, fiir die u, = 7, u, Ty' wird. 
Als Erzeugende derselben lassen sich die Automorphismen (5) und 


[ 0,0, ... Gn, TOR y -.. Gg Gj" 
(7) | 63, o, o20;', OY fe Se ee ey ee 
wahlen (vgl. §1; man beachte, daB fiir n > 2 o,,...,0,—, mit r, 8, T 
und ¢,,...,0,—; mit r, s vertauschbar sind, sowie die unten (nach (10)) 
gemachten Bemerkungen). (5) und (7) sind, wenn man (1) zur Elimination 
von , benutzt, zugleich Automorphismen von §,, und zwar solche, 
welche durch Kombination von inneren Automorphismen mit solchen aus 


1%) Siehe 1. c. 5), S. 299—329. 
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%,, entstehen. Man zeigt leicht, da8 man durch Kombination aus (5), (7) 
und den aus diesen Automorphismen zusammengesetzten Automorphismen 
(8) 80, Og... On—y T Ons --. Og' G8"; Zya_y 
alle inneren Automorphismen von §, erzeugen kann, und somit in der 
Tat durch (5) und (7) genau die volle Gruppe %, erzeugen kann. Da 
die inneren Automorphismen von §%, in jeder sie enthaltenden Auto- 
morphismengruppe von §,, eine freie invariante Untergruppe von n + 1 
Erzeugenden bilden, ist es leicht, nach dem Muster der §§ 3,5 ein System 
von zwischen (5), (7) bestehenden definierenden Relationen von %, zu 
berechnen, wenn die von %, schon bekannt sind. R, = 1, R, = 1,..., 
R, = 1 sei etwa ein solches System. Dann ist durch direkte Rechnung 
zu verifizieren, da8, wenn man die Automorphismen (5) und (7) nun wieder 
als solche von %,4, auffaBt, diese Relationen iibergehen in Relationen 
(9) R, = Z', R, = Ze, ..., Ry = Zt. 
Da sich Z, durch die Automorphismen (5), (7) ausdriicken 148t, und Z,, 
zum Zentrum von $,,, gehért, stellt (9), zusammen mit den Relationen, 
die ausdriicken, daB Z, mit allen Automorphismen (5), (7) vertauschbar 
ist, ein vollstaéndiges System definierender Relationen von 8,4, dar. Von 
hier aus sind die Relationen von %,,, dann in der folgenden Weise zu 
gewinnen: Man driicke vermége (7) die Erzeugenden von %,,,, durch (5) 
und (6) aus — das sind ja Erzeugende von %,,, —, und setze dies 
in die Relationen von $,,, ein. Das so entstehende Relationensystem 
zwischen den Erzeugenden (5), (6) hei8e £. Zusammen mit den Relationen 
(10) 0,940, = 0,0,55. O, & Gy, ..., Gn—1, 7,8, 7, 
die fiir » > 2 jedenfalls bestehen, liefert es ein vollstandiges Relationen- 
system fiir $,,,, denn XY und (10) erméglicht, jedes Element von %,,, 
auf eine der Formen 

a+ Busi 9}, Bh41 9, %, sey Braid, Oy --+ On—-i 
zu bringen, wobei B,,, ein Element aus %,,, ist. Zunichst ist dies 
namlich nach dem in §§ 1, 3 iiber die Zépfegruppen Gesagten ohne weiteres 
méglich fiir alle nur aus o,, ...,0,—,; zusammengesetzten Elemente aus 
%,+:, da X und (10) alle Relationen, die zwischen diesen Erzeugenden 
der Zépfegruppe bestehen, zur Folge haben miissen. Da ferner 
(11) o,...o;ro;" ... oO, O,...0;807' ... OF, O 6. TO... G 
fiir i == 1,2,..., » —1 stets auf Grund von (10) und & (unter Beriick- 
sichtigung der Gestalt (7) gewisser Erzeugenden von %,,,) zu 8,4, ge- 
héren, folgt diese Tatsache allgemein. In der Tat miissen aus 2 not- 
wendig die Relationen o, = r,s fir i= 2,...,.n—1 undo, = t fir 
i= 2,...,m—2 folgen, da ja alle zwischen g,, ..., d,-1, 7%, %, t be- 


1 
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stehenden Relationen aus Y folgen miissen; zusammen mit (10) folgt 
also, daB die Ausdriicke (11) entweder gleich r, s, t sind, oder fiir i = n — 1 
zu den unter (7) aufgefiihrten Erzeugenden von $,,, gehéren. Daraus 
folgt. leicht die oben ausgesproche Behauptung. 

Der Beweis von III zeigt ohne weiteres, wie man rekursiv Er- 
zeugende und definierende Relationen von %, finden kann, wenn dies 
fiir n = 2 geschehen ist. Der SchluB dieses Beweises und die Bemerkung 
am Ende von II erméglichen zugleich leicht eine Aufstellung von 
definierenden Relationen fiir U, [als deren Erzeugende man (5) und (6) 
wihlen kann]. Ubrigens ist auch leicht einzusehen, da8 man Y, aus 8,4, 
erhalt, indem man zu den Relationen von %,,,, zuniachst Z. = 1 hinzu- 
fiigt, und in der so entstehenden, %,, enthaltenden Faktorgruppe von 
%,4, ein System von Erzeugenden der in %,, enthaltenen inneren Auto- 
morphismen gleich eins setzt. Ein solches kann durch Kombination von 
n-+ 1 Automorphismen (7), (8) mit geeigneten Elementen von 8%,, leicht 
erhalten werden. Eine geometrische Interpretation der gruppentheoretischen 
Ergebnisse kann durch Kombination des in den Paragraphen 2, 5 Gesagten 
gegeben werden. 

Das oben entwickelte Verfahren la8t sich auch auf die Behandlung 
berandeter zweiseitiger Flichen mit einem Geschlecht p > 2 anwenden. 
Nach Fricke’*) kennt man nimlich auch hier die Erzeugenden, die zu 
den Erzeugenden der Automorphismen dcr Fundamentalgruppe der un- 
berandeten Fliche hinzutreten miissen, damit man ein System von Er- 
zeugenden fiir die Gruppe der Abbildungsklassen der berandeten Flache 
erhalt. Da man auBerdem gewisse Automorphismen der Fundamental- 
gruppen unberandeter Flichen kennt, welche ahnliche Eigenschaften be- 
sitzen wie im vorstehenden r und s; so lassen sich alle in II, III auf- 
gestellten Behauptungen ohne weiteres iibertragen, bis auf die Behaup- 
tung tiber die Identitét von 3, in II und III. Hierzu ist mindestens 
noch die Kenntnis eines Systems von Erzeugenden fiir die Automorphismen 
der Fundamentalgruppe der unberandeten Fliche notwendig, und ein 
solches liegt bisher nur fiir p = 2 vor*). In diesem Fall wird es még- 
lich sein, I, II, III vollstaindig zu iibertragen, und damit den Zusammen- 
hang zwischen der Gruppe der Abbildungsklassen der von nm Punkten 
berandeten Fliche mit derjenigen der von n— 1 Punkten berandeten 
Flache festzulegen. Dies soll bei einer anderen Gelegenheit gezeigt 
werden. 


20) Vgl. Dehn, Baer |. c.*). Ferner L. Goeritz, ABh. aus dem mathematischen 
Seminar der Hamburgischen Universitat, 9 (1933), S. 223. 


(Eingegangen sm 26. 8. 1933.) 














Die Untergruppen der freien Produkte 
von beliebigen Gruppen. 


Von 


Alexander Kurosch in Moskau. 


Einleitung. 


Im Gegensatz zu der Theorie der endlichen Gruppen, die sich als 
ein gut bearbeiteter und in vielen seiner Teile schon vollendeter Zweig 
der Mathematik darstellt, bilden die Arbeiten iiber unendliche Gruppen, 
genauer iiber Gruppen ohne Voraussetzung der endlichen Anzahl von 
Elementen, noch keine entsprechende ,,Theorie“. Die Untersuchungen 
iiber unendliche Gruppen gehéren gewdhnlich zu einer von zwei Rich- 
tungen, die miteinander keine Beriihrungspunkte haben. Man betrachtet 
erstens einige ,,fast endliche‘‘ Gruppen, d.h. Gruppen, in denen die Vor- 
aussetzung der endlichen Anzahl von Elementen durch eine andere, 
nicht so beschrinkende Endlichkeitsvoraussetzung ersetzt worden ist; z. B. 
bei Abelschen Gruppen Voraussetzung einer endlichen Anzahl von Er- 
zeugenden oder endlicher Ordnungen aller Elemente, bei nichtkommutativen 
Gruppen Vorhandensein einer Kompositionsreihe oder Endlichkeit der 
Untergruppenketten. Diese Richtung beschiftigt sich meistens mit direkten 
Summen- und Produktzerlegungen. 


Die zweite Richtung, deren Bedeutung fiir die Topologie der Mannig- 
faltigkeiten und fiir die Theorie der automorphen Funktionen bekannt ist, 
beschaftigt sich mit Gruppen, die durch Erzeugende und definierende 
Relationen gegeben sind. Die Untersuchungen solcher Gruppen sind sehr 
schwierig, und hier betrachtete man bis jetzt entweder einfachste Klassen 
von Gruppen, z. B. Gruppen mit einer einzigen definierenden Relation, 
oder sogar einzelne Beispiele. Diese Richtung ist also noch sehr weit von 
jener Allgemeinheit entfernt, die fiir die heutige Algebra bezeichnend ist. 


Es entsteht die Aufgabe, diesen Zweig der Gruppentheorie auf neuen 
Grundlagen, ohne den Begriff der Erzeugenden, aufzubauen. Diese Rich- 
tung soll der ersten entgegengesetzt sein und sozusagen ,,sehr unendliche“ 
Gruppen untersuchen. Die Lésung dieser Aufgabe liegt noch weit im 
Felde; der erste Schritt ist aber schon getan, und das verdanken wir 
O. Schreier. 
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Schreier hat schon die lange bekannten freien Gruppen, d.h. Gruppen, 
die eine Menge von Erzeugenden ohne Relationen besitzen, betrachtet und 
auf eine sehr bemerkenswerte Weise bewiesen, daB jede Untergruppe einer 
freien Gruppe selbst frei ist’). In der Definition der freien Gruppe 
spielen noch die Erzeugenden eine Rolle, aber sie werden ginzlich eli- 
miniert in dem von Schreier eingefiihrten Begrifie des freien Produktes 
von Gruppen; die Definition dieses Begriffes wird in § 1 der vorliegenden 
Arbeit gegeben. Er kann freilich auch mit Hilfe von Erzeugenden und 
definierenden Relationen definiert werden, und zwar so: 


Eine Gruppe @ ist in ein freies Produkt zerlegbar, wenn sie eine 
Menge von Erzeugenden besitzt, die so in paarweise elementenfremde Teil- 
mengen zerlegt werden kann, da8 jede definierende Relation nur zu der- 
selben Teilmenge gehérende Erzeugende verbindet. 

In einer friiheren Arbeit*) hat der Verfasser die Probleme iiber Unter- 
gruppen freier Produkte (das Untergruppenproblem) und iiber Beziehungen 
zwischen verschiedenen Zerlegungen einer Gruppe in ein freies Produkt 
von unzerlegbaren Faktoren (das Isomorphieproblem) gestellt und sie in 
einigen Fallen unter sehr beschrinkenden Voraussetzungen gelést. Das 
erste Problem ist nimlich nur fiir freie Produkte von beliebigen zyklischen 
Gruppen gelést worden, und diese Lésung hatte sich auf Schreiersche Satze 
gestiitzt. Das zweite Problem war fir freie Produkte von Abelschen 
Gruppen und von Gruppen ohne Elemente unendlicher Ordnung gelést 
worden. 


In der vorliegenden Arbeit wird das Untergruppenproblem fiir jedes 
freie Produkt, ohne irgendwelche Voraussetzungen iiber die Struktur der 
Faktoren dieses Produktes, gelést werden. Die Schreierschen Untersuchungen 
werden dabei nicht benutzt, der §chreiersche Satz tiber Untergruppen 
freier Gruppen wird also von neuem bewiesen werden. Von der unter *) 
zitierten Arbeit sind diese Betrachtungen auch unabhingig. Mit Hilfe 
unseres Untergruppensatzes erhilt auch das Isomorphieproblem eine all- 
gemeine Lisung (§ 5). 

Die Theorie der freien Produkte fordert noch viele weitere Betrach- 
tungen. AuBer vielen Problemen, die nicht sehr schwierig scheinen — 


1) O. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen, Hamb. Abhandl. 5 
(1927), S.161—183. Eine Vereinfachung bei W. Hurewicz. Zu einer Arbeit von 
O. Schreier, Hamb. Abhandl. 8 (1930), 8. 307—314. Schon friher hatte J. Nielsen 
diesen Satz bei Voraussetzung einer endlichen Anzahl der Erzeugenden bewiesen. 
Sp&ter war die Theorie der freien Gruppen von F. Levi, Math. Zeitachr. 82, $7 fort- 
gefihrt worden. é 

*) A. Kurosch, Uber freie Produkte von Gruppen, Math. Annalen 108 (1933), 
8. 26—36. 
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z. B. die Bestimmung der Automorphismengruppe eines freien Produktes, 
wenn die Automorphismengruppen der Faktoren als bekannt vorausgesetzt 
werden — entsteht noch ein sehr schweres und sehr wichtiges Zerlegungs- 
problem : 

Ist jede in ein freies Produkt zerlegbare Gruppe als ein freies Produkt 
von unzerlegbaren Faktoren darstellbar? Ist besonders jede Gruppe, deren 
unzerlegbare Untergruppen alle unendliche zyklische Gruppen sind, eine 
freie Gruppe ? 

Weitere Untersuchungen werden sich wahrscheinlich einerseits auf 
freie Produkte mit einer vereinigten Untergruppe*) beziehen, andererseite 
sich mit unzerlegbaren Gruppen, die zerlegbare Untergruppen besitzen, 
beschaftigen. 


§1. 
Definitionen, 
Es sei eine Menge von Gruppen H, (« durchlauft eine beliebige Index- 


menge) gegeben. Unter dem freien Produkte dieser Gruppen, Komponenten 
genannt, versteht man eine Gruppe G, 


G = J74,, 


die aus allen formalen Produkten h,h, ...h, besteht, wo jeder Faktor h, 
ein von 1 verschiedenes Element aus einer Komponente H,, ist und wo 
je zwei benachbarte Faktoren h,, h;,, zu verschiedenen Komponenten 
gehéren. 

Ist g = h,h,...h,, 80 nennen wir h,h,...h, die unkiirzbare Dar- 
stellung fiir das Element g, die Anzahl der Faktoren n die Lange von g 
(in Zeichen: n = 1(g)). Jedes Element von G hat eine einzige unkiirzbare 
Darstellung durch Elemente von Komponenten H,. 

Um die unkiirzbare Darstellung fiir das Produkt von zwei Elementen 
g = h,h,...ha, g = Aihy...hm in gegebener Reihenfolge zu bilden, 
schreiben wir die unkiirzbaren Darstellungen dieser Elemente nacheinander, 

gg = hh, ...h, hyhy... ha. 

Ist hy = h,’, hy — he, sete hy = he e+1, aber hiss + hat 
(0 < k S min (n,m)), so werden k Kiirzungen der Reihe nach vollzogen. 
Gehéren A,_, und hy,, zu verschiedenen Komponenten, so ist schon 
die unkiirzbare Darstellung fiir das Produkt gg’ erhalten; im entgegen- 
gesetzten Falle bildet- das Produkt h,_,/4j,, ein von 1 verschiedenes 
Element aus einer Komponente, also soll eine Vereinigung ausgefiihrt 


8) Vgl. Schreier, 1. c. 1). 
Mathematische Annalen. 109. 
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werden. Es ist leicht zu zeigen, daB diese Definition der Gruppen- 
multiplikation assoziativ ist‘). 

Das Einselement 1 der Gruppe @ ist ein Element, dessen unkiirzbare 
Darstellung leer ist, d. h. keine Faktoren A, enthalt; 1(1) = 0. Ist 
g = h,h,...h,, 80 wird g"* = h,’...hz* hy" sein. 

Hat das Element g von G eine gerade Lange, | (g) = 2k, also 


g = Se ot EE OS 


so heiBt h_,...h_, die erste Hilfte von g, h,...h, die zweite Hilfte. 
Hat das Element g eine ungerade Lange, | (g) = 2k +1, also 

g = h_,...h_, hh, ... hg, 
so heiBt h_,...h_, die erste Hialfte, h,...h, die zweite Haljte, h, der 
Zentraljaktor von g. Es ist klar, daB die erste Halfte von g-' zu der 
zweiten Hilfte von g und die zweite Hilfte von g~' zu der ersten Hilfte 
von g invers sind. 

Ein Element g = h_,...h_,h,h,...h, ungerader Lange soll eine 
Transformation heiBen, wenn seine erste und zweite Hilfte zueinander 
invers sind, A_; = hj" (i = 1, 2,..., k), d.h. wenn g zu seinem Zentral- 
fuktor h, konjugiert ist. Ist g eine Transformation, so wird 


f =i"... A; Ath, ...de 


sein und daher sind g und h, von gleicher Ordnung. Ist aber g keine 


Transformation, so ist die von g erzeugte zyklische Untergruppe gewi8 
unendlich. 


Aus der Definition des freien Produktes folgt sofort: 

Ist G = I H,, 80 gibt es in G keine nichtidentischen Relationen, 
welche Elemente von verschiedenen Komponenten H, verbinden. 

Ist G = I H, und ist jede Komponente H, selbst ein freies Pro- 
dukt von Komponenten H,,, H, = i] H,», 80 gilt 


@ = ITH. 


Eine Gruppe @ heiBt zerlegbar, wenn sie als ein freies Produkt von 
echten Untergruppen dargestellt werden kann, anderenfalls unzerlegbar. 

In der vorliegenden Arbeit wird man folgende Bezeichnungen brauchen: 
g eG, wenn g ein Element der Gruppe @ ist; F c G, wenn F eine Unter- 
gruppe vonG ist; F = F, 1 F,, wenn die Untergruppe F der Durchschnitt 
der Untergruppen F, und FP, ist. 


*) Vgl. z. B. Schreier, 1. c. 1). 
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§ 2. 
Untergruppensatz. Die Konstruktion der Untergruppen #, und K,. 


Ist eine Gruppe G das freie Produkt ihrer Untergruppen H,, 
G= I H,, so enthalt G gewiB, auBer Untergruppen von Komponenten H, 


und ihren konjugierten Untergruppen, auch unendliche zyklische Unter- 
gruppen. Wir wollen zeigen, daB diese Untergruppen und ihre freien 
Produkte alle Untergruppen von G erschépfen, und zwar: 


Untergruppensatz, Jede Untergruppe F von G kann selbst in ein 
freies Produkt zerlegt werden, 


F= IT F;°), 


wo jeder Faktor F; entweder eine unendliche zyklische Gruppe oder mit einer 
Untergruppe von einer Komponente H, konjugiert ist. 

Es sei F eine beliebige Untergruppe von G. Wir definieren die 
Untergruppen ®, von F (mu eine Ordnungszahl) folgendermaBen: 


®, = 1. 


Sind Untergruppen ®, von F fiir alle « < v schon gewahlt und ist K, 
die von diesen ®, erzeugte Untergruppe von F, d.h. die minimale 
Untergruppe von F, die alle ®, enthialt, so betrachten wir solche zu K, 
nicht gehérende Elemente von F, die eine minimale Linge haben; diese 
Lange bezeichnen wir mit 1,, Wenn es Transformationen unter diesen 
Elementen gibt, so sei g7'hg, (mit he H,.) eine solche. Wir bezeichnen 
dann mit H? den Durchschnitt der Untergruppen F und g7' H,, g,, 


H? = FNgz'H,, 9. 


Diese Untergruppe ist zu einer Untergruppe der Komponente H,, kon- 
jugiert*). Gibt es aber in der Menge F — K, keine Transformationen von 
der Linge 1, (z. B. bei geradem I,), so setzen wir H? = 1. 

Wenn es in F, aber auBerhalb der von K, und H? erzeugten Unter- 
gruppe, Elemente der Linge /, gibt, deren zweite Hilfte g, ist und deren 
Zentralfaktoren zur Komponente H,  gehéren, so bezeichnen wir mit /,, 
eins von diesen Elementen. Wenn H* = 1 ist, so ist f,, ein willkiirlich 
gewahltes Element der Lange /, aus der Menge F — K,; seine zweite 
Hilfte bezeichnen wir mit g,, die Komponente, in der sein Zentralfaktor 
(bei ungeradem /,) aufgeht, mit H,,. 


5) Dieses Produkt kann eventuell nur aus einem Faktor bestehen. 

*) Wir behaupten noch nicht, daB der Durchschnitt der Untergruppen K, 
und H* nur aus einem einzigen Einselement besteht. Das wird erst in § 4 bewiesen 
werden. 


43* 
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Es seien die Elemente /,, fiir jede Ordnungszahl 6 << o schon aus- 
gewahlt. Wir wahlen dann ein Element von F der Lange l,, das auBer- 
halb der von K,, H,* und allen /,; erzeugten Untergruppe liegt, dessen 
zweite Hilfte g, ist und dessen Zentralfaktor zur Komponente H, ge- 
hért; dieses Element bezeichnen wir mit /,,. Dieser Auswahlproze8 
wird sein Ende bei einer Ordnungszahl o, erreichen. Mit ®, bezeichnen 
wir jetzt die von H, und allen f,; (6 <0,) erzeugte Untergruppe von F. 
AuBer der von K, und @®, erzeugten Untergruppe gibt es in F keine 
Elemente mehr von der Linge /, mit der zweiten Hilfte g, und mit dem 
Zentralfaktor aus der Komponente H, . 

Fiir eine Ordnungszahl x wird die Gleichheit 

2= FF 


erreicht werden; dabei werden die Untergruppen ®, fiir alle » <x auf- 
gebaut werden. 

Unser Zweck ist, zu zeigen, daB die Untergruppe F das freie Produkt 
der Untergruppen ®,, und jedes ®, das freie Produkt von H,* und zykli- 
schen Untergruppen (f/,,} ist. 

Unter den Erzeugenden der Untergruppe ®, werden wir die Ele- 
mente /,3 (6 << o,), ihre Inversen /;j} und alle von 1 verschiedenen 
Elemente der Untergruppe H? verstehen. Die Erzeugenden aller Unter- 
gruppen ®, (u < ») sind Erzeugende fiir K,. 

Es sei U entweder eine von den Untergruppen ®, oder eine von 
den Untergruppen K,. Ihre Erzeugenden sollen durch den Buchstaben a 
mit unteren Indizes bezeichnet werden. 

Das Produkt a,a,...a, heiBt em Wort in U, wenn keine zwei be- 
nachbarten Faktoren a,, a;,, zueinander invers sind oder zu derselben 
Untergruppe H? gehéren. Das Wort a,a,...a, heiBt Primwort, wenn 
die Lange seiner unkiirzbaren Darstellung gleich der maximalen Lange 
seiner Faktoren a, ist, 


l(a, a, ...@,) = max /(a,)’). 


Primworte in U sollen durch den Buchstaben a mit oberen Indizes be- 
zeichnet werden. Unter dem Zentralfaktor eines Primwortes a’ und seinen 
ersten und zweiten Halften werden wir den Zentralfaktor usw. seiner un- 
kiirzbaren Darstellung verstehen. 


Die Kiirzungen in dem Produkte a’ a” zweier Primworte a’, a” von U 
kénnen mehr oder weniger weit gehen. Wir werden daher drei Arten der 
Nachbarschaft zwischen a’ und a” (in dieser Reihenfolge) unterscheiden: 


7) Ist U= @,, 80 haben natirlich alle Erzeugenden a, dieselbe Lange. 








Ee a ETE 


: 
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Nachbarschaft erster Art, wenn /(a’a”) > max (l(a’), 1(a”)) ist, 
Nachbarschaft zweiter Art, wenn | (a’a”) = max (I(a’),1(a”)) ist, 
Nachbarschaft dritter Art, wenn I (a’a”) < max(I(qa’), l(a’) ist. 


Ist z. B. l(a’) = 1 (a”), so driickt die Nachbarschaft zweiter Art folgendes 
aus: Bei geradem /(a’) vernichten Kiirzungen die ganze zweite Hiilfte 
von a’, aber Kiirzungen und Vereinigungen lassen die erste Hafte von a’ 
invariant; bei ungeradem I(a’) wird der Zentralfaktor von a’ sich mit 
einem Faktor von a” vereinigen. Dementsprechend wird es bei Nachbar- 
schaften erster und dritter Art sein. 


§ 3. 
Die Struktur der Untergruppen @,. 


Die Konstruktion der Untergruppen ®, und K, fiihrt uns zu folgenden 
Hilfssitzen, von denen der zweite erst im §5 benutzt wird. 


Hilfssatz 1. Je zwei Elemente f,o, und f,o, (6, << o,) haben ver- 
schiedene erste Hilften. 

Dies ist klar bei gerader Lange /,, da die zweiten Hilften dieser 
beiden Elemente gleich g, sind; wenn /,,, und /,,, zusammenfallende 
erste Hialften hiatten, so wiirde f,,. = f,o, sein. 

Es sei 1, ungerade. Haben /,,, und f,o, gleiche erste Hilften, so 
werden die Kiirzungen in dem Produkte 


f = fre; frog 


die Zentralfaktoren, die zur némlichen Komponente H,, gehoren, erreichen. 
Da die erste Hialfte von f77, gleich g,* ist, so wire bei der Kiirzung der 
Zentralfaktoren { = 1 und mithin /,,, = f,o,. Wenn aber die Zentral- 
faktoren nur vereinigt werden, so wird / eine Transformation, also ein 
Element der Untergruppe H,’. Das Element /,,, wird daher in der 
von H** und /,.,, erzeugten Untergruppe liegen, entgegen der Konstruktion 
der Untergruppe @,. 

Hilfssatz 2. Jedes solche Element { von F, dessen erste Hiljte der 
ersten Hiilfte eines Elementes {,, gleich ist und dessen Zentralfaktor (bet 
ungeradem l,,) zur Komponente H,,, gehort, ist selbst in der Untergruppe K. +; 
(und daher in jeder K, bei v > uw) enthalten. 

In dem Produkte f-'/,, erreichen die Kiirzungen die Zentralfaktoren, 
also muB 1 (f-'/,.) <1, sein. Ist 


LE * fue) <b» 
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so wird /-'/,, e K,, da l, die minimale Linge der auBerhalb K, liegenden 
Elemente ist; daher wird /-'/,,¢ K,+,. und da f,,¢ Ky+,, so folgt 
fe Ky+,. Ist aber 


l(f-? i = ia 


so wird die zweite Hilfte des Elementes f-'/,, gleich g, sein und der 
Zentralfaktor dieses Elementes zur Komponente H, gehéren; daraus folgt 
f-* face Kus, und dann wieder fe K,,,. Der Hilfssatz ist damit be- 
wiesen. 

Wir werden jetzt eine beliebige Untergruppe ®, betrachten; ihre 
Erzeugenden wollen wir nun mit },, ihre Primworte mit 6” bezeichnen. 

Jedes aus einem einzigen Faktor bestehende Wort 6, ist ein Prim- 
wort. Ein Wort 6,6,, wo die zweite Hilfte von b, gleich g,, die erste 
Hialfte von 6, gleich g;' ist, ist auch ein Primwort; in der Tat, bei 
1(b, 5.) < 1, wird das Element 5,6, in der Untergruppe K, aufgehen, also 
mu8 eines der Elemente 6,, b, zu der von K, und dem zweiten Elemente 
erzeugten Untergruppe gehoren, was unméglich ist. Endlich ist ein 
Wort 6,b,6,, wo b,eH*, b, ein Element /,,,, 6, ein fr}, ist, auch ein 
Primwort (sowohl bei o, + a, als auch bei o, = ¢,). 

Es gibt in ®, keine anderen Primworte. Diese Behauptung folgt 
nimlich aus dem folgenden Satz, der die Struktur der Untergruppe 9, 
vollig charakterisiert : 

Ist { = 6, b,...b, ein beliebiges Wort von ®,, so kann man die 
Faktoren dieses Wortes so vereinigen, 


f => (6, .-+ Bj) (bi, +1 ooo) oo (be 541 oo Oh 


daB jedes Wort b,,_.41...5;, ein Primwort b” von obenerwihnter Art 
sein wird, also 


f = 0b" ...b® 


gilt, und zwischen je zwei benachbarten Primworten b®, b**+» Nachbar- 
schaft erster Art vorhanden ist. 


Der Satz ist richtig bei mn = 1. Ist er schon fiir n —1 bewiesen, 

so gilt 
6,6, ...0,-, = Ub"... b; 

die zweite Halfte von b® ist dieselbe, wie die von 5,_,. Ist diese Hialfte 
gleich g,, besteht also 6” aus einem oder zwei Faktoren, und hat b, die 
erste Hilfte g;', so bildet das Produkt 6“, ein Primwort. In allen 
anderen Fallen wird nach Hilfssatz 1 zwischen 6® und 6, Nachbar- 
schaft erster Art sein, also bildet 5, allein ein neues Primwort b¢+». 














Freie Produkte*von Gruppen. 655 


Aus diesem Satze folgt, daB aus jedem Worte von ®, nach Aus- 
fiihrung aller Kiirzungen gewi8 eine vom Einselement verschiedene un- 
kiirzbare Darstellung bleibt. Hieraus erhalten wir sogleich: 

Die Untergruppe ®, ist das freie Produkt der Untergruppe H? und 
der von den Elementen f,, erzeugten unendlichen zyklischen Untergruppen. 


§ 4. 
Die Struktur der Untergruppen K,. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung einer Untergruppe K,; ihre 
Erzeugenden bezeichnen wir mit a,, ihre Primworte mit a‘. Wir nehmen 
an, daB in der Untergruppe K, folgende Induktionsvoraussetzung (A) er- 
fiillt ist, deren Richtigkeit fiir K, = 1 trivial ist und fir K, = ®, schon 
im vorhergehenden Paragraphen bewiesen worden ist: 

(A) Ist a,a,...a, ein beliebiges Wort von K,, so kann man die Fak- 
toren dieses Wortes mindestens auf eine Weise so vereinigen, 


G, Gy... Gy = (A, ... O,) (Oj, 41 ~~~ Gy) «~~ (@y,_ 41 --- Ga), 


dap jedes Wort a, .41...@;, ein Primwort a“ wird, also 


, ” 


G,@,...@, = a@a"...a® 
gilt, und zwischen je zwei benachbarten Primworten a, a*+” Nachbar- 
schaft erster Art vorhanden ist. 

Aus dieser Voraussetzung folgt sogleich 

Hilfssatz 3. Die Léinge jedes Wortes a,a,...@,, das kein Primwort 
ist, ist gréBer als die Linge jedes seiner Faktoren a,, 

l(a, a, ... @,) > max I (a,). 

Kein Wort in der Untergruppe KX, kann daher dem Einselement 
gleich sein; denn sonst erhielte man eine nichtidentische Relation in G. 
Daraus folgt unmittelbar: 

Die Untergruppe K, ist das freie Produkt aller vom Einselement ver- 
schiedenen Untergruppen H% (u < v) und aller von den Elementen {, 
(u< v, o <a,) erzeugten unendlichen zyklischen Untergruppen. 

Um die Voraussetzung (A) fiir die Untergruppe K,,, zu beweisen, 
miissen wir zunichst zeigen, daB der Durchschnitt der Untergruppen K, 
und H¥ nur das Einselement enthalt. Zu diesem Zwecke werden wir 
folgende Hilfssiitze beweisen, in denen die Rede von Worten der Unter- 
gruppe K, sein wird. 

Hilfssatz 4. Ist das Wort a,a,...a, ein Primwort, so ist auch 
jeder seiner Abschnitte a,a,...a,, s< k (und jeder Abschnitt a, ... a, 
t > 1) ein Primwort. 
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Es sei der Abschnitt a, ...a,, s < k, kein Primwort, aber a, ... a,a, +, 
Primwort. Nach (A) gilt 


S...@ = e...0% #>1, 
also, nach Hilfssatz 3, 


i(a, ...¢,) > maxl(a%), 5 = 1,2,...,7. 
Gabe es im Worte 


, 
G, ... G04, = @...0%0,,,; 


zwischen den Primworten a“), a,., eine Nachbarschaft erster oder zweiter 
Art, so wire die Lange des Wortes a,...a,a,,, gréBer als die Lange 
jedes seiner Faktoren, was fiir ein Primwort unméglich ist. Gibe es 
aber zwischen a und a,,, eine Nachbarschaft dritter Art, so wiirde das 
Produkt aa,,,, das ein Wort ist, eine kleinere Lange als einer von 
seinen Faktoren haben, entgegen dem Hilfssatze 3. 

Hilfssatz 5. Hs sei a,...a, ein Primwort. In seiner unkiirzbaren 
Darstellung bleiben die erste Hilfte von a, und die zweite Hialfte von a, 
invariant, und thre Zentralfaktoren (wenn sie vorhanden sind) kénnen nur 
durch andere vom Einselement verschiedene Elemente aus denselben Kom- 
~ponenten ersetzt werden. 


Dies ist klar bei k = 1. Ist diese Behauptung schon fiir das 
Wort a, ... a,—,, das, nach Hilfssatz 4, ein Primwort ist, bewiesen, so folgt 
ihre Richtigkeit fiir a, ...a,_,@, aus der Bemerkung, da8 zwischen den 
Primworten a,...@,_, und a, gewiB Nachbarschaft zweiter Art vor- 
handen sein muB. 

Hilfssatz 6. Jedes Wort f von K,, dessen unkiirzbare Darstellung 
eine Transformation ist, hat die Gestalt 

‘ = @,*... 6; G6, ... Gy; 


hier ist a, ee Transformation, also gehért es zu einer Untergruppe Ht (u < »). 
Es sei f = a,a,...a@,. Ware a, = a;', so kénnten wir die Trans- 
formation 
a;'fa, = a... Gp-1 
betrachten. Gehéren a, und a, zu derselben Untergruppe Hi, so kénnten 
wir zur Transformation 


a;* fa, = a... a—; (@4,) 
tibergehen. Wir nehmen daher an, daB a, und a, keine inversen Elemente 
zueinander sind und nicht zu derselben Untergruppe Hf gehéren. Unter 


diesen Voraussetzungen wollen wir zeigen, daB k = 1 ist, d.h. f nur aus 
einem einzigen Faktor besteht. 
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Es sei umgekehrt k>1. Ist { kein Primwort, so kann man es, 
nach (A), als Produkt von Primworten darstellen, 


st _ . 
= a a"...a%—14a; 


zwischen a’ und a” (und zwischen a*~-" und a) ist die Nachbarschaft 
erster Art. Da die erste Halfte der unkiirzbaren Darstellung von f zu 
ihrer zweiten Hialfte invers ist, mu8 in dem Produkte aa’ zwischen 
den Faktoren Nachbarschaft dritter Art existieren, was aber unméglich 
ist, da aa’ zufolge der tiber f gemachten Voraussetzungen ein Wort ist. 

Es sei nun f ein Primwort. Es gibt ein solches a,, daB 1 (f) = 1(a,) 
gilt; wir kénnen annehmen, da8 a, entweder ein Element aus einer Unter- 
gruppe Hf oder eines der Elemente /,, (u <.¥v) ist, denn wiire es ein 
Element f;3, so wiirden wir die Transformation /—' betrachten. Ist 
i < k, so werden wir die Transformation 


—1 
Gj4,.-- fay eee Bey = Ay... Oy G,... a; 


betrachten; wire dieses Wort kein Primwort, so wiirden die vorangehenden 
Betrachtungen anwendbar sein; ist es aber ein Primwort, so hat sein 
letztes Element eine maximale Linge. Wir nehmen daher an, daS 
i=k ist, also I(f) =1(a,) gilt. Die Lange von a, ist dabei gewiS 
ungerade. 

Gehért a, zur Untergruppe ®,, so ist seine zweite Hilfte gleich g, 
und sein Zentralfaktor gehért- zur Komponente H, . Dann wird, nach 
Hilfssatz 5, die zweite Halfte von f{ auch gleich g, sein und der Zentral- 
faktor von { zu H,, gehéren; da f{ eine Transformation ist, so wird die 
erste Hialfte von f gleich g;' sein. Ist die in ®, aufgehende Unter- 
gruppe Ht vom Einselement verschieden, so gehért f, wie wir sehen, zu 
dieser Untergruppe, so daB 

= a,eH? 
ist. Aber daraus folgt 


G, ... GG," = % 


was bei k >1 gewiB unméglich ist. Ist aber H? = 1, so geht das 
Wort * in einer Untergruppe K, mit 4<y auf, laBt sich also durch 
Erzeugende dieser Untergruppe darstellen, 

f = a,a,...G,. 
Es gilt aber jetzt 


I= 0 
G,...Gp4m ... 0; 1 = 1, 


was auch unméglich ist, da links ein Wort steht. 
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Hilfssatz 7. nthdlt die Untergruppe K, eine Transformation 
f =g-'hg mit he H,, 80 enthilt sie auch den ganzen Durchschnitt der 
Untergruppen g-'H,g und F, 

K,>g"' Hg OF. 
Nach Hilfssatz 6 gilt namlich 
f = a,"...e;'a,¢,...@, mit ae H5, wx. 

Enthalt die Untergruppe F noch eine Transformation /' = g-'hg mit 
h’'e H,, 30 muB das Element a,...a,/'a,'...a;' zur Untergruppe H? 
gehéren, also in der Untergruppe K, aufgehen. Daher gilt /’ « K,. 

Hieraus folgt, da die Untergruppe H,* mindestens ein nicht in K, auf- 
gehendes Element enthilt, daB der Durchschnitt der Untergruppen K, 
und H? nur aus dem Einselement besteht, also keine Erzeugende b, der 
Untergruppe D, in K, aufgeht. 


§ 5. 
Beweis des Untergruppensatzes. Isomorphiesatz. 

Wir sind jetzt in der Lage, die Voraussetzung (A) fiir die Unter- 
gruppe K,,, zu beweisen; K,,, ist die von AK, und ®, erzeugte Unter- 
gruppe, also bilden die Erzeugenden von K, und ®, in ihrer Gesamtheit 
Erzeugende von K,,,. Wir schicken dazu drei Hilfssitze iiber Nach- 
barschaften zwischen Primworten von K, und ®, voraus; wie friher be- 
deutet a’ ein beliebiges Primwort vén K,, 6’ ein Primwort von @,. 

Hilfssatz 8. Ist l(a’) <1(b’), so ist zwischen a’ und b’ Nachbar- 
schaft dritter Art unméglich. 

In der Tat, ist b’ = b, ... b,, so wire bei der Nachbarschaft dritter Art 

L(a’b,) < 1(6,), 
also a’b, e K, und daher 6, e K,, entgegen dem § 4. 

Hilfssatz 9. Ist l(a’) = 1(b’), so kann zwischen a’ und b' nur 
Nachbarschaft erster Art vorhanden sein. 

Es seien 


@ = 4,4,...6, 8 = 6,b,...5, 
und 


l(a’) = I(a;), aber I(a’)>I1(a,) bei t>j. 
Gibt es zwischen a’ und 6’ Nachbarschaft zweiter oder dritter Art, so 
wird zwischen a’ und 6, auch Nachbarschaft zweiter oder sogar dritter 
Art vorhanden sein. Das Wort a;,,...a, ist, nach Hilfssatz 4, ein 
Primwort, und es ist 
T(aj4....@) < l(a’). 

Es gibt zwischen den Primworten a, ...a; und a;,, ... a, Nachbar- 

schaft zweiter Art, also mu zwischen a;,,...a, und b, auch Nachbar- 
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schaft zweiter Art vorhanden sein (die Nachbarschaft dritter Art ist nach 
Hilfssatz 8 ausgeschlossen). Daraus folgt 


1(a;,,...a,b,) = 1(,). 


Da zwischen a,...a@, und a;,,...a,6, die Nachbarschaft zweiter 
Art ist, so sind die zweite Hilfte von a, und die erste Hilfte von 
@;,,...@,6, zueinmander invers und ihre Zentralfaktoren gehéren, bei un- 
gerader Lange, zu derselben Komponente. Daraus folgt aber, entweder 
nach der Konstruktion der Untergruppen ®, oder nach Hilfssatz 2 
(letzteres bei a, = f,73): 


@;4,...4,6,¢K,, also b, e K,. 


Hilfssatz 10. Sind zwischen b' und a’ und zwischen a’ und b” die 
Nachbarschaften zweiter Art (also l(a’) < l,), so kann zwischen 6b’ a’ und b” 
nur Nachbarschaft erster Art sein. 

Es seien 

Of a= b,,b,,... 0:4, OY = b,,5,, ... Bee. 
Ware zwischen b’a’ und 6” die Nachbarschaft zweiter oder dritter Art, 
so miiBte zwischen b,,a’ und b,, (und zwischen 6,, und a’b,,) auch 
Nachbarschaft zweiter oder sogar dritter Art vorhanden sein. 

Dieses ist unméglich bei der Voraussetzung, daB die zweite Hilfte 
von 6,, gleich g, und die erste Hilfte von 6,, gleich gy" ist; denn die 
Kiirzungen kénnten dann nicht das ganze Wort a’ vernichten. 

Es sei jetzt die erste Hialfte von b,, gleich g;’, aber die zweite 
Hilfte von 6,, von g, verschieden; dann ist gewiB die erste Hiilfte 
von 6,, gleich g;*. Da zwischen 6,,a’ und 6,, Nachbarschaft zweiter 
oder dritter Art vorausgesetzt war, so mu8 die zweite Hilfte von 6,,a’ 
gleich g, sein. Daraus folgt aber 


b,,@ « A, 


also geht b,, selbst in der von KX, und H,* erzeugten Untergruppe auf, was 
unméglich ist. Genau so wird es auch bei der Voraussetzung gehen, daB 
die zweite Hilfte von b,, gleich g,, aber die erste Halfte von b,, von g;" 
verschieden ist. 

Es seien endlich die zweite Hilfte von },, von g, und die erste 
Hilfte von 6,, von g;' verschieden. Bei unseren Voraussetzungen tiber 
die Nachbarschaft zwischen 6,,a’ und 6,, wird das Produkt 5,,a’6,, ent- 
weder eine in H,* enthaltene Transformation oder gleich 1 sein. Da 6,, 
von 6,, und von 6;; gewiB verschieden ist (die Kiirzungen sollen dae 
ganze a’ vernichten), so kommen wir in beiden Fallen zum Widerspruch: 
war das Element 6,, spiter als 6,, gewahlt, so wird es in der von K,, H,* 
und 6,, erzeugten Untergruppe aufgehen. Der Hilfssatz 10 ist bewiesen. 
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Wir befinden uns jetzt in der Lage, die Induktionsvoraussetzung (A) 
fiir die Untergruppe K,,, zu beweisen. Jedes Wort von K,,, laBt sich 
namlich, bei geeigneter Gruppierung seiner Faktoren, als Produkt von 
Worten und daher von Primworten von K, und ®, darstellen. Die Hilfs- 
siitze 8, 9, 10 zeigen uns, wann zwei nebeneinanderstehende Primworte 
von K, und von @, zu einem Primworte vereinigt werden kénnen; in dem 
Falle, der im Hilfssatze 10 betrachtet worden war, soll das Primwort a’ 
entweder mit 6’ oder mit 6” vereinigt werden. Jedes Wort von K,,, ist 
also als Produkt von Primworten der Gestalt a’, b’, a’b’, b’'a’ und a’b’a”, 
zwischen denen Nachbarschaften erster Art vorhanden sind, darstellbar. 

Die Voraussetzung (A) ist fiir die Untergruppe K,,, bewiesen. Ihre 
Erfiillung fiir die Untergruppe K, mit einer Limeszahl A folgt daraus, 
da8 jedes Wort von K, schon in einer Untergruppe AK, mit u < A auf- 
geht. (A) gilt daher in allen Untergruppen K,, also in der Untergruppe F 
selbst, und das beweist den Untergruppensatz. 

Zusatz. Jede wunzerlegbare Untergruppe eines freien Produktes 
G = II H, ist entweder eine unendliche zyklische Gruppe oder mit einer 
Untergruppe von einer Komponente H, konjugiert. 

Daraus folgt ohne besondere Schwierigkeiten der 

Isomorphiesatz, Ist eine Gruppe G auf zwei Arten als freies Produkt 
von unzerlegbaren Komponenten dargestellt, 


@ = 1H, = IF, 


so lassen sich die Komponenten dieser beiden Zerlegungen so einander ein- 
eindeutig zuordnen, daB entsprechende Gruppen isomorph sind. Sind diese 
entsprechenden Faktoren keine unendlichen zyklischen Gruppen, so sind sie 
sogar in G konjugiert. 

Der Beweis bleibt wértlich derselbe, wie fiir den Satz 3 der unter ”) 
zitierten Arbeit des Verfassers. Um das Lesen dieses Beweises zu er- 
leichtern, wollen wir nur einige Bemerkungen machen. 

Die unkiirzbaren Darstellungen und die Langen der Elemente g,, g, 
betrachtet man dort in bezug auf die erste Zerlegung. Da der erste Faktor 
der unkiirzbaren Darstellung von g, als nicht zur Komponente H, gehérig 
vorausgesetzt werden kann, ist das Element h = g,g, der letzte Faktor 
der unkiirzbaren Darstellung von g,, also kénnen im Produkte g, g, iiber- 
haupt keine Kiirzungen vollzogen werden. 

Aus dem Isomorphiesatz fiir freie Produkte folgen einige Isomorphie- 
sitze fiir sogenannte freie Produkte mit vereinigten Untergruppen, welche 
wir hier nicht definieren wollen. 


(Eingegangen am 22. 6. 1933). 

















A machine for combining sets of linear congruences. 
Von 


D. H. Lehmer in Altadena (Cal., U.S. A.) 


Many problems in the theory of numbers have been reduced to the 
combination of sets of linear congruences. In such problems we are 
looking for an unknown integer z, which with respect to a certain 
modulus is congruent to some one of a set of remainders. If this type 
of fact is known for a sufficient number of different moduli, the com- 
bination of all these meagre bits of information leads to the identification 
of the unknown from many thousands or even millions of possible 
integers. 

This method is particularily powerful when we have for available 
moduli all (or nearly all) the small primes p or their powers'), and when 
the number of remainders to which z is restricted modulo p, is not 
much greater than p,'2. These conditions are met with in a large 
number of problems of interest to the arithmetician including the repre- 
sentation of numbers by binary quadratic forms, the solutions of quadratic 
and higher congruences, the distribution of the values of the class number 
function, and more general problems, such as finding the common values 
of two or more non-linear polynomials with integer coefficients, or finding 
the least number having a prescribed quadratic (or higher) character with 
respect to each prime modulus less than some given limit. 

Since this class of perpetually interesting problems may all be solved 
by the same method, attempts have been made to standardize and 
simplify the procedure of combining sets of linear congruences of this 
type. Theoretically the problem presents no difficulties. Finding the 
common solution of a set of linear congruences amounts to solving in 
integers equations of the type az+by=c. This can be done non- 
tentatively by continued fractions. The number of such equations to be 
solved however may exceed 10° in dealmg with some fairly simple 
problems. Hence this method is not practical. 


If the unknown z is restricted to s, values modulo p,, and to s, 
values modulo p,, then the combined effect is to restrict z to s,s, values 


1) An important problem in which this is not the case is the quadratic residue 
method of factorization as described by Legendre. 
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modulo p,p,. It thus appears that by combining the restrictions on z 
for all the moduli p,, p,, ..., Py, & is restricted to 8s, = 8,...8,=S8 
cases modulo p, p, ... p; = P. Now it often happens that s, is approxi- 
mately p,/2, so that $2‘ = P approximately. Moreover the values of ¢ 
must be 25 or 30 in some cases. For sueh a value of t, the numbers S 
and P are enormous. What is essential however is that P is several 
million times larger than S. We now make an assumption for which 
there is no theoretical justification. We assume that the S favorable 
values of z are more or less uniformly distributed among the P possible 
values of z. If the x for which we are looking is known to be less 
than L, than we may choose ¢ so that 2‘~' << L <= 2'. By our assump- 
tion then, the desired answer will be the smallest value of z satisfying 
the ¢ sets of restrictions modulo p,;(i = 1, 2, ..., @). 

The probkm now requires the examination of all the numbers 
1, 2, 3,..., Z for the one number (or at most a few numbers) which 
satisfies the requirements of each of the moduli p,;. Obviously there are 
two ways of doing this. We may examine the numbers 1, 2, 3,..., Z 
one at a time and for each number find a modulus p by which it is 
excluded. Or we may take each modulus in turn and find which of the 
numbers 1, 2, 3, ..., Z it excludes. This second method recommends 
itself to pencil and paper work,, since it may be performed more or 
less graphically. In fact it is customary to use paper ruled in square 
cells. Each cell by virtue of its position represents one of the numbers 
1, 2, ..., Z. In this way much writing is saved. The undesirable entries 
modulo p, occur periodically in the table and are crossed out with the 
aid of a “movable strip” of length p, By the time ¢ such strips are 
applied to the table only a few cells survive. The corresponditig values 
of z may now be tried as solutions of the problem’). 

However this method demands a great deal of attention on the 
part of the computer lest a mistake occur by a maladjustment of 
a strip. 

The first method of trying the numbers 1, 2, 3, ..., Z in turn 
seems, at first sight, to be very crude. It has one advantage over the 
second method, however. No mention need be made of the upper limit L. 
In fact it frequently occurs that z is very small compared with L, so 
that by this direct method of search z is found comparatively soon. 
Moreover in some distribution problems it is essential to leave L inde- 
finite. This feature of the first method has been worth developing. 


2) For a complete description of the method see Kraitchik: “Théorie des 
Nombres”, T. 1, 34--44. For a variation of this method compare F. W. Lawrence, 
Quarterly Journal of Math. 28 (1896), pp. 285—311. 
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The fact that a modulus is realized mechanically by a wheel has 
led computers, who have used the movable strip method, to imagine a 
machine which would do this work rapidly, without attention, and perform 
the exclusion of the numbers 1, 2, 3, ..., using all the moduli at once. 
The literature contains at least two descriptions of such machines which, 
though impractical in their design, are theoretically interesting. As far 
as the writer knows, the first successful machine of this type was con- 
structed by him in 1927*). The wheel element of this machine is an 
endless chain. This machine considers the integers 1, 2, 3, ... with 
respect to 20 different moduli at once at the rate of 3000 numbers per 
minute. Higher speeds of operation are impractical on account of the 
instability of the chains and the unreliability of the electrical contacts 
which are essential parts of the apparatus. 

The object of this paper is to give some account of a new machine 
constructed by the writer to deal with problems too large for the pre- 
vious model. This new machine examines the natural numbers with 
respect to 30 moduli at once at the rate of 300000 numbers per minute. 
We owe the achievement of this high rate of speed to modern physics, 
for the photoelectric cell and the thermionic valve are indispensable 
elements of the machine. A more detailed account of the apparatus 
follows. 

To obtain high speeds the mechanical system has been made as 
simple as possible. There are only 31 moving parts and these are gears 
rotating about their centers of gravity. There are 30 driven gears, all 
driven at the same linear speed of about 1700 meters per minute by a 
single driving gear. The 30 driven gears correspond to 30 moduli and 
have for numbers of teeth convenient multiples of every prime < 127. 
The largest gear has 128 teeth and the smallest 67 teeth. At the base 
of each tooth on each driven gear, holes are drilled at a constant distance 
from the periphery of the gear, this distance being the same for all 
gears. These holes are about 2 millimeters in diameter and correspond 
to the numbers 0, 1, 2,...,—1 modulo p. If z is to be restricted 
to a set of s numbers modulo p the holes corresponding to these num- 
bers are left open, while the other holes are stopped up with wooden 
pins. The gears are mounted parallel to one another and have a common 
line of tangency so that if a beam of light from an incandescent lamp 
shines through a hole in. any gear it is transmitted or blotted out by 
the next gear. If the driving gear is rotated (from some zero position) 


8) For a complete description of this machine, the reader may consult American 
Mathematical Monthly 85 (1928), 114—121. 
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until z teeth have turned past and if z satisfies the conditions imposed 
by all the moduli, then there will be an alignment of open holes and 
the beam of light will traverse the system of gears. However, if 2 fails 
to satisfy the conditions imposed by a certain modulus, the correspon- 
ding gear will prevent the passage of light. 

So much for the mechanical system. In order to observe and report 
the appearance of this tiny flash of light, a photo-electric cell is placed 
behind the last gear. Now, the amount of light which succeeds in getting 
through the 30 gears is very small and it laste only a ten thousandth 
of a second. Moreover, the photo-electric cell is very inefficient. The 
energy produced by the cell must be sufficiently magnified to operate 
a circuit breaker to stop the electric motor driving the machine. This 
is done by means of a six stage amplifier. The amplifier magnifies the 
energy from the photoelectric cell by a factor of 700000000. This much 
energy is sufficient to operate a delicate thermionic relay, the first of 
a series of three relays which finally stops the machine. 

After plugging up the appropriate holes in each gear, and starting 
the machine the operator needs to give it no further attention until, on 
one of his occasional visits to the laboratory he finds that the machine 
has stopped. He then substitutes the human eye for the photo-electric 
cell, and by reversing the machine very slowly, brings it back to the 
exact position where the light shines through. He then reads the 
number of teeth by means of a revolution counter. This number is 
then the smallest positive integer satisfying the conditions of the 
30 moduli. If it is not an answer to our problem the machine is set 
in motion again. 

To illustrate how the machine is used we give in some detail 
a very simple example, that of decomposing 2" +1 into its prime fac- 
tors. The number 2-4-1 has the divisors 2+ 1,2°+ 1 and 2" +1, 
whose prime factors are well known. Our problem then is to factor 


w= (@+02+0) 


thes) = 1537 22867 20933 01419. 


We cannot set the machine to search directly for a factor of N. Instead 
we seek to represent N by the form a*—6*. The number N has been 


under investigation a number of times and it is known that its smallest 
factor exceeds 300000. Hence 


YN <a < } (300000 + N/300 000), 
That is 


1 239 850 261 < a < 2562 047 936 822. 
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Now it is well known that any factor of N is of the form 932+ 1, 
and 8z+ 1,3. From these facts we deduce at once that 

a = (N + 1)/2 = 3070 (mod 93%) 

a = 6 (mod 8) 
that is 

a = 3070 (mod 69192). 
It is therefore convenient to introduce the variable z by 

a = 691922 + 1 239 854518. 


The condition a? — N = 6? means that we are looking for a positive 
integer x such that 


f (xz) = 4787 532 864 2* +- 171 576 027 618 912 2 + 10 553 711 710 905 
is a square. The inequality for a gives 
0< 2 < 37010176. 

We now consider the quadratic expression /(z) with respect to the 
modulus p and impose the condition that f(z) be a quadratic residue 
of p. We have prepared special tables from which it is possible to read 
the values of x (mod p) for which az* + bxz-+-c is a quadratic residue 
modulo p for all primes and powers of primes <_ 127. Thus we find 
for example 

z = 0, 1, 2, 9, 10, 11 (mod 13) 

z = 1, 4, 6, 7, 10, 11, 12, 15, 16 (mod 17) 

z = 0, 3, 6, 8, 10, 11, 14, 15, 17 (mod 19) 


z = 0, 4, 5, 6, 7, 11, 13, 14, 17, 18, 19, 22, 23, 24, 25, 28, 29, 33, 
35, 36, 38, 40, 42, 48, 50, 51, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 67, 
68, 70, 76, 78, 80, 82, 83, 85, 89, 90, 93, 94, 95, 96, 99, 100, 
101, 104, 105 (mod 107). 
By considering the moduli 9, 25, 49 and 121 instead of 3, 5, 7, and 11 
a better set of restrictions is obtained. Thus for example 
2 = 1, 3, 4,7 (mod9) 
x = 1, 6, 7, 10, 11, 16, 21 (mod 25). 
To present this problem to the machine we have only to stop up the 
holes in each gear which correspond to those values of x not listed above. 


This being done, the machine will find the value of z without attention 


in less than two hours. In this example the machine stopped in about 
Mathematische Annalen. 109. 44 
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3 seconds at z = 6886. This value of z corresponds to the cases in bold 
type in the above table. In fact we find / (6886) = 1 408 493 506557 695 481. 
According to the machine this number is a quadratic residue of all primes 
and powers of primes < 107. Actually taking the square root we find 


V/ (6886) = 1 186 799691 
With z = 6886 we have 


a = 69192-6886 4- 1239854518 = 1716310630 
Hence 


N = 1716310630 — 1 186 799 691? = 529510 939 - 2 903 110321. 
This gives the complete factorization 
2° 4.1 = 3*.529510 939 - 715 827 883 - 2 903 110 321. 


If { (6886) had not been a square, we would have set the machine 
in motion again. Our sets of congruences impose a heavy restriction 
on z however. In fact the average density of solutions z is about 1 in 
562023 190 so that we can hardly expect two solutions to lie below 
37010176. However, there is no a priori reason to expect that the 
solutions «x are uniformly distributed. In fact extraneous solutions 
sometimes appear. For example in another problem the machine stopped 
to deliver the number 


3 644 964 042 849 448 987 514 933 241 


which is a residue of every prime and power of prime < 137. It is 
not a square however. In fact it is a non-residue of 137 being con- 
gruent to 52. 


These numbers which behave like squares with respect to all prime 
moduli <= 7, but in fact are non-squares are of particular interest, since 
their search constitutes a problem in which the solutions are not uni- 
formly distributed. In fact if we restrict « modulo p to the set of 
quadratic residues of p, and seek to combine these sets of congruences, 
we will obtain a solution whenever z is a perfect square, prime to 
Pi*Ps*Ps --- Pe These undesirable squares occur so frequently at first 
that it is impractical to use the new machine for z < 50000000. For- 
tunately the range under this limit has already been considered with the 
previous model. 

The question naturaly arises: How much faster is the machine than 
a skilled computer? This is impossible to answer in general. If the 
answer is small, the machine will find it at once. In the worst case, 
the machine must canvass a certain range of natural numbers so that 
a definite upper limit may be set on the required time. If the com- 
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puter used exactly the same method, it would be possible to estimate 
also the amount of time required. On this assumption the machine 
can do in 20 minutes what the computer can do in a year. However, 
the computer splits up his problem into a number of small problems by 
separating various cases and in this way is sometimes able to speed up 
his work by a factor of 100 or even more. Of course it is possible to 
do the same thing with the machine. Only in extreme cases is it 
worth while, however. A truer estimate of the value of the machine is 
obtained by considering the number of problems it can solve, that have 
thus far withstood the attacks of our best arithmeticians‘). 


*) The actual results obtained in the first month of the machine’s activity 
are given in Bull. Amer. Math. Soc. 39. 


(Eingegangen am 1. 9. 1933.) 


44* 











Uber einige Siitze der additiven Zahlentheorie. 


Von 


N. P. Romanoff in Tomsk (Sibirien). 


In vorliegender Arbeit werden folgende zwei Sitze bewiesen: 

SatzI: In jedem Intervall (0,2) liegen mehr als «x Zahlen, welche 
als Summe von einer Primzahl und einer k-ten Potenz einer ganzen Zahl 
darstellbar sind, wo « eine gewisse positive, nur von k abhingige Konstante 
bedeutet. Oder, anders ausgedriickt, die Folge aller in die Summe von 
einer Primzahl und einer k-ten Potenz zerlegbaren Zahlen ist eine Folge 
positiver Dichte *). 

Satz Il. In jedem Intervall (0, x) liegen mehr als B x Zahlen, welche 
als Summe von einer Primzahl und einer Potenz von a darstellbar sind. 
Hier ist a eine gegebene ganze Zahl und B eine positive Konstante, welche 
nur von a abhéngt. 

Betrachten wir zunichst zwei beliebige Folgen positiver ganzer Zahlen, 
M,,M,,M,,... und ,,%,,n;,.... Bezeichnen wir durch M (x) und N (z) die 
Anzahl der m, bzw. n,, welche z‘nicht iibertreffen, durch A, (u, x), A, (u, x) 
und w(u,z) die Lésungsanzahlen der Gleichungen 

m—m, =u, m—n, =u und m+n, = 4, 
wobei m, <= 2, m, S 2, m <2, n, Sz ist. Bezeichnen wir auBerdem 
durch »(2az) die Anzahl der Zahlen < 22, welche sich in der Form 
n, +m, (n,; = 2, m, =~) darstellen lassen. Die oben definierten GréBen 
befriedigen folgende Ungleichung: 


(1) »(22) > Aah Niey 





M (xz) N(z)+ 2 A, (u, x) Ag (u, x) 
«=1 
Diese Ungleichung kénnen wir leicht aus der Identitat 


(2) E y(usz)? = M(2)N(z) +2 E A, (u, 2) 4,(u,2) 
ableiten. 


1) Eine Folge n,, 7 ,,;... hei®t Folge positiver Dichte, wenn die Ungleichung 
N 
==) > « fir alle geniigend groBen Werte von z erfiillt ist, wo N(x) die Anzahl 


aller n, = x angibt und « eine positive Konstante bezeichnet. Siehe Schnirelmans 


Arbeit: ,,Ob additivnych swoistwach tschisel“, Nowotscherkassk 1930; siehe auch 
Math. Annalen 107, S. 649—690. 
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Die Identitét (2) bekommen wir, indem wir auf zwei verschiedene 
Weisen die Lésungsanzahl der Gleichung: 


(3) n,—n;—m +m, = 0 


mit n, <= 2, nj; = 7, m™ =z, m =z bestimmen. Einerseits kénnen 
wir (3) in der Form n,—n; = m, — m, schreiben und durch folgende 
22+ 1 Gleichungssysteme ersetzen: 

n;,—n;, = U, m--mMm, = Uu 
(u= —z,—(z—1),..., —1,0,1,2,...,2; 0, 5 2,n,S 2, ml 2,m,S72). 
Die Lésungsanzahl dieser Systeme ist offenbar 


5 A, (u, x) A, (u, 2) A, (0,2) A, (0,2) 4-2 XY A, (u, x) A, (u, 2) 


t=-—z c= 


M (x) N (x) +2 J A, (u, 2) A, (uz). 
w=1 
Aber die Gleichung (3) kann auch in der Form n,; +m, = n, + m, ge- 
schrieben und durch Gleichungssysteme 
mi+m =u, n+m = u 


(u = 0,1,2,...,,27%,0%,52,2,52, mz, ms 2) 


22 
ersetzt werden. Die Lésungsanzahl dieser letzteren ist Y’ y(u, 2)’. Aber 
u=0 


das ist ja gerade die linke Seite der Identitat (2), welche somit bewiesen 
ist. Es ist klar, daB »(2z) gleich der Anzahl der von Null verschiedenen 
Zahlen der Reihe 


y(0,z), p(1,z), w(2,2z), ..., p(2z, 2) 
ist. Setzen wir ¢, = 1, wenn y(t, z) > 0, und ¢; = 0, wenn y(i, z) = 0, 


dann bekommen wir nach der Schwarzschen Ungleichung: 


Fat F yiior>(¥ ayia) = ( ¥ win) 


i=0 i=0 
oder 
22 2 
12 (2 v2) 
(4) v(22) = Se? > SS ——_-. 
= 2 vie? 


Wegen (2) und der evidenten Gleichung > y(i,z) = M(z)N(z) erhalten 
i=0 
wir jetzt aus (4) die Ungleichung (1). 








670 N. P. Romanoff. 


Wir wollen als Folgen m, und m, die Folge aller Primzahlen und die 
Folge der k-ten Potenzen aller natiirlichen Zahlen nehmen und unsere 
Ungleicbung (1) fiir diesen Fall naher untersuchen. Es ist hier, wie 
Schnirelman, Viggo Bruns Ergebnisse verallgemeinernd, bewiesen hat: 


(5) A, (u32) <0, o> Pf (1+ 
qiu 


wobei A, (u,z) definitionsgem&S die Anzahl der Lésungen der Gleichung 
P,— P; = u in positiven, z nicht iibertreffenden Primzahlen bedeutet 
und q alle Primfaktoren von u durchlauft. A,(u;x) ist hier gleich der 
Lésungsanzahl der Gleichung 


(6) z—zk = u (#s 2, As 2) 
in positiven ganzen z. Hier ist weiter N (x) = [Vz] und M (a) = x (x)*), 
folglich nach den bekanntea Tschebyscheffschen Ungleichungen 

(7) 


Setzen wir zur Abkiirzung 


Iu) = yee omy 3): 


diu 


oer < M(z)<¢, bas: 


wo uw die bekannte Mébiussche Funktion bedeutet, so kénnen wir nach (5) 
schreiben: 


2, (u,z) A,(u,z) < ¢, eas 224 (u, x) f (u) 


u=1 


{zis} 


« (a)? 
C, wre 3) Auta) S avr = 1: ings Sew > As (us, 2), 


u=1 





[z/s} 


(8) »y A, (u, 2) A, (u,z) < Cr iogts yew D> As (us, x). 


u=1 u=1 





(2/8) 
Die Summe a A, (us, z) ist offenbar gleich der Anzahl der Lésungen 


“wae 


der Kongruenz zt — zt = 0 (mods), 2 < a, # < 2, 2, + %. ~~ jeden 


der [vz] Werte, welche z, annehmen kann, nimmt z, héchstens ig ® (s) 





2) a(x) ist die bekannte zahlentheoretische Funktion, welche die Anzahl der 
Primzahlen bis z angibt. 
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Werte an, wo ®(s) die Anzahl der Residuen r modulo s bedeutet, welche 
der Kongruenz r‘ — zt = 0 (mods) geniigen. Nach den bekannten Sitzen 
iiber héhere Kongruenzen*) (siehe Landau, Vorlesungen iiber Zahlen- 


theorie 1, 8.34) haben wir ®(k) = [7 ®(P,), wo P, alle Primfaktoren 
i=1 


von s durchlauft, und ®(P) < k fiir jede Primzahl P, folglich ®(s) < k’, 
wo v(s) die Anzahl der Primfaktoren von s bedeutet. Aber nach der 
bekannten Abschatzung 


I 
(9) ¥(8) < Ctogs 


fiir jedes quadratfreie s folgt 


log k 


log # Pa 
@(s) <= k’r® < K* tog logs =e log log ¢ <“ ¢, g*, 





Alle diese Ergebnisse zusammenstellend, bekommen wir 


{x/s) 


D> 4,(us,2) < [Vz] [E]ow <4; 


=1 


und nach (8) 


1+2 z i+; @ 


7 s * (2)? z_* y7 u(r 
> A, (u,2) Ay (u, Z) < O° oar - Rez <1 os iogre tM — 


u=1 


oder 











(10) Py A, (u, 2) A, (u, 2) < Co Toate" 
Wenn wir jetzt (7), (10) in die Ungleichung (1) einsetzen und dabei 
N (x) = [2*] beachten, so bekommen wir 


re 
of log? x 
v(22)> - 7 > 2az, 
i+= it; 


+ 2¢, 





CL 
log x 








log? x 
oder endlich v(x) >az. Der Satz I ist somit bewiesen. 
Um den Satz Ii zu beweisen, miissen wir die Ungleichung (1) auf den 


Fall anwenden, in welchem m,,m,,m,,... und ,,,,%,... die Folge aller 


’) Wir beschrianken uns auf den Fall eines quadratfreien s, da fiir die anderen 3 
u(s?? = O ist. 
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Primzahlen und die Folge aller Potenzen einer gegebenen ganzen Zahl a 
bedeuten. Hier ist, wie oben: 


x 1 
(5) Ay (142) < er yogrz Lf (1+ ¢) = 6 Togrz / (u), 
(7) os fogts <M(a)<e¢, ars 
AuBerdem: 
log x 
(11) N(z) = [log?] = el. 


Was A,(u,z) anbetrifft, so kann es nur die zwei Werte 0 und 1 annehmen, 
da die Gleichung nicht mehr als eine Lésung besitzen kann, wenn u + 0 
ist. In der Tat, aus der Gleichung 
ai —ah = giz — qi2 
oder 
ai (a1—-i — 1) = ake (a*z —Je a 1) 


mit 1, + j, folgt i, = +, und j, = j,, weil a* und a*—1 mit m>0 
und » > 0 immer relativ prim sind. 
Wir wollen jetzt die Summe 


Dy A, (u, 2) A, (u, 2) 
uw=1 


abschitzen. Wir haben wegen (5): 


+ agdame <«, ior » A, (u, 2) f(u), 


oder, da A,(u,z) = 1 fiir alle uw von der Form 


at — ai (@ S logs, Jj S logs) 
und A,(u,z) = 0 fiir alle anderen ist: 


Dd Al 2) Ayu 2)< pes Dd fet—o) 


logs > t>j21 


Sage, DD Ma —)i@) 


logs Sim>j>o 


=o? SY Kes, 


logs =i>j>0 
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weil fiir beliebige v,,v, und j f(v,)f(v,) Sf (v,»,) und f(a/) = f(a) ist. 
Wir bekommen folglich: 








logs 
y A, (u,2) A, (u,2) << ¢, az a flat — 1) 
w=1 
logs #S logs 
ue (ad)? (d)? 7 1 
= = C 1 
" Tog ie a : fe k=l jt: 2... 


=k 

= ewok ST aay ome) 
_——- for, . 
loge a, oF LT 


Hier soll /(k) die Lange der Periode sein, welche die Potenzen a°,a',a’, ... 
modulo k bilden. Anders ausgedriickt, /(k) ist der Exponent, zu welchem a 
modulo k gehért. Aus der letzten Ungleichung ergibt sich: 








z ky 
y 4,424, (u,z)<¢,@ ae 
u=1 =1 


ao a)=1 
oder, da die Reihe Ye wie unten gezeigt werden soll, konvergiert, 
k=1 


(k, a) =1 


PS ieasima< ee 57 1 (ey 





= EU(k)’ 
a ay=1 
folglich 
(12) 2 A, (u,z) A, (u, 2) << ¢, z. 
u=1 
Wir erhalten jetzt, indem wir (7), “eg und (12) in (1) eintragen: 
[logt}? 
» (22) > “ge > 2p2, 
Cs as z [log*) + 2c, x 
oder 
v(x) > Ba. 


Die letzte Ungleichung stellt gerade den Inhalt des Satzes II dar. 
Es bleibt uns noch iibrig, die Konvergenz der Reihe aye zu be- 


Py out 
weisen. Zu diesem Zweck formen wir sie folgendermaBen um: 


Set S42 - She. 


k=1 t=1 b= =! l=1 lal ax 
(ka) =1 dia 1 
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wobei der Strich bei dem Summationszeichen bedeutet, daB die Summe 


d 2 *,* . . . 
- ai nur iiber primitive Teiler von a! — 1 erstreckt ist; das heiBt 
dja’ — 


nur iiber solche Teiler, welche keine Teiler von a*®—1 mit m <1 sind. 


p v Ber : 2 ) HA as 2 


dja! -1 aja! —} 
¢ (ad) =0 (mod D 


da fiir jedes d 
p (d) = 0 (mod! (d)) *). 


Setzen wir zur Abkiirzung 


« (d)? 
c= Dd Me. 


dja? —1 
g@=o00 


Es reicht hin, die Konvergenz der Reihe m3 <6 zu beweisen. Jede 
i=1 

ganze Zahl / la8t sich immer und nur auf eine Weise in der Gestalt |, 3 

darstellen, wo 1, das Produkt aller verschiedenen Primzahlen bezeichnet, 


- a (l) 
om 


i=1 


welche in / in ungerader Vielfachheit aufgehen. Zerlegen wir 


in zwei Teile: 


Sp- Fs DP. 


li=1 ly = rT l, < 
Betrachten wir zunachst den ersten Teil: 


OP <u <a Sas 2 a= 


= =), = L=h 


Cy) Rs l 
<¢, 2 gs eo R-2 Si-k 2 a < Cg. 


=1 b= 











Hier wurde von der Ungleichung o(l) < c,, log! Gebrauch gemacht. 
Beweisen wir diese letztere. Wir haben: 


a(t) < DS’ a — jaw'—y). 


djat —1 


tu) = [J (a+ ee | ieee T= ta 


qu 


Aber 


*) p(d) ist die bekannte zahlentheoretische Funktion von Euler. 
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oder, nach den bekannten Abschatzungen fiir die Eulersche Funktion 9 (u): 
{13) f (u) < ¢,, log log u, 
(14) a (l) < f(a'— 1) <¢,, logl. 

Die Konvergenz des ersten Teiles ist somit bewiesen. Dem Beweis 


der Konvergenz des zweiten Teiles der Reihe px: ¢( schicken wir zwei 
t= 
Hilfssitze voraus: : 


Hilfssatz I. Es sei x(z,k) die Anzahl aller Primzahlen P\” vo 
der Form kz+1, welche <= z sind. Es sei a(z,k) >2. Dann ist 
ogz’ 
wo 6, eine absolute positive Konstante bedeutet. Die Anzahl der ver- 
schiedenen Paare P\”, P;” mit i + j, welche aus diesen Primzahlen ge- 
bildet werden kénnen, ist 2 (x, k)* — 2(z,k). Aber diese Anzahl ist offenbar 
nicht gréBer als die Anzahl der Lésungen der Kongruenz 
({B) P,— P, = 0(mod k) (P; + P,) 


in allen positiven Primzahlen P, <= 2, P; = x, weil ja jedes der oben 
betrachteten Paare diese Kongruenz befriedigt. Aber die Lésungsanzahl 
der Kongruenz (B) ist 


[z/k) 
Dy 4 , (uk, a) + “¥$ "4 ,(uk,z) = 2 DY A, (uk, 2). 

u=1 w=-—1 u=1 
Unter Heranziehung der Ungleichung (5) bekommen wir jetzt: 
(z/k) [z/u) 





x(2,k)? —x(2,k) <2 3" A,(uk, 2) < 20 ors D> teu) 
(x/k] 
< 20,720 > tu ); 


da immer f(v,)/(v,) = f(v,,) ist. Folglich: 





log? 


(2/k) 
x (a, k)? — x(x, k) < 2¢,= eit) Px 





=1 du 
[z/k d =[z/k) 
= 9 71 (8? 1 
a 1 2 
log ai s=1 nd d=0 (mod 8) 








_ xf | 1 (ay? (s)* a® f (k) u () 
= 20,210 § =: Le <2 fie 5 
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oder wegen (13) 


P x* log log k p (8)? lip, ee 
7 (2, ky? — (2, B) < 20,03 Figg ey at SOF tga’ 





oder endlich, da aus a(z,k) >2 2(z, - — a(z,k) > $2(z,k)* folgt: 


(x, k)* < b} Wis 


(A) a(x, k) <b, + 1 
3 lo: log x 
w. z. b. w. 
Hilfssatz II. Es sei P®, P®, P,... die wachsend geordnete Folge 
aller Primzahlen von der Form kz-+1. Dann ist fiir jedes y > 3: 


y 
"es log log y 
(C) .- < % pis” 
wo 6, eine absolute sae Konstante bedeutet. 
Beweis. Wir haben hier wegen (A): 


Pp pH 
. ky i i 1 b 
$m P% wk < 6, ———— b, ar - i = 
(Fe) * Jog P . Els > logi-k'8’ PO ~ pa jlogi 
1 b a 1 b, log] 
1 y 0g log y 
i=1 Pi? Pe ki!s i=2 ogi * * < k'ls . 


w. z. b. w. 
Wir kénnen jetzt o(l) mit 1 = 1,13, 1, > 1, abschitzen. Bezeichnen 
wir durch N das Produkt aller verschiedenen Primfaktoren von a! — 1. 
Die Summe a(/) kann man auch in der Form 
Pee See 
ee  . 
(P49 Pi.) -- GP) SOO + ilies ‘k 
schreiben. Hier erstreckt sich die Summe iiber alle solche Kombinationen 
der Primfaktoren von N, fiir welche die Bedingung 
(P,, —1)(P,, — 1)... (Py, — 1) = 0 (mod I) 
erfiillt ist. Diese Summe nimmt nicht ab, wenn wir diese Bedingungen 
durch (P;, — 1)(P,, — 1)... (Pi, — 1) = (mod 1,) ersetzen. Aus 
(P,, — 1) (P,, — 1) (P;, — 1)... (Pi, — 1) = 0 (mod 1) 
folgt, daB entweder zwischen den Primzahlen P,,, P,,, ..., P,, sich wenigstens 
eine Primzahl P,, = 1(mod1,) befindet, oder wenigstens zwei Primzahlen 


P;, =1 (mod k,), P;, =1 (mod k,), l, = k, ky 
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oder wenigstens drei Primzahlen 
P;, = 1(modk,), P;,=O(modk,), P;,=1(modk,), kkk, = 1, 
und se weiter. Wir haben daher: 





1 1 p (d)* 
os 4 res 2 een 
(Pg, —0 +--+ Py —D SOW) 4, fg tk P;=1(modl) J d/N 
P 
j 


1 1 1 a)? 
tr >) DA eae D ete 
21 P; P; d 
i =khy ke P; =1(k,) 1 P; = 1 (kg) 2 ain 
1 2 P; Pj, P; 
1 2 


+4 J Vr ve De Dd Y 

oe oth. ae S ay r, Sle *% ae —) aN ¢ 
i, = Ry Ae + Ry j= 1 4g 1 G2) jp=) &y) U 

P Py, "tq" P;, 





Die Summe bricht beim »-ten Gliede ab, wo » die Anzahl der verschie- 
denen Primteiler von 1, bedeutet, denn 1, kann nicht in mehr als » 
Faktoren k; > 1 zerlegt werden, da !, quadratfrei ist. Alle Summen 
sind durch Fakultiten geteilt, da wir nur die wesentlich verschiedenen 
Kombinationen zu beachten brauchen, weil es auf die Permutationen der- 
selben Primfaktoren natiirlich nicht ankommt. Bezeichnen wir durch ¥ 
die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von a' — 1, so bekommen wir 
aus der letzten Ungleichung: 








¢ u J J 
1 1 yy’ 1 l 
00 <100( Detar, 2, A aw amt 
¢ == ! 1 =A ko t= ' = 
I 1 . "te 
+ ——... 2 
ss cee ky i=l a Py a) 


Wir erhalten jetzt, indem wir (14) und (C) in die letzte Ungleichung 
eintragen: 


b, log 1 b, log | s 1 
o() <e,,logt( SME >s# 5 Sere D. mapt 
2 








1 if 
( log log v aoe eos 
+. —— . y ve 7 . 
. Uy = hy he. hy k'*h'9 +e k, 
og! 57 4 8 9 6 108!  toglog yy 7 Se? 
o(l) <%o 7, aT tlh) < Cro Fi (Or los og y) a 
1 i=1 p> 


log 1 57 9 (t,) 
= C10 ay (6, log log y) Bi ri , 
1 {=1 
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wo @,(l,) die Anzahl der Lésungen der Gleichung 1, = k,k,...k, in 
positiven ganzzahligen k > 1 bedeutet. Aber es ist nach den bekannten 
Abschatzungen fiir die Anzahl der Primfaktoren » (x), welche in x aufgehen: 
_logz 


» (2) < % Flos 2 log log x’ 


ce log (a’ — 1) l 
y.= lt an = py Ys 3 log]? 








o a v(l,) <e, clean, <c¢ * log log 1 * 
Folglich 
L \% _ log! 4 met 
(6, log log 6, fagt) log log! < (, log log 1) © 108 108! 
, 1 (by 1 log D 
= a jag lng T 198 (%4 log log 0 = [*~ fogiegT <br, 


also 





i wy 6.(L) 
o() < bea, ) a 
os 


Wir bekommen jetzt, indem wir 1, >1,, GP >1, 1.3 =1, >I be 
achten: 











m yy 8,(1) 1 9,0) 24 6, (4) 
a) <b = iT Sore iT =p Ds (= 5—4) 
2 t <  D Te OT Ti? iT 
h>l i 





ay 7 1 
b,o(2 + 2) 2 De re <AER+ 24) DS) Fell +4 
= 6,0 (2 + 2e,) e+), 
d.h. es konvergiert auch der zweite Teil der Reihe Ps 26 womit die 


l 
t=1 
Konvergenz der letzteren véllig bewiesen ist. 


(Eingegangen am 22. 5. 1933.) 











Noch eine Bemerkung zu der Arbeit ,Zur Arithmetik 
der Polynome* von U. Wegner in Math. Ann. 105, 
S. 628—631. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Herr Hasse hat in Math. Ann. 106, 8. 455 durch ein Beispiel gezeigt, 
daB die Satze IT und II’, die den hauptsichlichen Inhalt der oben- 
genaunten Arbeit des Herrn Wegner bilden, nicht allgemein richtig sind. 
Herr Wegner hat (Math. Ann. 106, 8.456) die Sitze richtigzustellen 
versucht, indem er zu den Voraussetzungen noch die weitere hinzufiigt: 
/(x) sei im Bereich der rationalen Zahlen in héchstens zwei und nicht 
mebr irreduzible Bestandteile zerlegbar. Das folgende Beispiel soll zeigen, 
da8 auch mit dieser Einschrinkung die Sitze falsch sind. 

Satz II’ ist eine Verallgemeinerung von Satz II, der so heiBt: 

Spaltet das ganzzahlige Polynom 


f(z) = a +a4,2"-'+...+4, 
ohne mehrfache Nullstellen fiir fast alle Primzahlmoduln mindestens einen 
ganzzahligen Linearfaktor ab, so besitzt f(z) im Bereich der rationalen 
Zahlen mindestens einen ganzzahligen Linearfaktor. 
Gegenbeispiel: @ sei eine ganze Zahl, kein Kubus, und 


f(x) = (2* + 2+1)(2* —a). 


Fiir p = 1 (mod 3) gibt es eine primitive dritte Einheitswurzel (mod 7), 
also ist z* + 2+ 1 reduzibel (mod p). Fiir p + 1 (mod 3) ist jede Zahl a 
Kubikrest (mod p), also hat z*—a einen Linearfaktor (mod p). Somit 
spaltet f(z) fiir jeden Primzahlmodul einen Linearfaktcr ab, trotzdem f(z) 
keinen rationalen Linearfaktor besitzt. 

Das obige Beispiel scheint mir an sich bemerkenswert. Ein all- 
gemeineres Beispiel derselben Art ist 


f(z) = (x? —D)(#*° +az+56), D= — 4a*®— 270%, 


wobei der zweite Faktor als irreduzibel vorausgesetzt wird. Fiir den 
Beweis siehe weiter unten. 

Zusatz (Januar 1934). Man kann die obigen Beispiele, wie mir 
Herr Wegner mitteilt, folgendermaBen verallgemeinern: 
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g(z) = 0 sei eine in k(1) irreduzible, auflésbare Gleichung vom 
ungeraden Primzahlgrad /, deren Diskriminante D kein vollstandiges 
Quadrat ist. Dann spaltet das Produkt 


f (x) = (@* — D)g(z) 
modulo jeder Primzahl mindestens einen Linearfaktor ab. 

Beweis: Die Wurzeln von z* — D seien z,, z,, die von g(x) seien 
Zy,--+-»Z149- Die Gruppe der Gleichung g(z) = 0 enthalt bekanntlich 
die Potenzen einer zyklischen Vertauschung (x, 2,...2;43) und sonst 
lauter Permutationen, welche eine Wurzel fest lassen. Die Gruppe von 
f(z) = 0 besteht aus denselben Permutationen der Wurzeln 2,, ..., 2+, 
multipliziert mit Permutationen von z, und z,. Diejenigen Permutationen, 
welche das Differenzenprodukt VD der 2,,...,; 2:49 fest lassen, ver- 


tauschen 2,, ..., 2:4, nach einer geraden Permutation und vertauschen z, 
und z, nicht. Diejenigen aber, welche VD in — VD iiberfiihren, ver- 
tauschen z,, ..., 2:4, nach einer ungeraden Permutation und vertauschen 
z, mit z,. Beide Arten von Permutationen lassen mindestens eine der 
Wurzeln z,, ..., Z, fest. Daraus folgt nach einem bekannten Satz von 


Dedekind, daB f(z) modulo jeder nicht in 2D aufgehenden Primzahl 
einen Linearfaktor abspaltet. Dasselbe gilt aber trivialerweise fiir die 
in 2D aufgehenden Primzahlmoduln. 

Inwieweit man den obigen Satz umkehren, d. h. aus dem Abspalten 
eines Linearfaktors von (z* — D)g(x) modulo jeder Primzahl auf die 
Auflésbarkeit von g(x) schlieBen kann, will Herr Wegner in einer spiteren 
Veréffentlichung untersuchen. 


(Eingegangen am 10. 8. 1933.) 








Die einseitige Lagerung orientierbarer Flichen. 
Von 


Albert Noack in Schleswig. 





Die Frage, ob eine Flache ein- oder zweiseitig ist, kann nicht allein 
durch Untersuchung der Flachenindikatrix entschieden werden, da diese 
eine innere Eigenschaft der Flaiche ist, wiahrend die Seite Fliche und 
umgebenden Raum zueinander bezieht. Steinitz beriicksichtigt sowohl 
Flachen- als auch Raumindikatrix und findet fiir Mannigfaltigkeiten be- 
liebiger Dimension den grundlegenden Satz [Sitzungsber. d. Berl. Math. 
Ges. 7 (1907), 8.36]: ,,Wenn beim Durchlaufen der Linie1 sowohl die 
Indikatriz von M”-» als auch die Indikatriz von M™ erhalten bleibt, so 
fiihrt 1 auf die Ausgangsseite zuriick. Dasselbe tritt ein, wenn beide In- 
dikatrizen sich umkehren. Wenn dagegen eine von beiden Indtkatrizen er- 
halten bleibt, die andere sich umkehri, so gelangt man nach Durchlaufen 
von 1 auf die entgegengesetzte Seite der M”—».““ Dabei ist vorausgesetzt, 
daB 1 in der M“-» und die M*—» in der M™ liegt. 

Im folgenden soll gezeigt werden, daB orientierbare Flichen einseitig 
erscheinen kinnen, wenn sie in geeignete dreidimensionale Mannigfaltigkeiten 
eingebettet sind. Die Flichen und Raume werden durch Identifikation 
der Randpunkte berandeter Flichen und Raumstiicke geschlossen. Sind 
die Punkte zweier gleich langer Strecken kongruent 
identifiziert, so nennen wir die Strecken identifiziert; 
dabei werden nur entsprechende Endpunkte der 
Strecken angegeben. 

Eine geschlossene, orientierbare Fliache vom Ge- 
schlecht p > 1 kann durch ein regelmaBiges 4 p-Eck 
dargestellt werden, bei dem man in bekannter Weise 
je zwei Kanten, die durch eine Kante getrennt sind, 
entgegengesetzt durchlaufen identifiziert hat. Uber 
dem 4p-Eck werden zu beiden Seiten zwei gleich 
hohe, senkrechte Pyramiden errichtet, deren Spitzen S’ 
und S” symmetrisch zum 4p-Eck auf dessen Mittel- 
achse liegen (Fig. 1 stellt die Konstruktion fir p = 2 
dar). Sind P’ und P”’ identifizierte Randpunkte des 
4p-Ecks, so sind alle vier Strecken P’S’, P’S”, P’ S’, P’S" gleich 
lang. Identifiziert man P’S’ mit P’S” sowie P'S” mit P”S', so ist 
die Doppelpyramide zu einem Raum geschlossen, in dem die geschlossene 
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Flache vom Geschlecht p einseitig eingebettet ist. An jeder Stelle des 
4-Ecks kann man nimlich zwei Seiten unterscheiden, die Seite S’ und 
die Seite S”. Bewegt sich ein kleines Lot von einer Stelle des 4 p-Ecks 
auf der Seite S’ lings eines geschlossenen Weges, der iiber den Rand 
des 4 p-Ecks fiihrt, zum Ausgangspunkt zuriick, so befindet sich dieses 
Lot hinterher auf der Seite S”. AuBerdem ergibt sich der Seitenwechsel 
durch Untersuchung der Flachen- und Raumindikatrix aus dem Steinitz- 
schen Satz, der oben genannt ist. 

Wird eine n-dimensionale Kugel durch Identifikation der Randpunkte 
teilweise oder ganz geschlossen, so errichtet man im Mittelpunkt der 
Kugel zwei gleich lange Lote mit den Enden S’ und 8S” nach beiden 
Seiten auf dem Kugelraum im R,,,, und verbindet ihre Enden mit allen 
Randpunkten der Kugel, die vereinigt worden sind. Sind P’ und P” 
identifizierte Randpunkte, so liefern die Vereinigungen P’S’ mit P” S’ 
und PS” mit P” S” eine zweiseitige Einbettung, die Vereinigungen P’ S’ 
mit P’S” und P'S” mit P’S’ eine einseitige Einbettung der ge- 
schlossenen Kugelmannigfaltigkeit. 

Fiir die geschlossene, orientierbare Fliche vom Geschlecht 1, nimlich 
fiir den Torus, soll noch eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit im R, 
analytisch aufgezeigt werden, innerhalb deren diese Flache einseitig ein- 
gebettet ist. Zu diesem Zwecke nehmen wir im Raume (z,, 7,,2;,2,) 
einen Kreis vom Radius r, dessen Mittelpunkt M im Abstande R vom 
Nullpunkt auf der Achse z, liegt und dessen Punkte in der Ebene (z,, x,) 
liegen. Sei S ein beliebiger Punkt dieses Kreises; wir verlingern den 
Radius MS iiber S hinaus um sich selbst, tragen auf dieser Strecke von 
S aus nach beiden Seiten eine Strecke der Linge a<_r ab (dies ge- 
schieht, um Singularitaéten zu vermeiden) und nennen diese Strecke den 
verkiirzten Doppelradius. Der Raum, der zunichst durch x, = 0 festgelegt 
ist, dreht sich um die Ebene (z,, z,) als Achse im Raume (z,, 2,, 25, 2,), 
dabei sollen alle verkiirzten Doppelradien des Kreises in der Ebene, die 
jeweils auf dem Kreise senkrecht steht, mit halb so groBer Winkel- 
geschwindigkeit rotieren. Bei dieser Bewegung beschreibt der Kreis einen 
Torus mit der Achse z,, und die verkiirzten Doppelradien iiberstreichen 
einen Torusraum, innerhalb dessen der Torus einseitig gebettet ist. Die 
Parameterdarstellung dieses Torusraumes heift: 


= [B+ 1r-cos y + (9 —7)-cos y- cos £]-cos g, 
t= [R+1-cos y+ (9 —r)-cos p- cos £]-sin g, 


z, = (o—r)-sint, 


= r-sin y + (9 — r)-cos-$-sin y 
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mit den Bedingungen r—a2 S oS 7+a,2r< R, —p und y beliebig. 
Fig. 2 stellt den Schnitt des Torusraumes mit dem Raume 2, = 0 dar 


” % 





Fig. 2. 


und kennzeichnet seine Erzeugung. Fiir 9 = r erhalt man den im Torus- 
raum gelegenen Torus 


2, = (R+1- cos y]-cos¢, 
z, = [(R+ r-cos y]-sin 9, 
z, = 0, 

Z, =r-siny, 


der zugleich Schnittfliche des Torusraumes mit dem Raume z, = 0 ist. 
In jedem Punkte P des Torus steht auf diesem eine Ebene im R, senk- 
recht in dem Sinne, daB diese Ebene mit der Tangentialebene des Torus 
in P nur den Punkt P gemeinsam hat und alle Geraden dieser Normal- 
ebene, die durch P gehen, auf der Tangentialebene senkrecht stehen. Von 
diesen Geraden liegt genau eine zum Teil in dem Torusraum, und zwar 
fallt sie mit dem zu P gehdérigen verkiirzten Doppelradius zusammen, 
wie man aus der Tatsache erkennt, daB der Doppelradius sowohl auf der 
Kreistangente in P wie auf der augenblicklichen Bewegungsrichtung von P 
senkrecht steht (durch diese beiden Strahlen ist die Tangentialebene fest- 
gelegt). Das Lot auf dem Torus, das im Torusraum liegt, ist also der 
verkiirzte Doppelradius durch P; und die Unterscheidung der beiden 
Seiten des Torus an der Stelle P fillt mit der Unterscheidung der beiden 
Teile des verkiirzten Doppelradius zusammen, in die dieser durch P 
zerfallt. Bewegt sich demnach ein Lot im Torusraum langs eines Breiten- 
kreises auf dem Torus, so befindet sich das Lot nach einem Umlauf auf 
der anderen Seite des Torus an der Stelle P, wie aus der Erzeugung 
des Torusraumes hervorgeht. Der Torus ist also einseitig gebettet. Werden 


fiir den Torusraum alle Punkte fiir gy = 0, 9 = 2r und v=> o=2r 
identifiziert (hier handelt es sich also um die Identifikation unendlich 
vieler Punkte), so ist dieser neue Torusraum der vorhergenannten ge- 


schlossenen Doppelpyramide homéomorph. 


45* 
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Auch diese Konstruktion la8t sich fiir den n-dimensionalen Torus 
erweitern. Bewegt sich eine (n—1)-dimensionale Kugel um eine Achse, 
die die Kugel nicht schneidet, so ist der dadurch erzeugte n-dimensionale 
Torus einseitig in der (n + 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit gebettet, die 
von den verkiirzten Doppelradien iiberstrichen wird, wenn sich diese 
wieder mit halb so groBer Winkelgeschwindigkeit drehen. Fir n = 1 
ist die zweidimensionale Einbettungsmannigfaltigkeit eines Kreises ein 
Mébiussches Band, innerhalb dessen der ,,Mittelkreis“ einseitig liegt. 


(Eingegangen am 4. 11. 1933.) 











Spektraltheorie halbbeschriinkter Operatoren 
und Anwendung auf die Spektralzerlegung 
von Differentialoperatoren. 


Zweiter Teil‘), 
Von 


Kurt Friedrichs in Braunschweig. 


1, Spektraltheorie von Differentialoperatoren zweiter Ordnung. 

In diesem zweiten Teil soll die Theorie der halbbeschrinkten Ope- 
ratoren auf lineare Differentialoperatoren zweiter Ordnung angewandt 
werden, um ihre Spektralzerlegung zu gewinnen. Ich habe mich dabei 
auf einige typische Fille beschrinkt, bei deren Behandlung die Allgemein- 
heit der Methode wohl schon geniigend zum Ausdruck kommt. 

Der Operator sei der ,,Potentialoperator“ 


2 
G= — Saat ot oy Me 
die Elemente, auf die er anzuwenden ist, sind Funktionen / der Variablen 
Z,,--++,%,. Die behandelten Fille unterscheiden sich einmal durch andere 
Wahl des Gebietes der Variablen z,, ..., z, und durch verschiedene Rand- 
bedingungen; um zu zeigen, da8 sich auch quantentheoretische Energie- 
operatoren in Schrédingers Darstellung einordnen lassen, habe ich zugleich 
den Fall behandelt, da8 das ,,Zusatzpotential“ v eine Singularitat in einem 
Punkte besitzt. Ferner ist v — wenn nétig, durch Addition einer Kon- 
stanten — so groB gewiahit, daB G positiv halbbeschrankt wird. 
So werde unterschieden: 
(1) Fall des unendlichen Gebietes mit regulirem v. 
Hier ist das Gebiet J’ der gesamte (z,,..., 2,)-Raum. Eine besondere 
Randbedingung ist nicht zu stellen. 
(2) Fall des unendlichen Gebietes mit singulérem v. n> 1*). 
Hier kann v bei Annaherung an den Punkt z, =... = 2, = 0 
in noch anzugebender Weise unendlich werden. 


') Teil I dieser Arbeit ist erschienen in Math. Annalen 109, 8S. 465—487. 
*) Die allgemeine Theorie halbbeschrankter Differentialoperatoren mit Singu- 
laritaten bei einer Veranderlichen, n = 1, soll an anderer Stelle dargestellt werden. 
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(3) Fall des endlichen Kugelgebietes mit reguldirem v bei der Rand- 


bedingung 
f = 0. 
(4) Fall des endlichen Kugelgebietes mit regulirem » bei der Rand- 
bedingung 
a 
7 = 


Wir haben uns damit begniigt, als endliches Gebiet die Kugel bzw. 
Kreis, Strecke anzusetzen, da zur Uberwindung der von der Natur des 
Gebietes herriihrenden Schwierigkeiten unsere Theorie keine neuen Ge- 
sichtspunkte bietet; dasselbe gilt fiir die Wahl der Randbedingungen, 
die iibrigens noch etwas abgeschwicht werden. Vollstindig durchgefiihrt 
haben wir nur die Falle der Dimensionszahlen n = 1, 2, 3. 

Fir die Dimension n = 1 kann die ganze Theorie auch erheblich 
einfacher dargestellt werden; die Fille endlichen Gebietes sind auch den 
bisherigen Methoden (z. B. der Variationsrechnung) ohne weiteres zu- 
ginglich. Trotzdem haben wir diese Falle mitgefiihrt, um ihre Einordnung 
unter die allgemeine Theorie klarzustellen. 


2. Bezeichnungen. 


Ein Punkt des Variablenraumes werde auch mit z = (z,, ...) Zn) 
bezeichnet. Wir setzen 


r= |z| = Vof+...+23. 
Das zugrunde gelegte Gebiet I sei im Falle 
qi) der gesamte z-Raum, 
(2) der gesamte z-Raum ohne z = 0, 
(3) (4) die ,.Kugel“ r << R. 
Wir bezeichnen (fiir ¢o <= R) abkiirzend mit 
Q, die Kugelfliche r+ = 9, 
K, die Kugel r<o, 
Ky» die Kugelschale 9 <r < P. 
Wir verstehen ferner (fiir o > 0) unter J’, im Falle 
(1) Ir, = Ky, 


(2) r, —_ K,1, 


(3) (4) Ie = Kr-o 
so daB fir o+90, I, ganz I ausschépft. 
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Als ,,Quadrat“’ um z = & mit der Seite 26 bezeichnen wir das 
Gebiet |x, — &,| << 4,..., |", — & | < 6, kurz [x — 4] < 6. 
Die Integration iiber den Variablenraum werde mit 


J...dx = ffm...drdw 
bezeichnet. Das uneigentliche Integral iiber den Gesamtraum J .-- 22 


sei als Grenzwert von j ...d2 fiir o — O verstanden. 
Tg 


3. Funktionenriume und Operator. 

Zuniachst ist der Hilbertsche Raum §, der Raum © der Form G 
und der Raum %§ des Operators G festzulegen. Zu dem Zweck werden 
dichte Teilraume, die ,,Funktionenriume“, angegeben, die von Funktionen 
mit einfachen Differenzierbarkeitseigenschaften gebildet werden; diese 
werden dann zu Réumen idealer Elemente abgeschlossen. 

Um den Hilbertschen Raum § zu bilden, werden zuerst Teilriume §’ 
und §” angegeben. §” bzw. §’ besitzen als Elemente A alle in I stetigen 
bzw. stiickweise*) stetigen Funktionen h(x) der Verinderlichen 

@ == (2,, .. +) Za) 
fiir welche 


bHh = [¥(s)42 


existiert. HH werde zur MaBform gewihlt. §' ist bekanntlich*) sepa- 
rabel, aber nicht abgeschlossen. Nach Satz 2 (Teil I) kann §’ eindeutig 
zu einem abgeschlossenen Hilbertschen Raum § fortgesetzt werden; und 
zwar durch Adjunktion idealer Elemente h, fiir die auch die MaSform 
h Hh erklart ist, so daB §’ dicht liegt in §. Wohl lassen sich diese 
idealen Elemente durch quadratisch 2-integrierbare Funktionen realisieren; 


9) Eine Funktion h(x) heiBe stiickweise stetig, wenn sie nicht definiert ist auf 
einer endlichen Anzahl von Ebenen x, = £, = const, Kugelflachen r = 9 = const, 
in einer endlichen Anzahl von Punkten z = & und sonst stetig ist. Die Integrale 
{A® dx seien verstanden als Grenzwerte fir e + 0 der Integrale iber die Gebiete, 
Pr 
die aus I’ durch AusschluB der |z,—£,| =e, |r—e| Se, |z—&| S « entatehen. 
Existieren [h? da, [h} dz, so auch {h, hyd z. 

r r r 
*) Die Linearkombinationen der Elemente ¢, y von $' 
1 
& y= — in [z—&]< 4, é, 3 = 0 auBerhalb 
é, é (2 6)" [ ] td 
liegen bekanntlich H-dicht in §’. 
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doch scheint es im Falle n > 1 keine Vorteile zu bieten, davon Gebrauch 
zu machen. 


Wir verwenden auch fiir die idealen Elemente die Schreibung 


hHh = [i'dz; 
r 


wenn die Elemente A Funktionen A(z) sind, werden wir die Variable z 
stets sichtbar machen. 

Als Teilriume von §” seien die Raéume ©” und‘G’ erklart. 6” 
bzw. ©’ bestehe aus allen solchen Funktionen g(z) von §”, die in I” 
stetige bzw. stiickweise stetige erste Ableitungen besitzen und fiir die die 


Formen 
De {S(seele — (Sls) = Sal 


g9V 9 = [v(z)g*(z)dz 


r 


und also — mit G = D+ V — 
G9 = (I (g910) + 0) #] ae 


r 
existieren. 


Im Falle (8) bei endlichem Gebiet [ = Kg ist schon den Funk- 
tionen g(x) von ©’ die Randbedingung des Verschwindens auf Q, zu 
stellen. Wir ersetzen sie durch die abgeschwichte Bedingung: 

(1) f ¢(@)dce>+O in’. 
°R-« Ainge 

Im Falle (4) wie in den Fallen (1), (2) ist keine Randbedingung 
fir ©’ anzusetzen. 

Dem Zusatzpotential v(x) seien nun folgende Bedingungen gestellt: 

Fall (1), (3), (4). 


v(z) sei in J’ stetig‘) und nach unten beschrinkt durch 


(2) v(z) |}. 
Fall (2). »>1. 
Es sei mit irgendeinem P > 0 
1. fir n > 3 


n—2 


1 
g(r) = > 0<rsP, 





*) Im Falle n = 1 geniigt stiickweise Stetigkeit; im nicht behandelten Falle 
n > 3 wird von v noch mehr zu verlangen sein. 
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2. fir n = 2 

1 
r 


n> 


9 (r) =} 


fiir irgendein A > P. 


Dann sei v(x) stetig in I’ und es gebe ein v, ein P und eine Zahl 0 
aus 0 = O <1, so daB mit »(r) = 0 fir r>P 


(2)6 v(z) > v— Og? (r) 


gilt. Von der Konstanten v fordern wir noch, da8 sie geniigend groB ist, 
namlich 


v>1+90k, 
wo die Konstante k > 0 nach Anhang (2. 2) zu bestimmen ist **). 
Wir bezeichnen noch den Fall (2) bei O = 0 mit (2),, bei O + 0 
mit (2)e. 
Mit der in ©’ erklirten Form G = D+ V besteht die Abschitzung 


(3)e g9G9 > (1—0)g9Dg+(9 Hg), 
so daB also die Form G positiv halbbeschrankt ist. Diese Tatsache folgt 
in den Fallen (1), (2)o, (3), (4) mit O = 0 unmittelbar aus v > 1. 


Im Falle (2), berufen wir uns darauf, daB nach Anhang (2. 2) und (2. 3) 
die Abschaitzung 


| LY (Aa) — ¢@(r)g*(a)\ da + k |g (a)az >0 


Kp i 
gilt und also 

) [{S' (Zo) +@e}az = a-o| D(A) de +] gaz, 
ee Kp Kp 


Der Raum ©’ la8t sich nun mit G als MaBform zu einem Hilbert- 
schen Raum © von Elementen g aus § abschlieBen. Das folgt nach 
Satz 3 (Teil I) aus der sogleich zu beweisenden Tatsache, da8 die Form @ 
in einem G-dichten Teilraum § von 6” zu einem Operator @ fiihrt. 
Fiir die idealen Elemente aus © seien D, V und G wiederum symbolisch 
durch die entsprechenden Integrale dargestellt. Die Ungleichung (3), gilt 
dann auch in 6. 


4a) Um das Schrédingersche Problem einzuordnen, wird man v(x) = —< + const 
setzen. 
5) Zugleich mit (3), folgt, was fir spétere Verwendung angemerkt sei, aus (4) 
gGg= f vgida. 
r—Kp 
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Die Raume und % bestehen*) aus allen Funktionen f(z) aus 6”, 
die stetige bzw. stiickweise stetige zweite Ableitungen in J" besitzen und 
fiir welche die Funktion — A/f(z)+0(z)f(z) — zur Abkiirzung ist 


A= m * gesetzt — in §” bzw. § liegt. In § ist der Operator G 


v=1 
erklart durch 
G = —A+». 
Im Falle (4) bei endlichem Gebiet [ = Kp ist noch die Rand- 


bedingung 2 t(2) = 0 auf Q, m fordern. Wir stellen sie in der abge- 
schwichten Form: Mit jeder Funktion g(z) von ©” gelte fiir f(z) aus 
und ” im Falle (4) 


(5) [ 9) Zfedo +0. 
oR 
% 

Tatsichlich liegt  G-dicht in G”’’) und es gehért der Operator G 
in § zur Form G; denn es gilt fiir jedes f aus § und jedes g aus G’ 
die ,,Greensche Umformung“ 

(6) [Gq = Gf Hg; 
ihren Beweis holen wir im Anhang 3 nach. 

Der Operator G in f kann nach Satz 4 (Teil I) eindeutig zu einem 
abgeschiossenen Operator G in einem Raum § von Elementen / fortgesetzt 
werden. Es liegt § in © [Bemerkung zu Satz 3 und 4 (Teil I)] und (6) 
bleibt in § und 6 bestehen. 


4, Spektralzerlegung. Sitze. 


Man kann natiirlich nicht erwarten, daB der urspriinglich erklirte 
Operator G in % eine Spektralzerlegung besitzt, da er nicht abgeschlossen 
ist; man wird das jedoch verlangen von dem eindeutig zugeordneten abge- 
schlossenen Operator G in §. Dariiber hinaus gilt aber immerhin, da8 
die Eigenelemente endlicher Intervalle*) schon im Raum §” liegen, ins- 
besondere also zweimal stetig differenzierbar sind und die Anwendung 
von @ beliebig oft hintereinander gestatten. 


5) Im Falle (1) geniigt es, an Stelle der Zugehdrigkeit zu G" die Existenz 
stetiger erster Ableitungen zu fordern; die Existenz des Integrals G folgt. Vel. 
Anhang 3., Zusatz. 

7) Durch zweimal stetig differenzierbare Funktionen aus ©’ (vgl. Nr. 5.2) kann 
man zundchst jede Funktion aus §” G-approximieren. ©’ liegt G-dicht in 6’. 

8) Das heiBt die Eigenelemente der zu endlichen Intervallen 4 y gehérigen 
Differenzprojektionsoperatoren R 4y det Spektralschar R,. von G. 
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Die Spektralzerlegbarkeit des Operators G in § beruht auf seiner 
Selbstadjungiertheit. Zu beweisen, daB G in § selbstadju.giert ist, ist 
iiberhaupt unsere Hauptaufgabe. Wir gehen zu dem Zweck davon aus, 
da der Operator G in , der zu G in § abgeschlossen wurde, auf andere 
Weise zu einem selbstadjungierten Operator fortgesetzt werden kann. 
Namlich: Man bilde die zu @ in  gehérige Form G in §’, schlieBe sie 
ab zu G in © nach Satz 3 (I), bilde nach Satz 7 (I) den um G in G© 
gehorigen selbstadjungierten Operator G, in §, = G erklart**). Es ist dann 
G in §, Fortsetzung von G in §’ und also auch von G in § (Zusatz zu 7(1)). 

Es geniigt also, § = %, zu zeigen. Hierzu berufen wir uns auf 
die friiher, Satz 10 (I), aufgestellten Kriterien. (§,): %, liegt in § oder 
(G,): G, liegt in % Dabei bildeten die Elemente f aus §,, fir 
welche Gf in 

6, S, 6,, Ba cdi 


6,, Ba» 6,, Bs» eee, 
Der erste unserer Sitze werde je nach der Anzahl der Variablen ver- 
schieden formuliert. 
A. Eine Variable. n = 1. 


liegt, die iterierten Raiume 


Satz1A. 
1. G liegt in §”, 
2. §, liegt in 6”, 
3. G, liegt in F”. 
B. Zwei und drei Variablen. n = 2, 3. 
Satz 1B. 
1. § liegt in §”, 
2. G, liegt in 6”, 
3. %, liegt in F”. 
Aus dem Satz 1 folgt dann 
Satz 2. 
8 = Bs 


d. h. der Operator G in § ist selbstadjungiert. 

In der Tat ist im Falle A Kriterium (6,), im Falle B Kriterium (§,) 
erfiillt. 

Weiter folgt aus Satz 1 und 2 unmittelbar 

Satz 3. Ist auf f aus §% = §, der Operator @ beliebig oft an- 
wendbar, so liegt /, G/, @f, ..., Gf, ... in §”. 

Satz 4. 1. Es existiert zur Form G in © und zum Operator G 
in § eine Spektralschar R, im Sinne von Satz 12 (1). 


8) Es gilt (6) auch fiir g in G, f in §;. 
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2. Die Eigenelemente der Differenzoperatoren R,, endlicher Intervalle 
Ay = (y,, y,) sind Funktionen /,,(z) aus §”". Mit ihnen gelten die Eigen- 
wertungleichungen 


” | fide < |S (Ate (z)? + (2) fi, (@)} da < 7, | Phy (a)da. 
r r r 


Beweis. Satz 4.1 folgt nach Satz 2 aus Satz 12 (I). Satz 4.2 
folgt dann nach Zusatz 12.3 (I) aus Satz 3. 


5. Vorbereitungen zum Beweis yon Satz 1. 

5.1. Die Mittelwerte. Ein Haupthilfsmittel werden die Mittel- 
werte von Elementen A aus § iiber Quadrate [x — &]< 46 aus J’ sein. 
Zu dem Zweck fiihren wir die Elemente e; 5 aus §’ ein, die durch 

1 . 
(2 6)" in [x — §] < é, 
é:.3(z) = 0 auBer [x— &] <6 
definiert sind. Die Mittelwerte von h aus § sind dann durch 
3 Hh = fe,shda 
r 





&,3(z) = 


erklart, wofiir wir auch die Schreibung 


pe | hdz 
(2 5)” 
{z—é])<d 
verwenden. 
Die Grenzwerte der Mittelwerte beim Zusammenziehen des Quadrates 
auf den Mittelpunkt bezeichnen wir — so weit sie existieren — mit h;: 
_t_ | enh 
(2 4)" d—>o 
{z—) <4 


5.2. Raume §,..., §”. 


Oft werden Funktionen der Riume §’, ..., " auftreten, die auBer- 
halb irgend eines Gebietes [., verschwinden; die von ihnen gebildeten, 
offenbar in § dicht liegenden Teilraume bezeichnen wir beziehungsweise mit 


9, oo "9 FF". 
Fiir die Funktionen h(x) aus §' ist der Operator V durch 
Vi = v(z)h(z) 
erklart. Fiir Elemente f aus §' ist der Operator 


4t= 3) H@) 


v=1 
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erklart und es gilt fiir f aus 


(7) | Y (Hos t)ae = — [ota 
F F 


ohne weiteres, wenn g zu ©’ gehért; diese Umformung iibertrigt sich 

auf alle g aus ©, da die Form | > (As) ae in © _beschrankt 
r 

erklart ist. 

5.3. Der Operator S,. Ein weiteres Hilfsmittel wird eine Ope- 
ration sein, die aus jedem Element ein solches erzeugt, das in geniigender 
Ferne und in Umgebung der singuliren Stelle verschwindet. Zu dem 
Zweck wahlen wir eine beliebig oft differenzierbare Funktion s,(z) mit 
folgenden Eigenschaften 

s(x) = 1 in Fe 
(8) 0<s,(z) <1 im Pos — Ios 
8,(z) = 0 auBer J'yjp. 
Wir erkliren den Operator S, in §' durch 
S,h = 8,(x)h(z); 


wegen seiner Beschrinktheit ist er auf ganz § fortzusetzen. Offenbar 
erzeugt S, aus Elementen von 6’ und 6” wieder solche. Wir zeigen: 
S, ist in © mit G als MaBform beschrinkt. Zu dem Zweck geniigt es 
offenbar, die Beschranktheit in G’ nachzuweisen, d. h. — beachte *), daf S, 
in bezug auf G nicht symmetrisch ist — daB fiir zwei Elemente g und g, 
von 6’ 

|S.9 Gg, S Cg G9), Gg) 


é 
gilt. Ist 52 <¢,, |v(x)| <c, in Iya, 80 gilt 





|S.9Do,| = || s0(2) SY 9) gealede 


r 


+| Y (FewWAa@)) oa)az 
\S.9 V9,| <0, Vo Hg Vo, Hy,. 


Beachten wir noch Ungleichung (3)4, so ergibt sich mit gecigneter 
Konstanten C in der Tat |S,gG@g,| < CV9gG@q Vg, @q,. 





<V9DgV9,D9,+¢,V9H 9 V9, Dg, 








%) Vgl. FuBnoten 7) und '') (Teil I). 
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- 6. Drei Hilfssitze. 
Hilfssatz 1. Wenn fiir das Element A aus § der Grenzwert h: 
stetig in é existiert, derart, daB fenshdx —> hy, strebt fiir § = & > &,, 
r 
dann 
1. existiert 
fazda, 
r 
2. ist A eine Funktion A(z) aus §” mit A(z) = hy. 
Beweis. Zunichst bemerken wir die fiir stetiges h, giiltige Relation 


(9) , j 7 ee | hdz, 


(2 6)" 
[z—s]<d [z—]<d 
wobei die Integration der linken Seite im gewéhnlichen Sinne zu verstehen 
ist. In der Tat sei andernfalls [2 — £,] < 6, ein Quadrat, fiir welches 


 & | Ads — hdz 
(2 6,)" 
Ir —&i:) < hy jz—fi <4 








=e«e>d0 








gilt. Dann zerlegen wir (x — &,] < 6, in 2" Teilgebiete der Seite 26, = 6,. 
Fiir eines von ihnen, 
[z—&]<4, =4, 
muB8 dann auch gelten 
1 
(2 43)" 








| h,dz — | hdz 
(2 — $2) <4, [z— 2] < 4, 
So fortschlieBend entsteht eine Schachtelfolge von Gebieten 


=> 4. 





§ 
> - — oO 
[t#—§)< 4, ~f 
die gegen einen Grenzpunkt £, konvergieren. Wegen der Stetigkeit 
von fh; gilt aber fiir » -> oo 


1. | hede+h;,, neben —. hda > he,, 
(24)* | fs (2 5)” 
[z—t,] <4, [z—f,) <4, 
woraus der Widerspruch |h:, — h;,| > a entspringt. 


Wir bemerken nun, da8 die Funktion s,(z)h, ein Element 





hs = 8,(z)h, 


aus §’’ ist. Die obige Gleichung (9) ist dann fiir alle Quadrate [x — &] < 6 
aus I", gleichwertig mit 


JG Merde = 0. 
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Ist nun k = k(z) ein Element aus §”, so laBt sich sicher die Funktion 
S,k = s,(x) k(x) durch Linearkombinationen derjenigen e; 3 approximieren, 


fiir die [x — £] < 4 in I, liegt mit t = {, so daB also gilt: 


Jae —h)S,kdz = 0. 


Beachtet man noch S,A? = h3, so folgt 
[Qs — Sh) kde = 0. 


Es ist also 
S,h == hg oS 8, (x) he. 


Nun gilt fiir jedes Element h aus § die Ungleichung 
[Gobf de < fi'dz, 
fr 
weil sie fiir die h aus §' gilt. Insbesondere ist also 
{uae = [* ds < fhs*(ade = [GeAyde S [¥ ae. 
a o y 


Daraus folgt der erste Teil der Behauptung: die Existenz des Integrals 
fAtdz. Uberdies ist damit sichergestellt, da8 h, eine Funktion h* (2) 
r 


aus §” ist, fiir die S,h* = s,(xz)h, = S,h und also 
[S.k(h*—h)dz = 0 
; 


gilt; da aber die S,k dicht liegen in §, folgt 
A® = h, 
Darin liegt der zweite Teil der Behauptung. 
Ferner gilt der 


Hilfssatz 2. Ein Element g aus © sei eine Funktion g(z) aus §” 
und g(x) sei stetig differenzierbar. 

Dann 

1. existiert 


[{_Y(Aoe@)'| de una fo(a)e* (oda, 
Tr 


2. liegt g in G”. 

Zum Beweise ziehen wir die Form G, heran, die in 6’ durch 

96.9 = |{ 3’ (Zoe@)' + vera] d2-O vo) |g @)do 
ls 2g 


erklart sei mit y(r) = g(r)r"-' und 6 = 0 auBer im Falle (2)zo. 
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Es ist 
9G.9 = (1-0) S'(29) dz +[o+ Og mi gae 
Vo To 
+6[ || Y (49) - es dz— vo) | #ao]. 


Aus den Eigenschaften von v(x) — und im Falle (2), nach Anhang 
(2. 1), (2.3) — erkennen wir: gG,g nimmt bei o > 0 nicht ab und 
strebt gegen gGg. Insbesondere ist 


9G.9 S9GQ. 

Es ist somit die Form G, in ©’ beschriinkt und kann also auf ganz © 
fortgesetzt werden, wobei diese Ungleichung besteher bleibt. 

Da der Operator S, in G mit G als MaBform beschrinkt ist, ist 
die in ©’ giiltige Identitat 

8,9G.S.g9 = 9Gog 

auch in 6 giiltig. 

Liegt nun die stetig differenzierbare Funktion g(x) in © und §”, so 
liegt sicher S,g == s,(z)g(x) in G” und es ist fir o<o, — im Falle 
(2). nach Anhang (2.0) — 


a-0){ S(fo)'de+ [+ Ogingde 


Tq lg 


<|{¥ (Fat)' +e wl de—- Ov) (Fe) do 
To 26 


= 8,968.9 = 9G.9 5 9G4. 


Die linke Seite bleibt also mit wachsendem o beschrinkt. Daraus 
folgt zunichst die Existenz des Integrals 


J (sae) ae 


und — im Falle (2), nach Hilfssatz (2.3) — die Existenz von 
{o(z)g* (x) dz. 
i 
Damit ist die erste Behauptung des Hilfssatzes 2 bewiesen. Der 
zweite Teil: g liegt in ©” folgt unmittelbar fiir die Fille (1), (2), (4) 
nach der Erklarung von 6”. 
Im Falle (3) mu8 noch nachgewiesen werden, daB g(x) auch die 
Randbedingung 
(1) J #@dz>0 
Qp_ 


o-—>0 
a 
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erfiillt. Wir zeigen zu dem Zweck, daB diese Randbedingung gleichwertig 
ist mit der folgenden: 
Es gibt eine Konstante C > 0, so da8 fiir 0 > 0, > 0 gilt: 


(1*) j gdw <= 2C(R—o9) | D (Ko) ae. 

% Ko,R 
In der Tat: Aus (1*) folgt unmiittelbar die Giiltigkeit von (1). Umge- 
kehrt: Ist (1) erfiillt, so ziehe man Ungleichung 


[do <2] ¢do+20 (Ro) j S(folee e<r<k 
2 2, Kok 
heran, die aus (1.1) (Anhang) mit C = o}—* folgt; l4Bt man 
t= R-co-R 
streben, so ergibt sich (1*). 
Ungleichung (1*) erweist sich unmittelbar als gleichwertig mit der 
folgenden Bedingung: 
Es gibt eine Konstante C, so daB fiir alle 0,,0, aus 


y %Se<a<R 
gilt: 


(1**) { gdzs 2C(R— 0) fr-tar j » (Ks) az. 
Keies @ Ko.,R 
Denn aus ihr folgt fiir 9, + 0, = @ Ungleichung (1*). Umgekehrt 
folgert man aus dieser das Bestehen von (1**), wenn man beachtet, daB 
es einen Zwischenwert o gibt, so daB gilt 


J gdz = Jr-dr[gtdo. 
Koues @ <0 

Beide Seiten von (1**) stellen in ©’ beschrinkte Formen dar, die 
auf © fortzusetzen sind. Es gilt (1**) also auch fiir die Funktion g(z) 


aus §” und 6G, fiir die soeben die Existenz des Integrals | » (Ks) ee 


bewiesen wurde; fiir g(z) werden diese fortgesetzten Formen aber auch 
durch die Integrale dargestellt. Also ist fiir diese Funktionen g(z) auch 
die Bedingung (1) erfillt; sie liegen also in 6”. 

Hilfssatz 3. Ein Element / aus §, sei eine Funktion aus 6”, 
Gf = h(x) liege in §” und f(z) besitze stetige zweite Ableitungen. 
Dann gilt 

1. Gf = —Af(z) +(x) f (2), 

2. f liegt in F”. 


Mathematische Annalen. 109. 
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Beweis. Es sei g(z) ein Element aus 6”; dann gilt, da g in 6, 
f in &, liegt, die Formel (6). Da g und / in 6”, Gf in §” liegen, geht 
sie iiber in 


fore az = [| YZ o@ Z1e+ vo @f@ae 
a 


r 


oder, indem man partiell integriert, 
J 9 (2) h(a) dx = | g(z)(— f(a) + v(z)f(@)} dz. 
r r 

Da 6” dicht liegt in §, folgt 


Gf = h(z) = — Af(z) + (2) f(z) 


und: h(x) liegt in §” geht iiber in: f liegt in ” nach der Erklirung 
dieses Raumes. 


Nur im Falle (4) ist noch zu zeigen, daB f(z) die Randbedingung 
(5) erfiillt. Die Relation 


[omer — Soe) X1(a)— v(z)9(2)1@)} dx = 0, 
r 


die fiir alle Elemente g(x) aus G’ gilt, besagt aber, daB dieses Integral 
iiber Ky_, erstreckt, fiir ¢ + 0 verschwindet. Nach bekannter Umformung 
entsteht daraus 

0 


(5) | 90) Af erae 0 
et o—>0 


fiir alle Funktionen g(z) aus G’. 


7. Beweis von Satz 1A. 


Die Weiterfiihrung unseres Beweises soll je nach der Anzahl n der 
unabhangigen Verinderlichen gesondert durchgefiihrt werden. 


A. Eine unabhingige Verinderliche, n = 1. 
Wir ziehen die Grundlésung 
K(z — &) = —4|2—6| 
des Operators A =. heran und bilden 
ky = k;(z) = — $8,(z)|z— &|, 


wobei s,(z) nach 5.3 gewahit sei. &; (x) ist als Funktion von z ein 
Element von G’, aber nicht von {, da die erste Ableitung x ke (2) 
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bei « = & unstetig ist. Die zweite Ableitung 7; ky(c) = A ky (2) ist 
aber wieder ein Element von 5" und verschwindet in J", und auBer I',. 
Hilfssatz 4A. Es ist fiir alle g aus © bzw. h aus § 


J kghdz stetig differenzierbar, 


j Ak:hdz stetig, 
r 


d d , 
[eh tode) stetig 
r 
in &, wenn — in I’, liegt. 

Beweis. Diese Kigenschaften diirfen als bekannt angesehen werden, 
vorausgesetzt, daB die Elemente h,g stetige bzw. stetig differenzierbare 
Funktionen sind. Dann folgen sie aber allgemein, wenn noch gezeigt 
wird, da8 fiir die drei Funktionen 

1 d 
h. = = (kz+.— he), he = Fehi+e h, = Akgx, 


und fiir g, = key, die Formen 
[ade und [(An)ae 
r r 


in e beschrinkt bleiben. Diese Beschrinktheiten sind nach der Definition 
von k;(z) unmittelbar festzustellen. 
Fiir die Funktionen k; (x) bilden wir sodann die &-Integrale 
é+d 
ko =, j k, dn. 
t—8 
Dabei sei stets vorausgesetzt, daB |z—é| < 6 in I’, liege. Dann gilt 
Hilfssatz 5A. Die Funktionen k; y(z) sind stetig einmal, stiick- 
weise stetig zweimal differenzierbar und es ist 


~ oaks, 3 (a) = —Akg s(x) = ea(z) in Ty. 
Es liegt also 
kza(z) in . §. 
Beweis. Man errechnet 


kya = —3(@—G+8) in |2—8| <8 
= —}|z-—6¢|, wenn « sonst in I’, liegt; 


1) Vgl. Nr. 5. 2. 
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auBer I", ist k;3 nach x beliebig oft stetig differenzierbar und auBer J\,, 
ist ky; = 0. Daraus folgt die Behauptung. 

Hilfssatz 6A. Es streben bei 6 ~ 0 und § = &; — &, fiir jedes g 
aus © 


d rd d 
[ho gode > | Ps ky, 5-9 da 
r r 
{(4 kes + esa) gda—> {4 k:gdz. 
Fy r 


Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der in z gleichmaBigen 


Konvergenz 
d 
rhs ie Tz *t 
auBer in einer Umgebung |z — £,| <1 « von z = &,. Es ist aber 


(F kya) da <S +0. 
|z—Gol<« —— 
Die zweite folgt aus der gleichmaSigen Konvergenz 
Akza+es,3 = Ake s > Ak; auBer I, 
Akzs+ese=0= Ak: in I,. 
Nunmebhr sind wir in der Lage 
Satz 1.1A: 
6 liegt in §” 
zu beweisen. Es sei g irgendein Element aus 6. Dann ist nach Hilfs- 
satz 5A und, da ks in fF liegt, nach Nr.5.2 


+ | gdz = | (eet dhs) gde+ | hes ode; 
r 


jz—E|<d r 
nach Hilfssatz 6A existiert also fiir 6+ 0 und & = &;— &, der Grenz- 
wert g:, und es ist 


(11 A) ae | 4kegde+ | Ab; A ode. 
r r 


Nach Hilfssatz 4A ist g stetig in [, und da o oe war, auch 
in I’; nach Hilfssatz 1 liegt dana g in §” mit g(z) = 
Satz 1.2A: : 
%, liegt in 6”. 
Beweis. Sei / ein Element von §, << ©; Gf =h liege in §. Nach 
Satz 1.1 liegt f = f(z) in §” und es gilt nach (11 A) 


t(é) = | 4k ei @ae— [ e(2) Reta) f (2) da + { (F ke Aft okzf} da; 
r r r 
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ferner, da k; in © liegt, nach (6) 

(2A) 18) = [A bea) f (2) de — | o(2)ky(e) fda + [ghde. 
r r 


Die ersten beiden Integrale sind, da v und f stetig sind, nach é stetig 
differenzierbar, ebenso das letzte Integral nach Hilfssatz 4 A. 

Also ist {(&) stetig nach é differenzierbar und nach Hilfssatz 2 
liegt f in G”. 

Satz 1.3A: 

G, liegt in F”. 

Beweis. Sei f ein Element aus §,, so daB Gf in G liegt. Dann 
liegt nach Satz 1.1 Gf = A in §” und es geht die Darstellung (12 A) 
iiber in 


(13 A) H(€) = 4) (@—&) {h(a — o(2) f(a) dx 
VW : 
+ J (ke(a) (h(x) — v(2) f(a) + Ake(x) f(a) dz. 


Toa — To 
Da nunmehr auch fh stetig ist, entsteht durch zweimaliges Differenzieren 
die stetige Funktion 
pal) = —hO) +016 


+ [ [(kOOC-wl@) + ARO] az. 


Toa—Ta 


Nach Hilfssatz 3 liegt dann f in F”. 


8, Beweis von Satz 1B, 
B. Zwei und drei unabhingige Vertnderliche, n = 2;3. An Stelle 


der Grundlésungen mit |x —&| = y Dy (xz, — &,)* 
r=1 


K(z—&) = — + In|z—8| fir n = 2, 
l l . 
K(e-8 = Ga fir n = 3 
betrachten wir die iterierten Grundlésungen 
K*(z—8) = —+|e—€ {Inj2—é|—1) _— fiir n = 2, 
K*(z—¢) = *|z—8| fir n = 3, 


die so gewihlt sind, daB 


4K*=K 
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ist. Alsdann setzen wir 
ky = k(x) = 8, (x) K* (x — &). 
Es ist k;(z) auBer bei = & stetig zweimal differenzierbar; es existiert 


aber |S (e (z))' dz und {(4 kz (x) da; A k(x) ist auBer bei z = é 
4 r 
zweimal stetig differenzierbar und A*k:(z) ist stetig; mehr noch 
A? k:(x) = 0 in Se 
Also liegt ky in™) G’, Ak; in §', A%ke in §”"; mit vA ky sei die 
in §' liegende Funktion v(z) A k:(xz) bezeichnet. 
Hilfssatz 4B. Es ist fiir alle A aus §, g aus © 


[akade, stetig, 
J Ak:hdz, stetig, 
J vAk:hdz, stetig, 
f kehdz, stetig zweimal differenzierbar, 


i 
| a ke 2 gdz _— stetig differenzierbar 
r 


in € aus I',. 

Die Behauptungen diirfen wieder als bekannt angenommen werden 
fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen A und g. Da diese dicht 
liegen in § bzw. G mit H bzw. G als MaB, geniigt es, mit « = (e,, ..., &,) 
zu zeigen: 

2 
1. A* ke+e, A Kes es vA kisses ap ag hte lag bee ch) 


sind Elemente h,, fiir die {h?dz in |e| beschrinkt bleibt; 
r 
0 1 : i 0. (|\3 
2. ae kite je] Ae +« — k;) sind Elemente g,, fiir die [d(s) dz 
¥ 
in |e| beschrinkt bleibt. Diese Beschrinktheiten sind aus den Eigen- 
schaften von k unmittelbar zu entnehmen. 


Wieder bilden wir die Mittelwerte 


1 
(28)" | k,;d = ks, a. 
In —§]<d 


11) Es liegt bei n — 2 kg in J, bei nm = 3 in §. 
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Dann gilt 

Hilfssatz 5B. Die Funktion k(x) ist stetig dreimal und 4k; 4 
auBer bei z = & zweimal differenzierbar; es ist 


— Akg a(z) = e,a(z) in I. 
Es liegt also A ke, in §. 


Beweis. Liegt z auBer I',, so ist ke 4 beliebig oft stetig differen- 
zierbar; in J", aber ist 


ka= [| K'Me—n)dy 
In—<é 


und von diesem Integral sind die geforderten Kigenschaften bekannt. 


Hilfssatz 6B. 
Es streben bei 6 +0 und & = &; — &, fiir jedes h aus § 


[4 ke shdz + | Ak,hdz, 
r 
fe4 ke shda ~fe4 ky, hd z, 


[ (4% heat e; dhdaz > [ Ah, hdz. 
r r 


Beweis. Die ersten beiden Behauptungen folgen daraus, daB gleich- 
maBig in z 
A ke,a (x) > A k& (2) 
strebt auBer in einer Umgebung |x — é,| < e, und da8 dort 


Fy a 1 > F 
[ (4k atae = | ( j xo 2) dn) de 





(2 6)" 
ljz—fol<e |z—fol<e 1"—8< 


<{ Si J G—apanae 
le—fol<e¢ fn—-<d 


Som (K (n —2))*dadn 


|2z—fol<e |n—2]<2+2d+/t—£| 
< | Geyer 
|z'|] <<e+20+|&—£o] 


tugleich mit « und 6 gegen Null strebt. 
Die dritte Behauptung folgt aus der gleichmaBigen Konvergenz 


A* ks9 + €¢,.3 = A*ke 3 —> A* ky, auBer I, 
A* ke a tea = 0 = A*k, in I,. 
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Nunmehr kénnen sofort die drei Sitze 1 bewiesen werden. 
Satz 1.1B 
%, liegt in 9”. 
Beweis. Fir /, aus §,, G/,=h aus § gilt — beachte Nr. 5.2 
und daB Ak y in ¥’, f, in G liegt — 
1 5] 7] 
@ar | idz= | (3+ A*ke a) fda + | yy 5z 4s zzh de 


{2z—fi<d r r 


= fleet A*k: 3) f,d x — Je hahaa + [4 kz shdz, 


da /, m §,, 4k,s in F liegt und demnach (6) gilt. 
Nach Hilfssatz 6B existiert also fir 6— 0 und & = &;— &, der 
Grenzwert /,~, und es ist in J’, 


(11 B) he = [A hehae — foAk:fdz+ [Akhdz. 
r r 


Nach Hilfssatz 4B ist /,, stetig in J, und also in J’, und nach Hilfs- 
satz 1 liegt /, in §” mit f,(z) = fie 
Satz 1.2B 
G, liegt in G”. 
Beweis. Liege g, in G,, also in §,, und Gg, = g in G. 


Nach Satz 1.1B liegt g, = g,(z) in §” und es gilt, da kes in F 
liegt, nach Nr. 5.2 


(12B) 9, (@) = j (A* ke (2) — 0(z) A ky(z)) 9, (a) dx 
r 
— | > pa k: 2 gdz. 
r 


Das erste Integral ist nach ¢ stetig in I’, differenzierbar; ebenso das 
letzte Glied nach Hilfssatz 4B; also ist g,(¢) in I" stetig differenzierbar. 
Nach Hilfssatz 2 liegt dann g,(z) in G”. 
Satz 1.3B. 
Bs liegt in FF. 
Beweis. Es liege f, in §, und 
Gi,=f, in §, @f, =h in §. 





a so to he 
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Nach Satz 1.1B, 1.2B liegt /, = /,(z) in §”, f, = /,(z) in G". Die 
Darstellung (12B) nimmt — wegen & in G, /, in §, gilt (6) — die 
Form an 


(13B) i, (6) = J (A* ke (2) — v(x) A ke (a)} fy (2) dx 
+ f(a) ke (@)h (ode 
_ [hhde. 


Die zweimalige stetige Differenzierbarkeit der ersten beiden Integrale 
folgt in bekannter Weise unter Benutzung der stetigen Differenzierbarkeit 
von /,(z); nach Hilfssatz 4B folgt zweimalige stetige Differenzierbarkeit 
des letzten Gliedes. Nach Hilfssatz 3B liegt also f,(x) in F”. 


9. Diskussion des Spektrums, 


Wir geben einfache Bedingungen fiir das Verhalten des Zusatz- 
potentials v dafiir an, da8 das Spektrum iiberhaupt oder unterhalb einer 
Schranke ein diskretes gewohnliches Punktspektrum ist. Sie entsprechen 
ganz den Bedingungen von Weyl [12.2]. In der Methode haben wir uns 
von der Note von Fr. Rellich [8] leiten lassen. Wir verwenden wesent- 
lich die Sitze aus Teil I, Nr. 7, die an den Begriff der Vollstetigkeit an- 
schlieBen. 

Satz 5. 

Im Falle (3), (4) des endlichen Gebietes [1 = Ky. Das Spektrum 
von G = — 4+ » ist diskret; es gibt eine unendlich anwachsende Folge 
von Eigenwerten endlicher Vielfachheit. 

Satz 6. Im Falle (1), (2) des unendlichen Gebietes. Es wachse 
das Zusatzpotential v(x) gleichmaBig ins Unendliche fiir r = |z| > o. 

Dann ist das Spektrum von G = — 4+ v diskret; es gibt eine un- 
endlich anwachsende Folge von Eigenwerten endlicher Vielfachheit. 

Satz 7"). Im Falle (1), (2) des unendlichen Gebietes. Es sei 

lim v(z) = v.. fiir |x| + 0. 

Dann ist das Spektrum von G = — A + v unterhalb v,. diskret. 

Als wesentliches Hilfsmittel verwenden wir die Ungleichung von 
Poincaré (vgl. [4.2]) fir Gebiete [cr —&]<.6 aus I’ (die im Fall (2) 
auch = 0 als Ecke besitzen diirfen): Es gibt ein c > 0, so da8 fir 
alle Funktionen g aus © gilt 


1 2 os 
(14) [easel | gaz} +c j > (x9) dz. 
{2—<é fz—f<d iz—f<d 
12) Far Schrédingers Wasserstoffproblem vgl. Courant-Hilbert (2. 7]. 
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Beweis. Der fiir Gebiete [x — &] < 6 einfache Beweis sei an- 
gemerkt: Es geniigt g in ©’ anzunehmen. Sei [z' — &] < 34, 








a 

l@)—9@1S | | shone... alae, 
In—hil<é 
+ | |Xehepat, ... plas, 
izg—f2|<9 
+... 
+ | loa; eee S-» Zp) dz, 
lt, —&, 1 <8 


Durch Integration nach z' und z* entsteht 


|g (z") — g(a") Pdaid2? <= (26"+2n | Es (Ao) az. 
(z'—fi<d (22?-—H<d iz—§l<d 
Die linke Seite ist aber nichts anderes als 
2(26)" J gdz—2{ Pv: gaz’. 
<é (z—- 


{z— 
So entsteht (14) mit c = 2n. 
Diese Ungleichung fiihrt uns dann zu dem 
Hilfssatz. Die Formen 


Jas, jr@gae o<R 
Q 9 


mit in J" stiickweise stetiger und beschrdénkter Funktion w(z), die zunichst 
in ©’ erklirt und dann auf 6 fortgesetzt sind, sind in 6 vollstetig in 
bezug auf G. 

Beweis. Das Gebiet K, kann man durch eine endliche Summe ¥ von 


é 
fremden Quadraten [z — £] < 6 mit beliebig kleinem 6 ttberdecken. Durch 
Summation der Poincaréschen Ungleichung entsteht 


Jrexom y | gael +26n | DY (%9) ae. 
fz—<d r 

Das ae unter Beachtung von (3), nach der Definition von Teil I gerade 
die Vollstetigkeit ie | hg in bezug auf G. Die Vollstetigkeit von 


jevés ergibt sich fein unmittelbar daraus, da8 mit | w(z)| < w 
wgdz|sw | gdz 
, mdiaast 


abzuschitzen ist, wo die rechte Seite schon als vollstetig erkannt ist. 
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Zum Beweise von Satz 5 berufen wir uns auf Zusatz 18 von Teil I. 
Es geniigt also die Vollstetigkeit von | gds in bezug auf G zu beweisen. 


Wir zerlegen 
[¢ae= J gdz+ f gde 
- , 


R-o KR—o, R 
und verwenden die Ungleichung (1,1) (Anhang) mit u = g. 
Nachdem wir dort iiber 9 von R—co bis R und iiber t von R—a bis 
R —5 mitteln, wobei R — o > 5d sei, entsteht aus naheliegenden Ab- 


schatzungen 


2 
| gdzse, | dz tora | YS (59) dz 
Kr—o,R ER—ola, R—o Kr 

z. B. mit c, = 2*+1, ¢, = 2R*—'C. 

Durch Einsetzen gewinnen wir 

| gdzs | gedz+e, | gdz+oa'c, \ = (sz) dz 

r Kr—o Kr—oja, R—o KR 
und damit, da die ersten beiden Terme der rechten Seite nach dem 
Hilfssatz vollstetig sind, die Behauptung. 

Zum Beweise von Satz 6 geniigt es nach Zusatz 18 Teil I zu zeigen, 
daB { g’dx G-vollstetig ist. Sei 

: m(o) = Min v (z) 
fiir >; dann besagt die Voraussetzung von Satz 6 


m(o) > co fiir 9 + o0. 
Nun gilt offenbar 


[ gdzs | gdz+ a) vgdz 
r Ky r—K, 
und ferner, vgl. °), 8.689 
j vgdzsiqgGg. 


r—K, 
Darin liegt aber die Behauptung. 
Zum Beweise von Satz 7 zerlegen wir v(x) in 
v(z) = vt (x) — w(z), 
wo v*(z) und w(z) in J stetige Funktionen sind, so gewahlt, da8 
vi(z)>rv., CSw(z%) Sr 
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wird, und zwar derart, da8 gilt 
w(z)>0 fir |2| + o. 
Im Falle (2). soll dieser Ansatz nur fiir |x| > P bestehen; fiir 
0< |z| S P dagegen 
vw (z) = v(z)+0., w(z) = a, 
was durch geeignete Wahl méglich ist, ohne die Stetigkeit bei |z| = P 


zu verletzen. 
Nach diesen Festsetzungen ist die Form 


gWwg= [ w(2)gde 


r 


in © beschrankt und es gilt fiir die in © definierte Form 
a. 
gG+g = | | > (329) + org} de 
r 
(*) 9G* 9 > v.{g*dz, 
r 


wobei man sich im Falle (2), noch auf die Abschitzung (4) zu berufen 
hat. Da ferner offenbar 


>) va(gG9 => 9G g>gGq 
gilt, ist G* in G abgeschlossen. 

Da nun v+ genau die Bedingungen eines Zusatzpotentials erfiillt, 
ist auf die Form G+ die Spektralzerlegung anwendbar. Da ihre untere 
Schranke offenbar v.. ist, besitzt sie unterhalb von v. kein Spektrum. 
Satz 7: Das Spektrum des Operators G oder der Form G = G*+W 
ist diskret unterhalb v.., folgt alsdann unmittelbar aus Satz 17 (I), wenn 
gezeigt ist, dab W vollstetig ist in bezug auf G+ in G© oder — was 
wegen (5) gleichwertig ist — in bezug auf G. 

Ist nun 

m (9) = Max w(z) fir |x| > o, 
so folgt aus w(z) > 0 fiir |z| + oo 


m(o)>0, fir o> o. 


0<fugdz< va {oda + m(o) j gaz. 
. e 


r Eo 


Nun gilt 


Wegen [sds = 9Gq liegt darin nach der Definition von Teil I die 
Vollstetigkeit von W. 
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10. Anhang. 


1. Integralungleichungen. 
Sei u(z) eine in 0< r < R stiickweise stetig differenzierbare Funk- 
tion von x = (z,,..., Z,). Dann besteht die Ungleichung 


{jwe= Vfedo|<VCie-H Vo Gye 


1 dr 
et i = 


T 











(1. 0) 


fiir 








C2 


mit O0<9<P,0<1r<P,t<o0 
Beweis. Es sei c= mit || = 1 ein Punkt auf 2,; dann ist 
e 


w(og)— (ee) = | gr (rear, 


t 


@ 
u* (9) — 2u(oé)u(ré) + w(rd) < aa | —(g, wired) ae. 


t 





Durch Integration tiber 2, und Anwendung der Schwarz-Ungleichung auf 
die linke Seite entsteht 


und daraus Ungleichung (1.0) 
Aus der Ungleichung (1.0) erhalt man 


(1. 1) [wide <2 | wdo+ 2C\o—t| | y (Fee 


2o 2, Ky, @ 


mit K,, statt K,, fir r> 0. 








» 45 SZ (St) ae 


@ 


2. Singularitat des Zusatzpotentials. 
Es sei u(z) stiickweise stetig differenzierbar fiir 0 <r < P, 


Sms, ....%; #=1,2,38.... 
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Dann besteht fir 0<¢< 0 = P die Ungleichung 
(2.0) Ta-= {LY Gh - ew lae— oor [ wde 
Ko, 9 25 
=> — gle [vd 
% 
mit 


g(r) = 2 fir n = 3,4,... 





l " Z 
z= fir n = 2 mit A > P. 
Tr 
Beweis. Es ist 


1 a(-> 2 es 
T..9= | ent > llr * V(r) u)] dz— g(oe)o [wide 
Ko, @ 2 
Hilfssatze. 
(2.1).. Es nimmt 





Ts, ¢ 
nicht ab fiir o > 0. 


Der Beweis folgt unmittelbar aus der obigen Darstellung von 7, ,. 
(2.2). Es gibt eine positive Konstante, k, so da fiir geniigend 
kleines o(o < @,) gilt 
Te >—k j u'daz. 





Ko,p 
Beweis: Es sei o, eine solche Zahl zwischen o, und P, daB 
- | vda = -— { wdz 
%6, Kao, P 


wird; dann ist fiir o = o, wegen T,p > T,, p 
Tf. > — 2%) | wdz— | yp’ (r) vw dz. 


— P—o, 
Ko,.P Ko,,P 
Ist nun k = Max [xee+ g*(r)| ino, Sr <P, wo folgt 
Tie >[—k | de 
Ko, P 


und damit die Behauptung. 
(2.3). Wenn | B (*)ae existiert, so strebt fir n > 2 
Kp 


y (a) o"—? f wdw +0 


& uo—>0 
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und es existiert 
j gy’ (r) wd x. 
Kp 


Beweis. Es folgt aus (2.0) wegen g(r) >0O unmittelbar die Be- 
schranktheit von j gy’ (r)u?daz in o und damit die Existenz von 


Ka, @ n 
J 9p (r)wds = j 9 (r) |p (r)rn—2 j u'dw|dr. 
Kp 0 2, 


Aus der Existenz dieses Integrals und der Nichtexistenz von 


P 
fear 


folgt, daB es eine spezielle Folge 9 + 0 gibt, fiir die 
g(o)e"-* { wdw +0 


—>o0 
2o @ 


strebt. Aus (2.0) entnimmt man dann, da das fiir jede Folge 
o + 0 gilt. 


3. Beweis der Greenschen Umformung. 
Zum Beweise von 


©) = | { AtAotetaae— | (4tg+efg\de—0 
r 


r 
fir f in §, g in G’ integrieren wir zunichst nur iiber K,, o: 


| (D'selazot vig+Atg—vfg| dx 


Ko, @ 
) 0 
= g*—! | g x7 fdw — o*—} \ I>; fdo, 


2 Qe 


wo nur im Falle (2) o + 0 zu wahlen ist. Es ist dann zu zeigen, dab 
es spezielle Folgen gcc bzw. o> R und oO gibt, fiir die die 
rechten Seiten verschwinden. 

Fall (1). Aus der Existenz des Integrals 





i) a ; 
foes [lostileoar ss VID (aul ae | ae 
: of r r 
folgt die Existenz einer Folge 9 > oo, fiir die 
0 
o” { gL dw >0 


2p 
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Fall (2). Die Folge 9 + co wihle wie im Falle (i). 
Aus der Existenz won f gy’ (r)g* dz und aus der Existenz von 
Pp 
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Kp 
ergibt sich die Existenz von 
P 


| ow)|g$t \ax fem[r- j lo3f 


Kp 0 2, 





da|d r. 


P 
Aus dieser Existenz und der Nichtexistenz von f gy(r)dr entnimmt 
man, daB es eine Folge o +0 gibt, fir die : 


oe | 954 | do +0 
2g 
strebt wie gewiinscht. 


Fall (3). Vgl. hierzu Courant [2.5]. Aus der Existenz des Integrals 
& 


J i Y (Ail dwdr 


folgt die Existenz einer Folge 9 > R, so daB 


R-o) | S(F ido +o. 


% 


Aus der Randbedingung (1*) 8. 697 

(i*) { g’dw < 20(R —») | » (Koy ae 
% Ko, R 

andererseits folgt, daB Es | g'da +0 strebt. 


% 


Infolgedessen strebt 


J lost dos Vs Sy (Fy do { gdw it 


% 








Fall (4). Hier besagt schon die Randbedingung die geforderte 
Konvergenz 
(5) e- [9 stdwo. 


2, 


@ 
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Zusatz. Im Falle (1) folgt fiir stiickweise stetig zweimal differenzier- 
bare Funktionen f(z) aus §”, fiir die — A f(z) + v(z)/ (x) eine Funktion 
aus §’ ist, schon, da8 


| LY (sl@! + rela 


Z 
existiert; so daB also f in F' liegt. 


Denn es ist 
[LY (G1@)' +r wae 
Ky 
= | 1e)(-4f@+o@iadeto [Zio 
Ky a 
Wegen der Existenz von fm j fi'dwdr muB es eine Folge 9 + oo 


r 


geben, in deren Umgebung j f'dw abnimmt, so daB dort also 
2, 


4. | Fao =2 [1 flde 
2, 2, 
negativ wird. Fiir diese Folge bleibt also die linke Seite beschrainkt 
und da der Integrand positiv ist, existiert das Integral iiber K.. = I’ 
erstreckt. 
Es erweist sich hierin, daB bei (1) der Grenzpunktfall im Sinne 
von Weyl vorliegt. 


(Eingegangen am 14. 7. 1933.) 


Mathematische Annalen. 109. 











Uber die Reduktion gewisser ausgearteter Systeme 
von partiellen Differentialgleichungen. 


Von 


Franz Rellich in Géttingen. 


Einleitung. 

Ebenso wie bei einer einzigen partiellen Differentialgleichung mit zwei 
unabhangigen Veranderlichen beruht auch bei einem System solcher 
Differentialgleichungen die allgemeine Behandlung, insbesondere die Unter- 
suchung der Fragen nach Existenz, eindeutiger Bestimmtheit und Ab- 
hangigkeitsbereich der Lésungen in entscheidender Weise auf dem Begriff 
der charakteristischen Kurven. Es zeigt sich aber, daB es wichtige Fille 
gibt, in welchen zunachst die urspriingliche Definition der Charakteristiken 
gegenstandslos wird, weil jede willkiirliche auf einer Integralfliche gezogene 
Kurve der Charakteristikenbedingung geniigt. Der bekannteste dieser 
,,ausgearteten Fille ist das der Theorie der Flachenverbiegung zugrunde- 
liegende System von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 


A’ = 23+ yi+ 22 — e(a,f) = 0, 
(1) A* = a3 + y} + 2} — g(a,8) = 0, 
A® = 2q Up + Yo Yp + 20% — f(a, 8} = 0 


mit den gesuchten Funktionen z,y,z und den unabhangigen Verander- 
lichen a,8. Dieses System von partiellen Differentialgleichungen zeigt, 
wie wir sogleich noch naher dartun werden, die oben gekennzeichnete 
Ausartung und erlaubt daher scheinbar nicht von vornherein die An- 
wendung des Charakteristikenbegriffs. 

Bereits Hadamard") hat in diesem Zusammenhang auf dieses System 
hingewiesen und gezeigt, wie man in solchen Fallen zur Aufstellung der 
charakteristischen Gleichung gelangen kann. Dieselbe Frage ist dann 
von Janet *) allgemeiner gestellt worden, wobei insbesondere das Cauchysche 


1) J. Hadamard, Sur les caractéristiques des systémes aux dérivées partielles, 
Bull. de la soc. math. de France $4 (1906), S. 48—52. 

*) M. Janet, Les systémes comprenant autant d’équations aux dérivées partielles 
que de fonctions inconnues. Caractéristiques ordinaires des systémes anormaux. 
J. de math. pures et appliquées (9) 8 (1929), S.339—352. 

Dort wird auch weitere Literatur angegeben. 
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Anfangswertproblem behandelt wurde. SchlieBlich sind hier die zahlreichen 
Untersuchungen zu nennen, die im Anschlu8 an Riquier angestellt worden 
sind. — Alle diese Untersuchungen machen wesentlich von der Potenz- 
reihenmethode Gebrauch und setzen also den analytischen Charakter 
simtlicher vorkommenden Funktionen voraus. Schon hierin liegt ein 
keineswegs nur oberflichlicher Unterschied gegeniiber der vorliegenden 
Untersuchung, in der nur so viele Differenzierbarkeitsvoraussetzungen 
gemacht werden, als es die Natur der Problemstellung fordert. “Wesent- 
licher aber scheint es mir, daB die hier angegebene Reduktion auch feinere 
Fragen, wie z. B. die Frage nach dem Abhingigkeitsgebiet im hyper- 
bolischen Fall, oder dem analytischen Charakter der Lésungen im elliptischen 
Fall, den iiblichen Methoden zuginglich macht, was bei den genannten 
Untersuchungen nicht geleistet zu werden scheint; im Einzelnen wird hier 
allerdings nur der hyperbolische Fall (Anfangswertproblem) ausgefiihrt. 
Die Ergebnisse sind in der Hauptsache die folgenden: 
Es sei . 
A? (Xa, Xp, Yas Ys Za %, Z, Y, 2, 0,8) = O, 
(2) A? (as as Yar Ypr Zar 2s Z, Y, 2,%,B) = O, 
A® (2a, Zp, Yar Ys» Za» Zs Z, Y, 2, a, 8) = O 


ein System von Differentialgleichungen mit den gesuchten Funktionen 
x,y,z und den unabhiangigen Veranderlichen «,8 von der Art, da8 die 
in ~q: Pg kubische Gleichung *): 


A; Pu + Az, Pp Aj, Pa + Ay, Pp» Ai, Pa + A:, Pp» 
(3) A}, Pa + A, Pa» Aj, Pa + Ai, Pp» Aj, Pat Ai, P| = 0 
Ai, Pa + A;, Pp» Aj, Pa + Aj, PA» Ai, Pa + Ai, Pe 


identisch in allen Argumenten 24, Xj, Yar Ys» Zar 2p, Z, Ys 2% & B, Pa? Pp eP- 
fiillt ist. 

1. Im quasi-linearen Fall*) \aBt sich aus den Gleichungen (2) ein 
neues System von drei partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit denselben gesuchten Funktionen ableiten. Jede dieser Gleichungen 
ist in den zweiten Ableitungen linear und enthilt die zweiten Ableitungen 
jeweils von nur einer der drei gesuchten Funktionen. Das neue System 





8) Im gewodhnlichen, nichtausgearteten Fall ist (3) gerade die charakteristische 
« _ oA! 
7e @ z, ‘ 

*) d. h. die linken Seiten von (2) sind lineare Funktionen von z,, a Yur Vp tq %e 
mit Koeffizienten, die nur von 2, y, z.2, 8 abhangen. 


Gleichung des Systems (2); zu ihrer Herleitung vgl. §1, 2. Bezeichnung A 


47* 
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ist mit dem alten in dem Sinne Aquivalent, daB jedes Lésungssystem 
von (2) auch Lésungssystem des neuen Systems ist und auch das Um- 
gekehrte gilt, wenn fiir die Lésung des neuen Systems gewisse Gleichungen 
bestehen, deren Erfiilltsein iiberdies nur etwa lings einer Anfangskurve 
gefordert zu werden braucht. Dieses neue System besitzt im allgemeinen 
eine zweiparametrige Schar von charakteristischen Kurven, die gleichzeitig 
als charakteristische Kurven des urspriinglichen Systems anzusehen sind. 
Ihre charakteristische Gleichung, die an Stelle der versagenden Gleichung (3) 
tritt, wird als die charakteristische Gleichung von (2) bezeichnet; sie wird 
explizit angegeben. Diese Bezeichnungsweise rechtfertigt sich dadurch, 
daB die so definierten charakteristischen Kurven tatsichlich die Eigen- 
schaften besitzen, die den auf die iibliche Art definierten Charakteristiken 
bei nichtausgearteten Systemen zukommen. Je nachdem ob die Wurzeln 
dieser charakteristischen Gleichung reell oder komplex sind, heiB®t (2) — 
fiir ein vorgelegtes Lésungssystem — hyperbolisch oder elliptisch und 
zeigt dementsprechenden Lésungstyp. 

Im Gegensatz zum nichtausgearteten Fall sind lings einer Anfangs- 
kurve in der a,f-Ebene die Werte von z,y,z nicht mehr willkiirlich 
wahlbar. Sie miissen vielmebr lings der Anfangskurve einer bestimmten 
(explizit angegebenen) Beziehung der Form h (2, y,2,2,y,z,8) = 0 ge- 
niigen®). Gibt man z, y,z in dieser eingeschriankten Weise vor, so ist da 
das Cauchysche Anfangswertproblem eindeutig lésbar. Das Abhangigkeits- 
gebiet wird durch die eben definierten charakteristischen Linien bestimmt. 


2. Im allgemeinen Fall liegen die Verhialtnisse im wesentlichen so 
wie im linearen Fall. Mit einer Ausnahme: die drei Differentialgleichungen 
des abgeleiteten Systems, die wieder zweiter Ordnung sind und die Ab- 
leitungen zweiter Ordnung jeweils von nur einer der drei gesuchten 
Funktionen enthalten, sind in diesen nicht linear; die Differentialgleichungen 
sind vielmehr vom Monge-Ampéreschen Typus in dem Sinne, da8 etwa 
die Differentialgleichung, die die zweiten Ableitungen von z enthilt, in 
den vier GréBen 2,4 234 — Sop Sue Zag, %gpe linear ist mit Koeffizienten, 
die von den Argumenten 2,, 2, Ya, Ya; 2a 2s, Z, y, 2, %,8 abhingen kénnen. — 
Im iibrigen gibt es wieder nur zwei Scharen von Charakteristiken und es 
sind, wenn man sich das Anfangswertproblem stellt, die Funktionen z, y,z 
langs der Anfangskurve an eine Relation der Form 


h(@, 9,4, 2, y,2,8) = 0°) 
gebunden. 


5) ¢ usw. bedeutet die Ableitung von z usw. nach der Bogenlange « der 
Anfangskurve. 
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L Als Anwendung dieser allgemeinen Uberlegungen ergibt sich (§ 12) 

: unmittelbar die Erledigung der Aufgabe, alle Einbettungen einer zwei- 

L dimensionalen Flaiche mit dem (vorgegebenen) Linienelement 

: ds? = eda’ +2fdadB+gdf? 

: in einen dreidimensionalen Riemannschen Raum V, mit der (vorgegebenen) 
MaBbestimmung 


' 3 
| dS = FY G,dz,dx, 

i,k=1 
) zu finden®*). Es wird gezeigt: Gibt man lings einer (beliebigen) Kurve 
a = a(s), 8 = B(s) der a,f-Ebene drei Funktionen z(s), y(s), z(s) 
irgendwie so vor, daB die Beziehung 


z Gin tit, = 6 + 2f a8 + gf) 
i,k=1 
erfiillt wird und daB die in V, gelegene Kurve K: 2 = x(s), y = y(s), 
z = z(s) nirgends asymptotisch gerichtet ist, so gibt es in V, genau zwei 
reelle Flichen mit dem Linienelement ds*? = eda*+ 2/dadf + gd, 
die durch die Kurve C gehen, falls*) der Betrag der absoluten Kriimmung 
von C kleiner ist als der Betrag ihrer relativen Kriimmung. — Ist die 
relative Kriimmung des Linienelementes ds* = eda? + 2fdadfB+gdf 
negativ, so liegen die Verhiiltnisse vor, die man im hyperbolischen Fall 
gewohnt ist: Verbiegt man die Anfangskurve C so, da8 ein Stiick von C 
starr bleibt, so bleibt ein ganzes Stiick der Flache starr, das begrenzt 
wird von dem festgebliebenen Stiick von C und zwei Asymptotenlinien 
der Fliche. Ist die Relativkriimmung positiv, so ist das iibliche Anfangs- 
wertproblem nur sinnvoll, wenn Linienelemente und Anfangskurve von 
vornherein analytisch vorausgesetzt werden; dann ist notwendig auch die 
eingebettete Fliche analytisch, — Diese Sitze sind offenbar genaue 
Analoga zu den bekannten Darbouxschen Sitzen iiber die Einbettung 
eines Linienelementes in den dreidimensionalen euklidischen Raum. 

In § 13 wird die Verallgemeinerung auf ausgeartete Systeme von n 
Differentialgleichungen mit n gesuchten Funktionen skizziert. 

In § 14 wird ein spezieller Fall eines Systems mit beliebig vielen 
unabhangigen Verinderlichen behandelt. 


5a) Vgl. C. Burstin: Ein Beitrag zum Problem der Einbettung der Riemann- 
schen Raéume in euklidischen Raiumen. Rec. math. Soc. math. Moscou 88 (1931), 
Nr. 344, S. 74—-85. 

6) Diese letzte Bedingung ist cine Realitatsbedingung, die nur wegen des 
speziellen (quadratischen) Charakters der zugrunde liegenden Differentialgleichungen 
explizit formuliert werden kann. 















F. Rellich. 
§ 1. 


Vorbemerkungen. 


1. Voraussetzungen iiber die Differenzierbarkeit der 
vorkommenden Funktionen. 


























In der ganzen Arbeit wird stillschweigend vorausgesetzt, daB alle 
vorkommenden Funktionen so oft stetig differenzierbar sind, als es die 
vorgenommenen Prozesse erfordern. Hingegen ist nirgends analytischer 
Charakter vorausgesetzt, wenn diese Voraussetzung nicht eigens formu- 
liert wird. 


2. Die iibliche Ableitung der charakteristischen Gleichung. 
Zur charakteristischen Gleichung eines Systems von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen der Form 
A! = A’ (Zq, Xp, Yas Ys» Za» 2%, L,Y, 2, a, 8) = 0, 
(4) A® = A* (2g, Zp, Yas Yps 2a» Zp, Z, Y, 2,%,8) = O, 
A® = A® (La, Las Yas Ypr Zar 2%, Z, Y, 2, 4,8) = O 
mit den gesuchten Funktionen z,y,z und den Veranderlichen «,f kann 
man bekanntlich so gelangen: Man denkt sich auf einer Anfangskurve 
a = a(s), 6 = B(s) mit der Bogenlinge s die Funktionen z, y, z, x,, 23, 
Ya: Ya: 2a, 2% Gerart vorgegeben, daB lings der Anfangskurve 


da, . 8 _ és 

Taz, + 7, = es 

d ap dy 

(5) Yez- +907, = Ze? 


dx dp dz 


ade + ds = de 
erfiillt ist. Die sechs Gleichungen (4) und (5) kann man dazu benutzen, 
um die sechs Ableitungen 24, %3, Ya, Ys, %a,% als Funktionen der Bogen- 
linge s zu berechnen. Dabei wird der Fall eine besondere Rolle spielen, 
daB die Funktionaldeterminante dieser sechs Gleichungen nach 2,, %,, 
Yas Ys» %a, Ze Verschwindet. Denkt man sich die Anfangskurve in der Form 


9 (a8) = 0 (also ge: yy = —55:$") geschrieben, so ist dies, wie 
leicht zu sehen, dann der Fall, wenn die folgende dreireihige Determinante 
verschwindet: 

A; Pa + Ai, PA» Aj, Pa + Aj, Pp Aj, Pa + A:, Pp» 
(6) Ai, Ga+Ai,G Aye Pat Aig Gp Al, Pat Aig Ge.) = 9 





A}, Pa + Az, Pp» Aj, Pa + Aj, Pp: Aj. Pa + Aj, Pp 
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Diese algebraische Gleichung dritten Grades fiir gy,: gs pflegt man als 
charakteristische Gleichung des Systems (4) zu bezeichnen’). Gerade bei 
der in dieser Arbeit behandelten Ausartung versagt diese iibliche Definition 
der charakteristischen Gleichung, weil alle Koeffizienten dieser algebraischen 
Gleichung identisch verschwinden. 


3. Ein algebraischer Hilfssatz. 
Voraussetzung. a) Die dreireihige Determinante 


Q(én) = \|XE+ Yin|, 
in der X}, ¥? (i,k = 1,2,3) feste Zahlen, ¢,7 Verinderliche bedeuten, 
verschwinde fiir jeden Wert von é: 7. 

8) Fir einen bestimmten Spaltenindex, etwa fiir i = 3 seien die 
drei algebraischen Unterdeterminanten Q*(f,7) (k = 1,2,3) von Q(&,n) 
linear unabhangig (hinsichtlich konstanter Koeffizienten). 

Behauptung: Die zwélf Gleichungen ‘*) 

(7) Xi4,=0, Yi4,+Xin =0, Yint+Xin, = 0, Yin, =0 
‘ = 1,2,3 
besitzen ein bis auf einen Proportionalititsfaktor eindeutig bestimmtes, 
nicht identisch verschwindendes Lésungssystem A,, ji,,%,; fiir jedes nicht 
identisch verschwindende Lésungssystem A,,f,,0, ist die Determinante 
(Ax, ix, D,) von Null verschieden. 
Beweis: Setzt man 


(8) QO =A + mint 7’, 
so ist offenbar 
(9) (Xi E + Yin) (aed? + weEn t+ 7") = 0 t = 1, 2,3, 


fiir jeden Wert von &:7. Daraus folgt, daB A,,u,, » ein Lésungssystem 
von (7) ist; wegen der linearen Unabhangigkeit der drei Formen Q},Q3, Q} 
ist die Determinante (A,, u,, %) von Null verschieden. 
Bleibt zu zeigen, daB jedes Lésungssystem 1, ji,,%, von (7) die 
Form 
A, = Orde, fix = OMe Te = O% 
besitzt. Die Formen Qt haben keinen gemeinsamen Linearfaktor; aus 
Qi = (af + bn) (c, & + d,7) wiirde naimlich im Widerspruch zur Voraus- 


7) Siehe z. B. T. Levi-Civita, ,,Caratteristiche dei sistemi differenziali e propa- 
gazione ondosa“. Bologna, N. Zanichelli, 1931. 

8) Uber doppelt auftretende lateinische Indizes, wie hier tiber &, ist von 
1 bis 3 zu summieren. 
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setzung # die lineare Abhiingigkeit der Qt folgen. Daher ist der Rang 
von Q(é,) fiir jedes von 0,0 verschiedene Wertepaar ,7 gleich 2. 
Bildet man mit einem beliebigen Liésungssystem A,, jij,¥, von (7) die 
Formen Q, = 4, £ + jieén + en, so ist (X'E+ Yin)Q. = 0, also 
0. = P- Qj, wo der Proportionalititsfaktor P zunichst noch von é,» 


abhangig sein kinnte. Da (fir £,7 + 0,0) P = $ ist fir alle Werte 
3 

von &,7, fiir die Q} nicht verschwindet, und Qj,Q?,Q} keinen gemein- 
samen Faktor besitzen, mu8 Q} in Q, aufgehen, d.h. es muB P = 9» 
eine von £,7 unabhangige Konstante sein. 

Zusatz. Die Voraussetzung § kann ersetzt werden durch die Voraus- 
setzung, daB der Rang der Matrix 

AY, 2Yh A ") 

m Xt, Xk », Xt 
gleich 2 ist; dabei sind die A,, u,, », den Koeffizienten der algebraischen 
Unterdeterminanten Qt (oder Q§ oder Q*) proportional. In der Tat ist 


(Ay Ay | fa Y; X; Y; X; ) 


=| 


Caan X? ¥}.X} ¥}.X? Y: 
» », »,) \XEY2 X? ¥}.X? ¥3 


4 


0, Ay Y4, .: aoe 0, Ay Yt 
= | _ A, Yt, — v, Xt, — Ay Y3, = i x, — Ay J — Pe Xt ; 
\ Xt, 0, v, Xi, 0, y, Xf, 0 


Da der Rang der Matrix rechts ersichtlich 3 ist, wenn der Rang von 
M gleich 2 ist, so kann die Determinante (A,, ,, »,) nicht verschwinden. 
Das ist aber gerade die Behauptung. 


I. Der quasilineare Fall. 
§ 2. 


Eine Normalform, 


In diesem Abschnitt (§2—6) wird vorausgesetzt, daB die betrachteten 
Differentialgleichungen in den ersten Ableitungen linear sind. Setzt man 
zur Abkiirzung z = z', y = 2’, z = 2’, so handelt es sich also um ein 
System der Form *) 


A = m} (a, B, z' 2,2), +ni (a, B, x’, 2”, 2) xs 
(4a) + (a, 8,2", 2’, 2’) = 0 


k= 1, 2,3, 


es | 
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wobei die Determinante Q(&,7) = ||mfé+ n',|\ fiir alle Werte von 
E: »,«,B,2',2*,2* verschwindet. 

Setzt man voraus: fiir einen bestimmten Spaltenindex, etwa fiir 
i = 3, seien die drei algebraischen Unterdeterminanten @Q*(£,7) von 
Q(é,7) linear unabhingig, so gibt es nach §1,5. neun GréBen A,, py, % 
(k = 1,2,3), deren Determinante (A,, 4, 7,) nicht verschwindet, und 
fiir die 

mi A, =Q@, A, nt + My mt = 0, »,m* + ity ni = 0, ni ” =0 


+= 1,2,3 
ist. Die A,,4,,% sind bis auf einen Proportionalititsfaktor eindeutig 
bestimmt. Da man fiir sie speziell die Koeffizienten der Form Q*(é, 7) 
wihlen kann, darf angenommen werden, daB A,, “,, », nur von a, B, z', z*, z® 
abhingen. Setzt man zur Abkiirzung 
Ani = b,, Vem; = Gy, 4, = f, yl = e, 
— ml = g, vy, At = A, A, A* B, —p,A* = C, 
so erhalt man aus (4a) 
A= a, 2, +e = 0, 
(4b) B=b,x3+f = 0, 


C= b, 2, + a; %3 +9 = 0, 


I 


wo e,/,g,a,,6,; Funktionen von a, ,2‘ allein sind. 

Jedes Lésungssystem z‘ von (4a) geniigt den Gleichungen (4b). 
Wegen (A,, 4, %) + 0 ist auch das Umgekehrte richtig. 

Wir beschrinken uns daher in diesem Abschnitt auf Systeme der 
Form (4b). 

Bemerkung. Nach dem Zusatz in §1, 3. kann die Voraussetzung 
der linearen Unabhingigkeit der Q ersetzt werden durch die Voraus- 


@j, Ag, As 


setzung: Rang von ( ) gleich 2, wobei die zur Bildung von a,,}; 


bj, by, bs 
benutzten A,, “,, v, den Koeffizienten von Qt (bzw. Qk bzw. Q*) proportional 
sind. Es wird jedoch auch diese Voraussetzung spiter durch eine sinn- 
gemaiBere ersetzt werden. 


§ 3. 
Zuriickfiihrung auf ein nicht ausgeartetes System. 
Behauptung. Jedes Lésungssystem x von (4b) geniigt einem System 
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form: 
(10) Fi = Naa + Maig+Las,+... = 0, 
$= 1,2,3; 

















| ar oF a 
Ozh,’ Oxf,’ da}, Ozi,? O28,’ dz3,| 
i= a,, as, a; |’ ie a,, a, a, |’ 
b,, by, b; b,, by, b, | 
(11) ar ar ar 
oe Oxi,” 0258" 0X28 
- 4, 4, @, |’ 
b,, b,, b; | 


@C d*A a@B 

~dadp dp” da?’ 
Die L, M, N héngen vom Index i nicht ab und sind Funktionen der 
Argumente «,B, x*, xk, af (k = 1,2,3). Die Punkte in (10) stehen an Stelle 
von Ausdriicken, die ebenfalls nur von a, 6 x", at, 2s (k = 1,2,3) abhéngen. 

Beweis: Aus (4b) folgt, daB die linke Seite von 
_ @C dA @B 
(12) “Jads aP ae 
ein Differentialausdruck ist, der keine dritten Ableitungen und die zweiten 
Ableitungen nur linear enthilt. Weiter erhalt man aus (4b) die sechs 
Differentialgleichungen 


= 0 


dA 2 x! 


P,=75 = 455 +...=0, 
dC 4A # xf 
’,,.=7-a= ‘oa +... = 0, 
_da _. es ve 
= a = asp te: =% 
at aB aa! 
%=7 = bast: =% 
_40 6B. ## i 
R — ee +...=090, 
dB # xf 
3= ap = b op 4... = 0, 


Hier wurden die Punkte an Stelle von Ausdriicken gesetzt, die keine 
zweiten Ableitungen der gesuchten Funktionen 2 mehr enthalten. 

Bezeichnet man mit L,, bzw. M,;, bzw. N,, die zur i-ten Zeile und 
k-ten Kolonne gehérige algebraische Unterdeterminante von L bzw. M 
bzw. N, so ist 


(12b) Fe = PN, + PyNai + Py Nsi+QyMar +Q; Msi + Ry Loi + Ry Ls: 
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ersichtlich von der Gestalt 
(13) Fo =Naet+Maig+Laget..., 


wobei L,M,N keine Ableitungen zweiter Ordnung enthalten und die 
Punkte ebenfalls’ fiir Glieder ohne zweite Ableitungen stehen. Natiirlich 
gilt fiir jedes Lésungstripel z', z*,2* von (4a) bzw. (4b) auch 


(14) P=0, P=0 F=0. 


§ 4. 
Die Definition der charakteristischen Linien. 


Die charakteristische Gleichung des Systems (10) ist die dritte Potenz 
der Gleichung 
(15) N ve+M gage +L oj = 9; 
die drei Differentialgleichungen (10) besitzen also nur eine zweiparametrige 
Schar von charakteristischen Linien g(a,8) = const. 

Die Gleichung (15) wird als charakteristische Gleichung des Systems 
(4b) bzw. (4a) bezeichnet. Danach besitzt also auch das System (4a) nur 
eine zweiparametrige Schar von charakteristischen Linien  («,) = const. 

Wenn (fiir evn bestimmtes Lésungssystem von (4a)) 4LN — M*? <0 
ausfallt, so nennen wir das System (4a) (fiir dieses Lisungssystem) 
hyperbolisch; im Falle 4L N — M* > 0 elliptisch. 

Die Rechtfertigung fiir diese Bezeichnungsweise ergibt sich daraus, 
daB die so bezeichneten Begriffe dieselben Eigenschaften besitzen wie die 
entsprechenden Begriffe in den nicht ausgearteten Fallen *). 

Der Fall 4Z.N — M? = 0 wird ausgeschlossen, um eine Ausartung 
auch des abgeleiteten Systems zu vermeiden. Die damit erhobene 
Forderung 4LN — M* +0 enthilt von selbst die in §2 formulierte 


Voraussetzung, wonach der Rang von m = (sete) gleich 2 sein sollte. 
1 


Ware nimlich der Rang von m kleiner als 2, so mite L = N= M=0 
sein. 

Nach der eben gegebenen Definition heiBt eine Kurve @ (a, 8) = const 
fir ein Lésungssystem z‘ von (4a) dann charakteristisch, wenn 

N gi +M gave +L oj = 0 

gilt. Von Interesse ist folgender 

Satz: Wenn eine Kurve 9 (a,f) = const fiir ein Lésungssystem 7 
charakteristisch ist, dann ist sie es auch fiir jedes Lésungssystem 7‘, das 
mit 2 lings der Kurve o(«,8) = const iibereinstimmt. 


%) Insbesondere zeigen die so definierten Charakteristiken die ibliche Invarianz- 
eigenschaft. 
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Beweis: Schreibt man die Kurve »(a,8) = const in der Form 
a=a(s), 6 = B(s) 


mit s als Bogenlinge und deutet Differentiation nach s durch einen 
Punkt an, so wird nach (11) 





A, H 2H) 
(15a) Lat — Map + NB* =| a, a, @; | 
1b, by bg | 
mit 
ee ee ae ee 
Oxy 5 Ox, 8 dz. 


Da die linke Seite von (15a) bis auf einen Proportionalitatsfaktor mit 
der linken Seite von (15) iibereinstimmt und die a;, 6; nur von a, f, x‘ ab- 
hingen, ist nur zu zeigen, daB auch die H; eindeutig festgelegt sind, 
sobald die z* lings « = a(s), 8 = £(s) gegeben sind. Nun ist nach (12) 
und (12a) 


oF ES - =“) ie 
i 











= —~ 12 eee 
az, ax ax] ** 
oF a eas C oa er) sf nie be imei z2)# oa 
azi, a x* ax! y a «* dzxi}"* 
aF Cex ab, “va 
sa. ~Ga-aa)et- 


wobei die Punkte fiir Glieder stehen, die von «,f,z‘, aber nicht von 
2%, 23 oder héheren Ableitungen abhingen. Daraus folgt 
é 7] ab db, ; 
H, = (- 4) ata + (4 — t) itp 


a xt ax! ax aa! 


mit derselben Bedeutung der Punkte. Damit ist alles bewiesen. 


Beispiel. Das gelaufigste in unserem Sinne ausgeartete System 
der Form (4a) ist das bei der Infinitesimalverbiegung auftretende. Be- 
deutet & (a, 8) (¢ = 1, 2, 3) die Fliche, 2‘ (a, 8), (¢ = 1,2, 3) den Vektor 
der infinitesimalen Verbiegung, so lauten die Gleichungen der Infinitesimal- 
verbiegung 

dx! ax 0 x' 


a ' - os ee 
(4d) A — a FP — 0, B = b; = 0, C = b= aR 


7OB = 0, 


4 ef 
wobei at = oo 6, = 54 bekannte Funktionen von «,# sind. Nach (12) 


wird 


F = thabsp + tepbia — 2rep bop. 
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Nach (15) und (11) sind die Charakteristiken von (4d) durch 





he, 3s, Es gap, E22, Ep a | 3. 
é5, §3, és yp: ce 2 &, &. & Pa Pa + &, &3, & Riu =0 
eh, eh, gf l&) hp gh, eh éh | 


gegeben. Sie sind die Asymptotenlinien der Flache & («, A). 


§ 5. 
Der Zusammenhang des neuen Systems mit dem alten, 

Es erhebt sich die Frage: Sind die Lésungen des neuen Systems (14) 
auch Lésungen des urspriinglichen Systems (4b) und damit auch von (4a)? 
Dies ist im allgemeinen nicht zu bejahen. Fiir ein beliebiges Lésungs- 
tripel z',z*,z* von (14) muB nicht A = 0, B = 0, C = O sein. Wohl 
aber miissen die fiir ein solches Lésungstripel gebildeten Ausdriicke A, B,C 
den homogenen, partiellen Differentialgleichungen 


d?A dA dA 
@B a? B a B 
@C @C d*C 


geniigen, wobei die Punkte gewisse homogene Linearkombinationen in den 


oo FP 2 Pe oo y bedeuten und L,M,N die durch 
(11) definierten Determinanten sind. 

Zum Beweis von (16) multipliziert man die Gleichungen (12b) mit a; 
und summiert iiber ¢ von 1 bis 3; so erhalt man 


a,F‘ = NP, +MQ,+LR,, 


Ableitungen 


oder nach (12a) 


dA dA dC d By 
(17) NEtMGt+LG- 


az) = a; Fi, 

Ebenso aus (12) durch Multiplikation mit 6; und Summation iiber 1: 
Fi =NP,+MQ,+ LR,, 

d. h. nach (12a): 


(17) N( 72 


aC dA adB at 
Wenn nun z',z*,z* Lésungen des Systems F! = F? = F* = 0 sind, so 


entstehen aus den Identitaten (17) und (17a) Gleichungen mit verschwin- 














F. Rellich. 





726 


denden rechten Seiten. Differenziert man auBerdem (17) nach « und (17a) 
nach #, so ergibt sich 


PA PA aC @B 
(18) Naat ia +L — Fa) +--+ =, 
@C @A dB @B 


wobei die Punkte fiir einen linearen homogenen Ausdruck in den sechs 
dA dA dB dB dC dC ‘ , 

da’ dB’ da’ dp’ da’ ap stehen. Differenziert man 
(17) nach # und (17a) nach a und addiert die beiden entstandenen 
Gleichungen, so ergibt sich 


ersten Ableitungen 


@C 
iB +... = 0. 
Nach (12b) lat sich wegen F‘ = 0 auch F als homogene lineare Kombi- 
nation dieser sechs Ableitungen darstellen; man beachte, daB N,; = 0 
nicht fiir alle ¢ méglich ist. Das heiBt: es ist auch — siehe (12) — 
@C @A @B 
dadp dp da 
mit derselben Bedeutung der Punkte. Verwendet man diese Gleichung 
in (18), (19) und (20), so ergibt sich unmittelbar die Behauptung (16). 
Ob und wie man A= B=C= 0 aus (16) schlieBen kann, hingt 
ganz von dem Problem ab, das fiir (4a) gestellt war. Fiir das zu (4a) 
gehérige Cauchysche Anfangswertproblem ist das in § 6 genau ausgefiihrt. 
Es schemt mir aber besonders bemerkenswert, da8 auch im elliptischen 
Fall die Form, auf welche das urspriingliche System durch (10) reduziert 
wird, den iiblichen Methoden zuginglich ist. Das erkennt man z. B., 
wenn man sich die Frage nach dem analytischen Charakter der Lésungen 
von (4a) stellt — natiirlich jetzt unter den Voraussetzungen, daB die A* 
analytisch von ihren Argumenten abhingen und daB 41 N — M? > 0 ist. 


&C 2A @B 
(20) Nos+M(Tat+ga)t+2 


(21) 


§ 6. 
Das Cauchysche Anfangswertproblem. 
1. Die Bestimmung der ersten und héheren Ableitungen 
langs einer Anfangskurve. 
Denkt man sich lings einer Anfangskurve in der «, 8-Ebene « = «(s), 
B == B(s) mit der Bogenlinge s die Werte von z',2z*,z*® vorgeschrieben, 
so geniigen die drei Differentialgleichungen (4a) bzw. (4b) zusammen 
mit den drei Streifenrelationen 
aac + app = a 





natn ute toa Eee eee eee 











Ausgeartete Systeme partieller Differentialgleichungen. 727 


(Punkt bedeutet Differentiation nach der Bogenlinge s) nicht, um die 
sechs Ableitungen erster Ordnung 2%, ap langs der Anfangskurve fest- 
zulegen; das war ja gerade der Ausgangspunkt der ganzen Uberlegung. 
Es zeigt sich vielmehr, daB bereits die drei Funktionen 2‘(s) gar nicht 
willkiirlich vorgeschrieben werden diirfen, sondern daB sie der aus (4b) 
folgenden Gleichung 


(23) Aw+ BB+ Cap = (aja + bp) d+ ee? + ff'+gap = 0 
gehorchen miissen. Wir denken uns fiir das folgende die 2‘ so gewahlt, 


da8 lings der Anfangskurve (23) erfiillt ist. AuBerdem setzen wir 


a + 0, B + 0 voraus, was ndtigenfalls durch eine Koordinatentrans- 
formation erzielt werden kann. 


Zur Bestimmung der 24,23 reichen nun die sechs Gleichungen aus: 
—— ey i 
8, = a+ p+ Cap =0, A=0, B= 4, 
(24 ; 
roa + ah = a i = 1,2,3. 
Das Fehlen der Gleichung C = 0 bedeutet nur eine scheinbare Un- 
symmetrie: Wegen «f + 0 und (23) folgt aus A = B = 0 auch C = 0. 
Ferner kénnen die in S, vorkommenden zweiten Ableitungen der z‘ nach 
a,8 eliminiert werden. Da namlich lings der Anfangskurve 


dA. dA; qa@B. dB; dC. , dc; 
da *+ a8 4 qa * +358 = qa *t+ a8 = 
ist, ergibt sich dort 


T, = ee id ‘+ (5 -a2)" —y © 
Nach (12a,), (12a,), (12a,) treten in T, die zweiten Ableitungen nur in 
der Kombination 

(25) teat? + 22,90 B+ apph = z — aici — a8 

auf. Substituiert man (25) im Ausdruck 7,, so enthilt dieser keine 


Ableitungen zweiter Ordnung nach «,8. SchlieBlich ersetzen wir in dem 
so erhaltenen Ausdruck und in den Gleichungen A = 0, B = 0 noch 


ay durch — $a + ; und erhalten drei Gleichungen 
(24a) T,=0, A=0, B=0 


fir die drei Unbekannten z{. Wenn 2), aus (24a) eindeutig errechenbar 
sind, dann gilt dasselbe fir 2{, 24 beziiglich (24). 
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Denkt man sich fiir den Augenblick die ersten Ableitungen nach 
(24a) bzw. (24) bestimmt, so ergeben sich die neun zweiten Ableitungen 
aus den Gleichungen 


@A. 2B aC .; dA dB 
i. Gt eae OF” <be coe - — == —_— = —_ = 
(26) 2 aa dx? p aa 6 7 dx 0, da ’ 
Taat + La3B —_ Fen Se a " ey = rs v = 1, 2, 3, 
die wir wieder auf drei Gleichungen fiir 2, (i = 1, 2, 3) reduzieren: 
Langs der Anfangskurve ist 
dA dB 
27a 7% 
also nach (24) auch 
40 
da ’ 
d. h. auch 
aA. @A ; @eB. @B ; @C. aC 
tat *+ geap! = ga *+ qeaph = ca *t+ aap h =% 
woraus 
cf ey ae @C dB\p, _ 
(27) T,= 7a" +3 775 %b + (sa - Ta)? a, 


folgt. Daran sieht man wie oben, daB in 7, vermége 

Scat’ + 2 tap &B + ai ep Bt = iy — Tea & — Toph 
die dritten Ableitungen eliminiert werden kénnen. AuBSerdem denken wir 
uns wieder in 7, = 0 und a = 0, “= = 0 alle zweiten und ersten 


Ableitungen durch zi, und 2 ausgedriickt und erhalten so fiir zig drei 
Gleichungen 

zm dA adB 
(26 a) I, = 0, I =% qa =? 
Danach ist klar, wie man auch alle héheren Ableitungen sukzessiv be- 
rechnen kann. 

Behauptung: Die eben geschilderte Berechnung der ersten (bzw. 
der héheren) Ableitungen ist immer dann eindeutig méglich, wenn die 
Anfangskurve « = a(s), 6 = B(s) in dem in §4 festgelegten Sinne 
nichtcharakteristisch ist, d.h. nach (15), wenn lings der Anfangskurve 
(28) Nf —Map+Le +0 
ist. 

Beweis: Zunachst ist ersichtlich die Funktionaldeterminante 
dA dB 
a(t, 2, B) _ °(7 Ga Za) 


a (xa, x, ze) rE a (zea, Zea, tea) j 


(29) 








nit fs 2. ee 
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Die rechte Seite von (29) stimmt aber mit der linken Seite von (28) 
iiberein. Nach (27) folgt nimlich 
aA a@B aC 
8, = (a+ Ta ican) 

also mit der Bezeichnung (12): S, = — f*F. 

fs ist also lings der Anfangskurve das System (26a) aquivalent mit 
dem System F' = 0, F? = 0, F* = 0, wenn man nur in diesem alle 
zweiten Ableitungen durch die at, ersetzt. Die linke Seite von (28) ist 
aber bekanntlich bis auf nichtverschwindende Faktoren nichts weiter als 
als die Funktionaldeterminante nach den z4,, stimmt daher im wesent- 
lichen mit der rechten Seite von (29) iiberein. 

AuBerdem ist (26a) in 2. linear. Desgleichen (24a) in 24; denn 
nach (4b) sind die in 24,23 quadratischen Glieder von — S, gegeben 
durch 


aa, ab 
e ai aiot+2 nt af abe + * a a ai pe 4 = ah th — zt te HB 
sie fallen weg, sobald man ah = — rik + et setzt. 


Damit ist die obige Behauptung vollstindig bewiesen. Es ist sogar 
mehr gezeigt: Die Berechnung der zweiten (und héheren) Ableitungen 
nach (26a) liefert dasselbe Resultat, wie die Berechnung nach dem 
System (14). 


2. Das Cauchysche Anfangswertproblem. 

Aus dem Gesagten ergibt sich unmittelbar, daB das Cauchysche 
Anfangswertproblem fiir das urspriingliche Problem zuriickgefiihrt ist auf 
das entsprechende Problem fiir ein nicht ausgeartetes System. Es gilt der 

Satz: Gibt man langs einer Anfangskurve a = a(s), B = f(s) in 
der a, B-Ebene die Werte der Funktionen x‘ so vor, daB lings der Anfangs- 
kurve 

Ac + BR + Cap = ace + b,48 +e 4+ /*+-gap = 0 
gilt, und ist die Anfangskurve mit diesen Vorgaben nicht charakteristisch, 
so gibt es in einer Umgebung der Anfangskurve eine und nur eine Lésung 
des Systems (4a). Das Abhdngigkeitsgebiet der Lésung wird durch die im § 4 
angegebenen Charakteristiken geliefert. 

Zum Beweis dieses Satzes liegt alles vor. Man berechne zuerst die 
ersten und zweiten Ableitungen der 2‘ lings der Anfangskurve in der 


oben beschriebenen Weise, so daB die Gleichungen (24) und (26) und 
Mathematische Annalen. 109. 48 
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damit zugleich die Gleichungen (14) lings der Anfangskurve erfiillt sind. 
Mit diesen Anfangswerten lése man das Cauchysche Anfangswertproblem 
zu dem System (14). Bei analytischer Differentialgleichung und analytischen 
Anfangswerten ist das nach Cauchy-Kowalewski sowohl bei 4 L N — M*? <0 
als auch bei 4 N — M*? > 0 méglich. Im nichtanalytischen Fall setzen 
wir 4L.N — M*< 0 voraus. Dann existiert**) eindeutig eine Lésung in 
der Nachbarschaft der Anfangskurve und das Abhingigkeitsgebiet wird 
von den durch (15) definierten Charakteristiken bestimmt. Dieses so 
bestimmte Lésungstripel geniigt auch den Ausgangsgleichungen 


A=0, B=0, C242. 
Denn da lings der Anfangskurve wegen (24), (26) 


dA dB dC dA dB d 


2 
ist, so gilt wegen §5 (insbesondere 8.725) A = 0, B= 0, C = 0 in 
einer ganzen Umgebung der Anfangskurve. 


>» 


Il. Der allgemeine Fall. 


§ 7. 
Zuriickfiihrung auf ein nicht ausgeartetes System. 
In diesem Abschnitt wird der allgemeine Fall eines Systems 





(30) At = A‘ (zi, Z}, 23,2}, Za, 23, z', z*, 2°, a, 8) = 0 += 1,23 
zugrunde gelegt, bei dem die dreireihige Determinante 

aA*. , aA* 

onl t oni” 














fiir jeden Wert von £: verschwindet (siehe § 1, 2). 
Nach § 1,3 existieren neun GréBen 4,, um, »% (kK = 1, 2,3), mit 
denen die Gleichungen (7) gelten, wenn man dort 





10) Meines Wissens liegt allerdings ein Existenzbeweis, wie er hier bendtigt 
wird, im nichtanalytischen Fall auch fir ein System der Form (14) nicht explizit 
vor. Indessen laBt sich etwa die Methode von Hans Lewy [Uber das Anfangswert- 
problem bei einer hyperbolischen nichtlinearen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordaung mit zwei unabhingigen Veranderlichen, Math. Annalen 98 (1927), 8. 179—191] 
zur Integration hyperbolischer Differentialgleichungen mihelos auf Systeme der 
Form (14) tbertragen. 
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setzt; die A,, x, % hiamgen ab von den Argumenten 2,, x}, 2, a, B. Der 
Rang der mit diesen A,, 4,, % gebildeten Matrix") 


aA* aA* aA* 


_ [ast oad aad 
aA* 4 aA* aa* 


Ar ax} ? k aa} ? ke Ox}, 
wird gleich 2 vorausgesetzt. Aus (7) folgt, daB die linke Seite von ") 
a A* a? A* a A* 
(31) F=Aqa tMeqcapt ae = ° 
ein Differentialausdruck ist, der keine dritten Ableitungen von z‘ und 
die zweiten Ableitungen von 2‘ quadratisch enthilt. Weiter erhilt man 
nach (7) die sechs Gleichungen 


k 2 ~t 
P, dA 2x 


= or ry Sasa eee = 0, 
a A* a A* a x! 
f.a~- wis ~ Sete t-- ss 
ie dA* ss @ zx! 
- a, = "Ip =*7c5pT °°: = 0, 
(32) ¥ a A* b 8? a! 
g, = az = ‘Jaoptc: =% 
ad A* adA* x! 
Ry = — Fo a Ge = UGH +... = GO, 
ad A* @ at 
R, = Te = Spe +...=0, 
wobei 
aA aA* 
a tat Aca” 


gesetzt wurde und die Punkte fiir Glieder stehen, die keine zweiten Ab- 
leitungen der z‘ enthalten. 

Mit Hilfe der sieben Gleichungen (32) und (31) werden drei Glei- 
chungen F' = 0, F? = 0, F® = 0 abgeleitet, von denen jede die zweiten 
Ableitungen jeweils nur von einer der drei gesuchten Funktionen enthiilt. 

Dazu benétigt man, da8 in dem betrachteten Gebiet alle drei Aus- 
driicke a,b, — a,b,, a,b, — a,b, a,6,—@,6, von Null verschieden sind. 
Die obige Voraussetzung, der Rang von 


_ (4% as, 
m=( 5 5) 


1) Uber doppelt auftretende lateinische Indizes, wie hier tiber k, ist von 1 
bis 3 zu summieren. 





48* 
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sei 2, besagt allerdings nur, da® die drei aufgezihlten Determinanten 
nirgends gleichzeitig verschwinden kénnen. Geht man aber in (30) von 
den gesuchten Funktionen z zu den neuen gesuchten Funktionen 7 mit 
a = yi, x iiber, wo ((y,4)) etwa eine orthogonale Matrix mit konstanten 
Koeffizienten bedeutet, so kann man offenbar diese Matrix so bestimmen, 
da8 in einem Punkt und damit in einer ganzen Umgebung dieses Punktes 
alle drei zi den neuen Differentialgleichungen A‘ = A‘ (y,, 72, ..., 8) = 0 
gebildeten GréBen @,6,—a,b,, a,b, —4@,b,, @,6,—@,b, von Null ver- 
schieden sind. Das folgt so: in den Gleichungen (7), gebildet fiir die 
neuen Differentialgleichungen A‘ = 0, kénnen den A,, fy, >, ihre alten 
Werte A,, 4, % gegeben werden, da z. B. 


k k 
Ady =A Mide = Ay eM = 0 





ist. Demnach 

a; = A’ % = AY b = bv, 
woraus die Méglichkeit ersichtlich ist, die y,, geeignet zu wahlen. Fiir 
alles Folgende sind die ungestrichenen GréBen z‘ beibehalten, d. h. es wird 
von vornherein 
(33) 4, = a,6,—a,b,+0, A, = a,b, —a,b, + 0, 

A, = a,b, —a,6, +0 

fiir einen bestimmten Bereich angenommen. 

Wegen (33) lassen sich aus den sechs Gleichungen (32) die sechs 
Ableitungen 22,, 223, U3, Tae, Zap, Tip linear durch 2c, Zag, Zjg aus- 
driicken. Setzt man dies in den Ausdruck 4,-F ein, so erhilt man 
einen Differentialausdruck zweiter Ordnung F', der an zweiten Ab- 
leitungen nur Zi, 22s, 233 enthalt und diese nur quadratisch und linear. 
Analog erhalt man F* bzw. F*, indem man in A, - F bzw. in 4,-F mit Hilfe 
von (32) die zweiten Ableitungen alle durch z2,, 22g, 233 bzw. Tie, Lap, Tha 
ausdriickt. So ergibt sich: 

(34) P=0, P=0, P=0 


Damit ist gezeigt, daB jedes Lésungssystem der Ausgangsglei- 
chungen (30) drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit besonders 
einfachem Bau geniigt: sie enthalten die zweiten Ableitungen nur qua- 
dratisch und linear und auBerdem enthalt jede Gleichung zweite Ab- 
leitungen nur von eimer der gesuchten Funktionen. Damit ist das ur- 
spriingliche System (30) auf ein neues reduziert, das die in der Theorie 
der nicht ausgearteten Differentialgleichungssysteme iiblichen Methoden 
unmittelbar anzuwenden gestattet. 
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§ 8. 
Der Monge-Ampéresche Charakter des neuen Systems. 
Behauptung: F* ist linear in den vier GréBen 
Za tap — (tap) ), Zan Zap, Bp 
mit Koeffizienten, die nur von 2, Zp, x, a, B abhangen. 
Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei i = 1. F" ent- 


steht, indem man in 4,-F (zur Bezeichnung siehe 8, 732) die zweiten 
Ableitungen nach (32), d.h. in der Form 


4 A A; 
i i i i rf 
(35) tae = G teat ++ Tap = G tap t -- tap = ZG tet... 


durch Zu, Zag, Zee ausdriickt; dabei sind die Bezeichnungen (33) 
verwandt und es stehen die Punkte fiir Glieder, die keine zweiten 
Ableitungen mehr enthalten. Setzt man (35) in die Ausdriicke 
P,, P;, Q,,,, Ry, R, (siehe (32)) ein, so kommt natiirlich Null heraus; 


k k 
also auch » ~ = 0 (wegen P, = 0), ebenso 4, = 0 (wegen 


k 
Q; = 0) und a = 0 (wegen Q, — P,; = 0). Da die Determinante 
k 
(Ax; Hx: ¥) nicht verschwindet, folgt daraus, daB ‘4 verschwindet, wenn 


ad At 


man in diesem Ausdruck (35) einsetzt; dasselbe folgt fiir ap 


Also gilt nach Einsetzung von (35) 


a? A* a? A* d? A* d d A* d ad A* aA* 
aaa tap + ap = Lah) + F(a B+ Gp): 


Also kann F' auch dadurch gewonnen werden, da8 man (35) in 4,-F’ mit 


Pm 5 (Ge) + ag(mGe + Gp) 


einsetzt. Es ist also alles bewiesen, wenn von F’ nach Einsetzung 
von (35) der oben prizisierte Monge-Ampéresche Charakter nachgewiesen 
wird. Nach (32) ist 


0b; ab, . 
= azt (xk, ap ox 2a p Zee) + aah (wep tap _— tps Lea) 
also nach (33) 
0b 


12) In diesem Ausdruck ist ausnahmsweise nicht iber i zu summieren. 
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wo die Punkte fiir Glieder stehen, die in den zweiten Ableitungen von z 
linear sind. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
§ 9: 
Die charakteristischen Kurven, 


Die Gleichung fiir die charakteristischen Kurven (a, 8) = const 
des Systems F' = 0, F? = 0, F® = 0 ist = durch 


(37) Gz 


i=1 





oe +o zt) = 0, 


wonach man eine 2 toe Schar von "desiinilitiiten Kurven 
zu erwarten hat. Wir beweisen ge ? fie S sarecepatiogy von 


F'=0, FP = 0, F* = 0, die zugleich “4 == 0, GF = 0 erfiillen (also 


a fortiori fiir alle Lésungen des iii Systems (30)) gibt es nur 
eine zweiparametrige Schar von Charakteristiken. Fiir solche Lésungen 
zeigt sich (mit Benutzung der Abkiirzungen L, M, N) 

oF} 0F? 0 F® 








dai, das. Oda3, N, 
a or. oP oF yy 
(38) dai, Oui, O28, 
a FL 


Oz, 0 x} 0 x3 
P M pe p B 
Es ist namlich 
ari OF 4,, OF A; 
4 » (Far = Ay 


— da3. 4, ' O23, A)’ 








(zur Bezeichnung siehe (33)), und weiter 





oF? oF A, aF As 
dz}, = 4, (wer + oar. +5a-3) 
on OF . OF A, OF A; 
az3, »(Sas- + dar 4; | O23, 2): 


In der Tat sind also diese drei Ausdriicke gleich und zwar 


aF aF aF | 
O2,,° 023.’ oz, | 


(39,) i= | a, a, a, 
b, b, b, 
Genau ebenso findet man 





OF oF OF | oF OF oF 
7 al,’ O23,’ da8,| dzj,’ Of,’ Oz, 
(39,) was,” a, a, |’ L= a, a, a, 


b b, b, | 

















Ausgeartete Systeme partieller Differentialgleichungen. 735 


Damit ist gezeigt, daB jede charakteristische Kurve g (a,8) = const des 
Systems F' = 0, F? = 0, F* = 0 fiir solche Lésungen, die auch den 
Gleichungen (32), also um so mehr dem urspriinglichen System (30) geniigen, 
enthalten ist in der zweiparametrigen Lésungsschar der charakteristischen 
Gleichung 

(37 a) N gi + Moa +L op = 0. 

Diese zweiparametrige Schar nennen wir die Charakteristiken des Systems 
A'=0, 4*= 0, 4° = 0, 

Genau wie im linearen Fall, auch mit derselben Begriindung, nennen 
wir dieses System (fiir ein bestimmtes Lésungssystem 2‘) hyperbolisch, 
wenn 4 N — M*? <0 ist und elliptisch, wenn 4L.N — M* > 0 ist. Der 
Fall 4L.N — M* = 0 wird wieder ausgeschlossen und dadurch erreicht, 
dafs der Rang der Matrix 

a a, a, as 
m=() 3 3) 
gleich 2 wird. 


§ 10. 


Der Zusammenhang des neuen Systems mit dem alten. 

Jedes Lésungstripel z', 2’, 2° des urspriinglichen Systems A* = 0, 
A* = 0, A’ = 0 geniigt dem neuen System F' = 0, F? = 0, F* = 0, 
wihrend das Umgekehrte im allgemeinen nicht richtig ist. Es laBt sich 
jedoch zeigen: Die Ausdriicke A', A*, A® geniigen, wenn man sie fiir ein 
Lésungssystem von F* = 0, F? = 0, F* = 0 bildet, gewissen Differential- 
gleichungen, die jedenfalls fiir A’ = A? = A* = 0 erfiillt sind. 

Um den Nachweis hierfiir analog zu §5 fiihren zu kénnen, lineari- 
sieren wir alle vorkommenden Differentialgleichungen durch eine Diffe- 
rentiation, die durch einen Punkt angedeutet werden mége, nach irgend- 
einer festen Richtung in der a, B-Ebene. Die (16) entsprechenden 
Gleichungen lauten dann 


aA 


jk d2 A* 
ws +MTt+LSR t+... =0 k = 1,2,3, 


da* 


wobei die Punkte fiir einen (quadratischen) Ausdruck in den 


(40) N 


dA* dA* dA* dA* @At @A* at 
da’ dp’ da’ OB’ da’ dadp’ dp 
stehen, der verschwindet, sobald A, = A, = A, = 0 ist. 


Die Herleitung von (40) erfolgt dann ahnlich wie im linearen Fall; 
aus diesem Grunde unterbleibt hier die nahere Ausfiihrung. 
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§ 11. 


Das Cauchysche Anfangswertproblem. 


1. Die Bestimmung der ersten und héheren Ableitungen 
lings einer Anfangskurve. 


Ebenso wie im linearen Fall stehen lings einer Anfangskurve 
























a = a(s), 8B = B(s) (von der wieder = + 0 und f + 0 vorausgesetzt 
sei) zur Bestimmung von 2‘, z', z; die Gleichungen zur Verfiigung: 


(45) Ai =0 
$= 1,2,3 
(46) alatalp = if 
‘ _ k 
(47) 8, =(n6*— mapt+ap) tA =o 


(Punkt bedeutet Differentiation nach der Bogenlange s). Dabei ist lings 
é . 
der Anfangskurve “<“ a+ a B = 0, also 


aA* . dA* . ; dA* a A*\ . 
(47*) S,= — ton abt (aA + mA) B, 
so daB nach (32,), (32,), (32,) die zweiten Ableitungen der 2‘ durch 
zie + QaigaB ae = ¢'—zia— «3B 
eliminiert werden kénnen. So ergibt sich eine Gleichung 
(47 a) T , = 0, 
die keine zweiten Ableitungen nach a, 8 mehr enthilt. 

Langs der Anfangskurve waren demnach bei vorgegebenem 2‘ zur 
Bestimmung der neun GréBen z‘, 2‘, x die sieben Gleichungen (45), (46), 
(47a) vorhanden. Es diirfen also im eliguncinen bereits die x‘ lings der 
Anfangskurve nicht mehr willkiirlich vorgegeben werden. 

Denkt man sich neun Funktionen z‘, z:, 23 von s vorgelegt, die den 
Gleichungen (45), (46), (47a) geniigen, so bestimmen sich die neun weiteren 
Ableitungen 2:2, t2s,-29, (falls « = a(s), 6 = (8) nichtcharakteristisch 
ist) eindeutig aus den neun Gleichungen 


- sa, a2. A* 

(48) 8, = (% a — map + Af’) > = 0, 
dA} dA? 

(49) oo 


(50) Leat+ Lap fh = te, Lape+ apph = ap i= 1,2,3. 
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=— 


Dazu ist folgendes zu sagen: 
1. Die dritten Ableitungen, die in S, vorkommen, eliminiere man 
nach der Formel 


nae a + 2 reap &B + ai pe B om ite = Die Oi = asp B. 
2. Da », a? — py, ab + A, BP = 0 nicht fiir k = 1, 2,3 gelten kann, 
wurde ohne Beschrinkung der Allgemeinheit », a — u, af + 4, f* + 0 
angenommen, so daB aus (47) und (48) auch 


(49a) d4* _ 9 


da 
folgt. 

3. Die Gleichungen (49), (50) sind in den Unbekannten linear, hin- 
gegen (48) quadratisch. 

4. Die Gleichungen (48), (49), (50) sind lings der Anfangskurve 
aquivalent mit den Gleichungen (34) und (50). Es ist niamlich lings der 
Anfangskurve , : : 

8, = (4,24 + Me grag t mn oA) 
also ist wegen 6 + 0 mit der Bezeichnung (31) die Gleichung S, = 0 
gleichbedeutend mit F = 0. Da aus (49) und (49a) die Gleichungen (32) 
folgen (und umgekehrt), so ist damit die Aquivalenz von (48), (49), (50) 
mit (34), (50) langs der Anfangskurve nachgewiesen. 

5. Die Funktionaldeterminante der Gleichungen (48), (49), (50) nach 
den neun zweiten Ableitungen verschwindet nicht, wenn die Anfangs- 
kurve nichtcharakteristisch ist, d.h. wenn mit den Bezeichnungen (39) 
(51) NB -—MapiLe +0 
ist; dies folgt daraus, daB die Funktionaldeterminante von (34), (50) mit 
der linken Seite von (51) bis auf nicht verschwindende Faktoren iiberein- 
stimmt. 

6. Obwohl das Gleichungssystem (48), (49), (50) bzw. das fqui- 
valente (34), (50) in den Unbekannten nicht linear ist, lassen diese sich 
eindeutig berechnen; das folgt aus dem in § 6 bewiesenen Monge-Ampére- 
schen Charakter der Gleichungen (34). 

Nachdem so die zweiten Ableitungen bestimmt sind, ist klar, wie 
sich die dritten und hédheren Ableitungen (eindeutig) berechnen lassen. 

Die Funktionaldeterminante der sechs Gleichungen (47), (46) und 
A' = 0, A* = 0 nach den sechs GréBen zi, z{ stimmt offenbar bis auf 
einen nicht verschwindenden Faktor mit der von (48), (49), (50) nach 
zi iiberein, ist also (im nichtcharakteristischen Fall) von 


at, af 
aa’ “ap? B ‘. 
Null vanidaien. Man kann sich z, ws als Funktionen von 2‘, z be- 
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rechnen, in die Gleichung A* = 0 einsetzen und erhilt so eine Beziehung 
der Form 
f (z*, a#, s) = 0, 


die der Gleichung (23) im linearen Fall entspricht. 


2. Das Cauchysche Anfangswertproblem. 


Nach der vorangegangenen Nummer ist klar, wie man das Cauchy- 
sche Anfangswertproblem fiir das System A’ = 0, A? = 0, A* = 0 au be- 
handeln hat. Man denke sich lings der Anfangskurve « = a(s), 8 = B(s) 
neun Funktionen so vorgegeben, daf die Gleichungen (45), (46), (47) 
erfiillt sind und berechne daraus nach (48), (49), (50) eindeutig z,.., Laps Tap: 
Das ist immer méglich, falls 


Nf —Map+ Le +0 
ist. Nach dem oben Bemerkten darf man im Falle 4LN—M?*? +0 
voraussetzen, da8 lings « = a(s), 8 = f(s) die Ungleichungen (33) gelten. 


Die lings der Anfangskurve festgelegten Werte von 2‘, z., rs; ” Fe Taps Zap 
geniigen daher auch den Gleichungen 


(34) P=0 P=0, P=0. 


Wenn die Anfangswerte und die Ausdriicke A', A®, A* analytische 
Funktionen ihrer Argumente sind, so kann man auf (34) die iiblichen 
Existenzsiitze anwenden. Im nichtanalytischen Falle mu8 4 LN — M’?<0 
vorausgesetzt werden. Dann ergibt sich die Existenz eines Lésungssystems 
von (34) in einer gewissen von den Charakteristiken begrenzten Umgebung 
der Anfangskurve "*). 

Da8 in derselben Umgebung die so gewonnene Lésung von F‘ = 0 
auch eine Lésung von A' = A? = A*® = 0 ist, folgt so: Langs der Anfangs- 
kurve gelten die Gleichungen 

Ai ati _ GA! _@A!_ OAT _ PA _ Qn, 5 = 1,23 
da dp da? dadp dB 

Daraus ergibt sich aber wegen (40) A‘ = 0 in einer Umgebung der 
Anfangskurve, die von Charakteristiken begrenzt ist. Man beachte, daB (40) 
ein Gleichungssystem dritter Ordnung ist, dessen dritte charakteristische 
Richtung durch die mit einem Punkt bezeichnete Richtung gegeben ist. 
Diese dritte Richtung war seinerzeit vdllig willkiirlich wahlbar. Man 
kann also in einer geniigend kleinen Umgebung der Anfangskurve voraus- 


18) Man beachte jedoch Anm. *). 





Das dort Gesagte gilt auch hier. 
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oo) 





setzen, daB die beiden durch (37 a) gelieferten Charakteristiken die iuBeren™) 
sind, wahrend diese dritte Charakteristik zwischen diesen veiden duBeren 
verlauft. Man ist dadurch sicher, daB das Gebiet, wo At = A? = A® = 0 
gefolgert werden kann, nicht kleiner ist als das oben genannte Existenz- 
gebiet der Lésungen von (34). 


§ 12, 


Uber die Bestimmung aller Realisationen 
eines zweidimensionalen Linienelementes in einem vorgelegten 
dreidimensionalen Riemannschen Raum. 
Es sei 
ds* = eda’? + 2fdadB +gdf* 
das Linienelement, das in den Riemannschen Raum V, mit der MaB- 
bestimmung 
dS? = Gy,dadz 
eingebettet werden soll. Von den G,, setzen wir zweimalige stetige Diffe- 
renzierbarkeit nach ihren Argumenten z', z*, z* voraus, desgleichen von 
e, /, g nach den Argumenten a, 6. Die im Titel genannte Aufgabe fallt 
offenbar mit dem Cauchyschen Anfangswertproblem fiir das Differential- 
gleichungsproblem 
A =Gyra—e =0, 
(56) AA = Gy as ah —g=0, 
A= Gin Te 15 — jf =0 
zusammen; es zeigt die oben behandelte Ausartung. 


Bei diesem speziellen Beispiel sehen die allgemeinen Uberlegungen 
von §7 bis §11 so aus: Fiir A,, m,, » kann man wihlen 
A, = 0, A, = 4, A, = 0; 
#4 =0, w4=90, 4 =-1; 
y=}, %4%=90, »*,=090, 
so da8 die Matrix 


mn — (i *, Gee *. Gs *) 
Gir tA, Gay ws, Gsp Xp 


dann den Rang 2 hat, wenn eg — /* und die Determinante ||G,,|| nicht 
Null ist. 

14) Zum Begriff der auBeren Charakteristik vgl. K. Friedrichs und H. Lewy, 
Das Anfangswertproblem einer beliebigen hyperbolischen Differentialgleichung be- 
liebiger Ordnung in zwei Variablen. Existenz, Eindeutigkeit und Abhangigkeite- 
gebiet, Math. Annalen 99 (1928). 
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Den Gleichungen (32) entsprechen die sechs Gleichungen 





1 dAt 1d4_9 449 _144'_ 4 
La Se ae 
dA* 1 4A} 1 dA? 1 dA? 
Ste" * ta -* 3 ap ° 
Der Gleichung (31) entspricht 
(57) ng lt OS OS 1 Pd 


2 da? dadp ' 2 dp- 
Driickt man mit Hilfe der ersten Gleichungen alle zweiten Abieitungen von 
(57) durch 220, Zag, tig baw. Dre, T2g, Tig bzw. Tia, Leg, Zig aus, so erhiilt 
man der Reihe nach 
F' =0, F* = 0, F* = 0. 
Als charakteristische Gleichung ergibt sich nach (37a), (39) und (57) 
N gi +M g.93+Lo} = 0, 


wobei, wie man leicht nachrechnet, die L, M, N gerade die Komponenten 
des zweiten Fundamentaltensors sind; d.h. die Charakteristiken sind die 
Asymptotenlinien der Flache. 

Was die Bestimmung der ersten (und héheren) Ableitungen von zg, y,z 
lings einer Anfangskurve « = a(s), 8 = 6(s) betrifft, so lautet die Be- 
ziehung, der z, y, z geniigen miissen, hier 

Gi, tt at = ea + 2fap + gh, 
wie unmittelbar aus (56) folgt. Zur Berechnung der sechs ersten Ab- 
leitungen ziehen wir auBer den Streifenrelationen 


a = 240+ a8 (¢ = 1, 2, 3) 
die drei Gleichungen 
(8) A'=0 A*=0, 8, => SO 4 apy tA po 
heran. Ersetzt man S, = 0 durch die lings der Anfangskurve Aqui- 
valente Gleichung (vgl. 47*)) 


= Fite abs EE no 

so ergibt sich 

(59) — 8, = G6; 22 (2 + Tia a — oh, (e' + yim tr tn)] = 9, 

wo I}, bzw. vim die Christoffelschen Symbole zweiter Art sind, die zu 
dS =Gy,dredx 


bzw. zu 


ds* =eda}? + 2fda,da, + gdaj (a, =a, a, = f) 
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gehéren. Diese Gleichung hat eine einfache geometrische Bedeutung: 
Projiziert man die beiden Seiten der Vektorgleichung ,,Absolute Kriimmung 
der Kurve z‘(s) gleich erzwungener Kriimmung + relativer Kriimmung“ **) 
auf die durch zi, gegebene Richtungen, so entsteht gerade (59). Nun 
ersetzen wir in den drei Gleichungen (59), A‘ = 0 und A* — A' = 0 die 


a ‘ 
GréBen 2; durch 5 7 a. Dann erhalten wir drei Gleichungen fiir die 


drei GréBen z,, von denen die aus (59) und A*— A' = 0 entstandenen 
linear in den Unbekannten 2, sind, waihrend A'=0 darin quadratisch 
ist. Uber den allgemeinen Fall hinaus la8t sich jetzt sogar sagen: Diese 
drei so entstandenen Gleichungen lassen immer zwei und nur zwei reelle 
Lésungen zu, wenn der Betrag der absoluten Kriimmung der Kurve 2*(s) 
gréBer ist, als der Betrag der relativen Kriimmung. 

Damit sind alle oben allgemein entwickelten Begriffe an diesem 
speziellen Beispiel erlautert. Die Lésung des zu (50) gehérigen Cauchy- 
schen Anfangswertproblems und damit der in der Einleitung genannte 
Satz ergibt sich wie im allgemeinen Fall. 


IIl. Abschnitt. 


§ 13. 


Verallgemeinerung auf ein System von n Differentialgleichungen, 
Im folgenden wird der allgemeine Fall von »>3 Differential- 
gleichungen mit n gesuchten Funktionen z‘(a, 8) von a, 8 (i = 1,2,...,n) 
‘ax ax! 
(62) At (32, 55, 2, a, p) = 0 Ys oe 


kurz skizziert. Das identische Verschwinden der in der iiblichen Weise 
gebildeten charakteristischen Determinante besagt 


\| 45, Pe + AG, Pal] = 0 


ax! ax! k a A* k aa* 
(n= w= ap’ An = Gp, 4u = Gq) 


: 
fiir alle Verhaltnisse py, : gs und alle Werte der Argumente , 5 , wa, B. 
Daraus ergibt sich die Existenz von n* Gréfen ai (i, k = 1,2,..., n), die 
nicht gleichzeitig verschwinden und fiir die 


(63) At Ap, = 0, AgAG, = 0, A Ab, + a** A), = 0; » = 1,2,...,0—1 


15) Siehe etwa L. P. Kisenhart, ,,Riemannian Geometry“, 8. 151, Formel (44. 1). 
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ist. Setzt man den Rang der Matrix 


gleich n—2 voraus, so ist die Determinante |A{| von Null verschieden. 
Um von (62) auf ein linea eg System zu kommen, bilde man 
da"™—* t a at. +h a 
Auf Grund von (63) enthalt F nur Ableitungen (nm — 1)-ter Ordnung. 


Wegen » > 3 kommen die (m — 1)-ten Ableitungen in F linear vor. 
Den Gleichungen (32) von friiher entsprechen hier die Gleichungen 


$= 1,2,...,8 


oy 2 


(64) F=42} = 0. 











n a*—* 4* a—1 d™ —2 4* 
Ay qatat—agpre te de®*-1-—*-# apres oe 
—2 4k 
(65) a—» _ €"s 
ier ery 
1 yf 
a = tH oees 


Pt @y"—)- i —* ape 


die man mit Hilfe von (63) gewinnt. Bei festem mw sind das n—1 
Gleichungen, da v = 0,1, 2,...,m—2. Wegen uw = 0,1,..., — 1 erhalt 
man im ganzen n(n — 1) Gleichungen, die in den n* Ableitungen (n — 1)- 
ma—i 
ter Ordnung —" 5 x =x linear sind. Die Punkte auf der rechten Seite 
a 

von (65) stehen fiir Glieder, die keine (m — 1)-ten Ableitungen mehr ent- 
halten. Man kann also durch lineare Kombination aus (64) und (65) 
n Gleichungen F‘ = 0 erhalten, deren jede die (nm — 1)-ten Ableitungen 
nur von emer der gesuchten Funktionen 2 enthalt. Wie man aus (65) 
und (64) sieht, haben die Gleichungen F* = 0 die Form 


n—1 


1, 
(66) P= SL yantargp te =0 x oe 


v=0 


Dabei bedeuten die Punkte Glieder ohne (n — 1)-te Ableitungen, die im 

allgemeinen von ¢ abhingen. Die L, hangen nicht vom Index i ab; sie 

enthalten gleichfalls keine Ableitungen (n — 1)-ter Ordnung. Es ist 
Fac, Fat ---» Far 


ve Se, S24... --.. &4 
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Damit ist das System (62) auf das nichtausgeartete System (65) 
reduziert. Als charakteristische Gleichung von (62) werden wir demnach 
die Gleichung 


n—1 
= Lig: * "os =0 


v=0 


ansehen. 


§ 14. 
Verallgemeinerung auf mehr als zwei unabhingige Verinderliche. 
Vorgelegt sei das System 


a x* 6 x* ax 
(67) At = a1 Gt Oat --- + Om Zt h = 0 
(¢ = 1, 2,3; iiber & von 1 bis 3 summieren)), 


in dem die gesuchten Funktionen 2’, z*, z* von «,, a, ...; %m abhiangen. 
Die 5, sind Funktionen von 2’, 2’, 2°,a,,..., am, Wahrend die G1» 
Go, -- +> @,m Konstante sein sollen. AuBerdem sei die in der iiblichen 
Weise gebildete charakteristische Determinante identisch Null, d.h. es 
verschwinde die dreireihige Determinante 


A= \| a, Pa, + Gk, 2 Pa, ++: + i, m Pay || 


fiir jeden Wert von qe,, Qa,,--+; Ya,,- Fiihrt man die Operatoren 
— a fie 5) a 
Lx = 41 55, + A295, + s+ t Gem da,, 


ein, so erhalt (67) die Gestalt 


A =1,,2+1,,2°+1,2+, =0, 
(67a) A =1,,2+1,,2°+1,2 +b, =0, 
Axl, 2 +1,2+1,2+6, =0. 


Das identische Verschwinden der Determinante A driickt sich jetzt so 
aus. Es sei 

l, 1 lis l, 3 

L= 1, bys las 

ls, Iss ls, 

derjenige Differentialoperator dritter Ordnung, der durch formales Aus- 

rechnen der Determinante |j/,,|| entsteht. Dann ist das identische Ver- 

schwinden von 4 dquivalent damit, da fiir jede dreimal stetig differen- 

zierbare Funktion w der Argumente «,, a, ..., %» identisch in diesen 

Argumenten Lw = 0 gilt. 
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Es sei L,, die zur i-ten Zeile und k-ten Kolonne gehérige Unter- 
determinante von L; die L,, sind also Differentialoperatoren zweiter 
Ordnung. Bildet man L,, A‘ + L,,A*+L,,A*, so ergibt sich wegen 
Lz‘ = 0 sofort 


L,, A’ + L,, A? + L,, A* = L,,b, + L,,6, + L,,6, = 0. 


Damit ist eine Gleichung zweiter Ordnung abgeleitet, der jedenfalls jedes 
Lésungssystem z', z*, z* von (67) geniigt. Ausgefiihrt lautet diese 
Gleichung 
0b 0b 0b 
F= (5241: + zi L21 7 52h Ls1) z, 
6b 0b 
+ (xt La + 7x La + az? 
0b 0b 0b 
+ (Seb Lar + 5x8 ln + Fp ln) P+ --. =O, 
wobei die Punkte an Stelle von Gliedern stehen, die keine zweiten Ab- 
leitungen der z‘ mehr enthalten. Um hieraus eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zu erhalten, in der zweite Ableitungen nur von z' vor- 


kommen, bilden wir aus (67a) die Gleichungen 





pe L,,) a 


L,, z' — L,, 2 +1,,6,—1,,6, = 0; — L,,2'4-L,, 2° +1,,6, —1,,b, =9; 
—L,,2'+ L,, 2° +1,,6,—1,, 6, = 0; L,, z' — L,, z*+-1,,6, —1,,b, = 0; 
— L,,2'+ L,, 2° +1,,6,—1,,6, = 0; L,,z'—L,, 2° +1,,6,—1,,6, = 0. 
Mit Hilfe dieser sechs Gleichungen lassen sich die zweiten Ableitungen 


von z* und z*, die in F = 0 vorkommen, durch solche von z' aus- 
driicken. Fiihrt man das aus, so ergibt sich 


(68,) Az+...=9, 
wobei A der Differentialausdruck zweiter Ordnung 
6b , Ob ab 0b 0b 
A= xxi ai + gzt a+ Fz Ys + azt as 7x3 Usa + Fzi Las 


ab ab 0b 
as dat L,; + ia Lys + aa L,; 


ist und die Punkte Ausdriicke bedeuten, die keine zweiten Ableitungen 
mehr enthalten. Ubrigens la8t sich A symbolisch in der Form schreiben: 





0b ab | 0b 

Pt lias Ls Lis Pr 13 Las ls 5x8 

0b ob 0b. 
A= Pre lg, Iss a ly, Pre a3) 7 ls le, ozs |? 


ab ab ab 
| a’ ls» 1; bs» Prt lL, eas Ls» an 
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wenn man die drei Determinanten so formal ausrechnet, als ob die 


ab, ab, " 
Fal’ °°"? 9z3 konstant waren. 
Genau wie (68,) erhailt man 
(68,) A#®+...=0, 
(68,) Az + eee = 0, 


wobei der Operator A in (68,), (68,), (68,) derselbe ist, waihrend die 
Punkte in den einzelnen Gleichungen im allgemeinen verschiedene Be- 
deutung haben; ihnen ist nur gemeinsam, daB sie Glieder ohne zweite 
Ableitungen der x‘ darstellen. 

In (68,), (68,), (68,) ist ein System der gewiinschten Form abgeleitet, 
dem jedes Lisungssystem von (67) geniigt. Umgekehrt gelten, wie eine 
leichte Rechnung zeigt, fiir jedes Lésungssystem z', z*, z* von (68,), 
(68,), (68,) die drei Gleichungen 


AA'+...=0, 
AA'+...=9, 
AA'+...=0, 


wobei die Punkte in den einzelnen Gleichungen zwar verschiedene Be- 
deutung haben. jedoch in jeder Gleichung ein lineares homogenes Aggregat 
von A', A’, A}, < of 22 om &% - a4 bedeuten. 

1 


°° "Fa a oe Ce 


(Eingegangen am 16. 10. 1933.) 


Mathematische Annalen. 109. 











The Du Bois-Reymond Relation in the Calculus 
of Variations. 


Von 


E. J. McShane in Gottingen. 


§ 1. 
Introduction. 


In many places in the literature occur proofs that solutions of the 
variation problem 


b 

j F(z,y,y')dz = min. 
a - 

satisfy the Du Bois-Reymond form of the Euler-Lagrange equations, the 
assumption being made that these solutions have continuous derivatives 
except at a finite number of corners or else that they satisfy a Lipschitz 
condition. But the theorems on the existence of solutions of such 
problems state that under suitable hypotheses, there exists an absolutely 
continuous function y = y(z) for which the integral has minimum value. 
To these solutions the Du Bois-Reymond condition can not directly be 
applied. It is therefore desirable to find conditions on the function F 
which will ensure that every absolutely continuous solution of our 
problem will satisfy the Du Bois-Reymond condition. Such a set of 
conditions has been given by Tonelli'). We here derive the Du Bois- 
Reymond condition under weaker conditions — conditions weak enough 
in fact to be satisfied by every positive-valued differentiable integrand of 
the form y(z,y) p(y’), as well as many others. 


For a slight added generality we here consider problems in space 
instead of problems in the plane. 


§ 2. 
Notation. 


The curves which we shall consider are those in a space of q+ 1 
dimensions. For the coordinates of points in this space we shall use two 
different notations; first, (2, y',..., y”), abbreviated to (x, y), which is 


1) L. Tonelli, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, Vol. II, p. 321. 
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most convenient when dealing with ordinary integrands; and second, 
(2°, z', ..., 2”), abbreviated to z, which is useful when handling parametric 
problems. Here 2° = 2, f= y', i= 1,..., 4. 

The letter bearing a suffix will always indicate unambiguously the 
range of that suffix. But for an additional safeguard against confusion 
the suffix i will always have the range 1, 2,...,q and the suffix j will 
always have the range 0, l,..., q. 

For the derivatives of functions F(z, y, y’) =F (z, y',.... y’,y",--5 y®) 
and G(z,2’) = G(z2°,...,2%, 2,..., 2”) with respect to the last set of 
arguments we shall use the symbols 


0 , . 

Fi = 77 F yy) (§ =1,...,9) 
y 
7] ’ : 

Gs = 55 F(e,2) (j = 0,1,..., 9). 


Unit vectors 2’, that is vectors such that 2(z’)* =1, will be denoted 
by the symbol z, and modifications of it. 


§ 3. 
The Associated Parametric Integrand. 


Let F(x, y, y’) be a function defined continuous and possessing con- 
tinuous first partial derivatives for all (z, y) on a set A and all y’. We 
define the associated parametric integrand G by the equations 


G (z,z') = G(z,y,2',y’/) = 2' F(z, y, ), z’ > 9, 
G(z, 0) = G(2*,..., 2%, 0,...,0) = 0. 


For all z on A and all 2’ with 2°” > 0 this function is continuous and 
has continuous partial derivatives. Moreover, @ is positively homogeneous 
of degree 1 in 2’, and its partial derivatives G, are positively homogeneous 
of degree 0 in z’. These derivatives are given by the formulas 


(1) 


(2) G(z,2') = G(x, y, 2,9) = F(z,y, y') — Ly F,(z,y, 4), 


(3) G,(z,2’) = G,(z,y,2',y') = F, (2, y, £) 


(s = 1,..., 49). 
Let the functions y = y‘(z), a <= « < b, which we abbreviate to 
(4) y=y(z), aSorsd, 


be continuous and of limited total variation, and let 


(5) C: z=2(s), OSs L, 
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be a parametric representation of the curve (4), s being length of are. 
Then") the functions y(z) are all absolutely continuous if and only if the 
inequality 


(6) 2" (s) > 0 
holds for almost all values of s. If this is the case, the function 
(7) G (z(s), z' (8)) 


is defined for almost all s; for the remaining set of measure 0, we assign 
it the value 0. Since G(z,z’) is continuous on the set [z on C; 2° > 0}, 
the function (7) is measurable‘). 

Moreover, let s = s(t) be an absolutely continuous monotonic func- 
tion such that s'(f) > 0 for almost all ¢, so that it has an absolutely 
vontinuous inverse‘). 

We thus obtain for the curve C the representation 


(8) z= F(t) =2z(s()), 4 St st, 
For almost all ¢ we have 7’ (t) = 2'(s)-s'(t) > 0, so that the function 
(9) G (2 (d), 2’ (0) 


is almost everywhere defined and is measurable. 
We now cite the result proved elsewhere’): 
Let s(t) be positive for almost all values of t. Then if either of the 


integrals 


(10) I[y] = [F(z.y (2), y (@))dz 
and : 
(11) J{c] = (Ge, z(t) dt 


exists, so does the other, and the two are equal. 


§ 3. 
Statement of the Theorem. 


The integrands F(z, y, y’) with which we shall be concerned are those 
which, besides the usual conditions of being continuous together with 
their partial derivatives for all (z, y) on a set A and all y’, satisfy one 
or more of the following q + 1 conditions: 

2) Existence Theorems for Ordinary Problems of the Calculus of Variations, 
to appear in Annali della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa. 

3) Carathéodory, Vorlesungen iiber reelie Funktionen, p. 377. 

*) Le. 5), p. 584. 

5) J. c. 3). 














Du Bois-Reymond Relation. 749 


(12,). There exist positive numbers M,,M,,6 such that for all y/’, 
for all points (z, y) of A, and for all points (z,y) of A with |z—2z|< 46 
the inequality 

Fey y)| S MF(z,y,y) + M, [1+ 2(y"P}" 

holds. 

(12,). There exist positive numbers M,, M,, 6 such that for all y’, 
all points (x,y) of A and all points (z, y) of A such that |¥ — y’| < 4, 
7 = y* (k + i) the inequality 


\Fiu(z¥y)| SMF (z,y, y') + M,[1 + 2 (ys 


ois conclusion which we wish to reach is that there exist constants 
Co, Cy, «+ +) Cg Such that the equations 
(13,) F (x,y (2), y'(2)) — Ly" () File, yeu) 
— J Fo(@. ya) ¥'(2)) da = oy 
(13,) F,(z, y (2), y’ (2)) — [F v(x, y (2), y (2)) da =e 


(¢ = 1,..., 9) 

hold for almost all values of z. 

The theorem which we shall prove is the following: 

Theorem I. Let the function 
(14) y=y(z), arab 
minimize the integral I[y] in the class of all absolutely continuous functions 
whose graphs lie in A and join the end points (a, y(a)) and (b, y(b)), and 
let the curve y = y(x) lie entirely interior to the region A. Then if any 
one of the conditions (12,;) (j = 0,1, ..., q) ts satisfied, there exists a con- 
stant c, such that the corresponding equation (13,) is satisfied for almost 
all values of z. 

Stated in terms of the associated parametric integrand G@ con- 
ditions (12,) become 

(12;). There exist positive numbers M,, M,,46 such that for every 
vector z’ with 2” > 0, every point z of A, and every point z of A such 
that |z/ — 2i| < 6, z* = z* (k + j) the inequality 


‘> 
6,5 2)| = MC,z)+M,[ 2 ery] 
holds. “s 
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Let us suppose that the curve (14) has also the representation 
(15) Sa2az=2(s), ee x¥=27(s), OS ss L (ft =—1.,...,9). 


Since the functions y(z) have been asgumed absolutely continuous, every 
set of values of z of measure 0 corresponds to a set of values of ¢ of 
measure 0 and conversely, and the desired conclusion becomes: There 
exist constants c, such that the equations 


(133) ®,(s) = G,(2(s), 2'(s)) — [G,s(e(s), (8) ds = o, 


hold for almost all s. 


Thus our theorem can be given the second formulation: 
Theorem I’. Let the functions 


y= y(z) axsrsdb 


minimize the integral I[y] in the class of all absolutely continuous functions 
whose graphs join the points (a, y(a)) and (b, y(b)). Let the curve (14) lie 
entirely interior to the set A, and have the parametric representation (15). 
Then if any one of the conditiens (12;) is fulfilled, there exists a constant c, 
such that the corresponding equation (13;) is satisfied for almost all 
values of s. 

It is in this last form that we shall prove the theorem. This form 
has the objection of being stated in terms of the associated integrand G 
instead of the original integrand F. But on the other hand we here 
have the advantage that the derivatives z’(s) are bounded, which in- 
creases the manageability of the functions involved‘). 


§ 4. 

Proof of the Theorem. 
' The proof is indirect. Suppose that the condition (12;) is satisfied, 
but that for no c, is ®,(s) = c, almost everywhere. Then there exist 


two constants d, and d, >d, and two sets Ef, Ef of positive measure 
such that the relations 


(16) ®,(s) Sd, (s on £), 
®,(s) =>d, (s on £3) 
*) The usefulness of this boundedness of z’ is shown in my note ,,Uber die 


Unlésbarkeit eines einfachen Problems der Variationsrechnung“. Gédttinger Nach- 
richten 1933, p. 359. 

















Du Bois-Reymond Relation. 751 


hold. We reject the set of measure 0 on which the z’(s) are not all 
defined or z” = 0. Then we can find a positive number k and mea- 
surable subsets E,, E, of Ef, EZ respectively, such that 


m(E,)>0; 2(s) >k>O, (8s) Sd, (s on E,), 
m(E,)>0; 2(s) >k>0, ,(s) >d,>d, (s on E,). 


Denoting by z,(s) the function which has the value i on EZ, and 0 
on the complement of E,, and defining y,(s) analogously we define 


(17) 


(18) g (8) = { [m(E,)- x, (s) — m(E,)- x4(8)) ds. 
We have at once 
(19) yp (0) = o(L) = 0; 


and remembering that the derivative of the integral of y, has almost 
everywhere the value y, (k = 1,2), we find 


y (s) = —m(E,) for almost all s in £,, 
(20) gy (s) = m(E,) for almost all s in £,, 
y (s) = 0 for almost all s in C(£,+ £,), 


where C (EZ, + E,) is the set complementary to E, + £,. 
We define the curve C, by the equations 
C,: 2 = 2i(s) = 24(s) + a (8). 
(21) zt = 2t(s) = 2*(s) (k + 9), 
O<s<L, \al/<1. 
Since the curve C is interior to A, so is C, for all sufficiently small 
values of a. It remains to show that the C, are admissible comparison 
curves. That C, has the same end points as C is a consequence of 
equation (19). That the C, actually can be represented by absolutely 


continuous functions y = y(x) requires proof; we distinguish between 
the cases 7 = 0 and j > 0. 


If 7 = 0, we have for all s except those on a set of measure zero: 

za (8) = 2°'(8), s on C(E, + E,), 
(22) za (s) = 2°'(s) ++ am(E,) > k —\a|-m(E,), s on E,, 
za (8) = 2° (s) —am(E,) > k—|a|-m(Z,), 8 on E,. 


Hence for all sufficiently small values of « the inequality z2'(s) > 0 
holds almost everywhere, so that the functions 


G (zu (8), z2(8)), G5 (2u(8). 22 (8)), Gj (24 (8), 2a(8)) 
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are all defined for almost all s and are measurable. Also, if o is the 
length of are on C,, then 


(23) ont [2 (ex coy] " ds, 


and o(s) > z2'(s) > 0 almost everywhere. Hence o(s) has an absolutely 
continuous inverse s(¢). Equation (23) also shows that o’(s) is never + o. 
Hence for almost all s the derivative s’(c) exists and is positive; and 
recalling that to every set of values of s with measure 0 there corre- 
sponds a set of o with measure 0, we find that for almost all o 


+ za (s(a)) = 22'(s)-8'(a) > 0. 


This is a necessary and sufficient condition that C, have a representation 
y= y.(z), @5 255, with absolutely continuous functions y, (z). 
Moreover by § 2 we know that J[y,] = J[C,], so that 
(24) J[(C.) = J[C] 
for all sufficiently small values of «. 

For the case j > 0, we notice that since the function z2(s) = 2°(s) 
has almost everywhere a positive derivative, it has an absolutely conti- 


nuous monotonic inverse. Hence @(s (z,)) = p(s(z)) is absolutely 
continuous, and so is the function 


y2(z) = 23(s(z)) = 2 (s(x) + «p(s (2). 


The other functions y* (x) = z*(s(x)) are unchanged and so remain ab- 
solutely continuous. Hence C has an absolutely continuous represen- 
tation y = y(zx). Introducing the length of are o on C as in equation (23), 
we find as before that s’(c) > 0 almost everywhere, so that by § 2 the 
inequality (24) again holds. 

Disregarding the set for which z,(s) is undefined or z2'(s) = 0, the 
function G (z, (8), z<(s)) is differentiable with respect to a, and 


(25) ~ G (2. (s), Za (s)) = G.j (Za; Za) *¢ (8) + G; (24, Za) » y (8). 


We further discard the set of measure 0 on which equations (20) fail to 
hold. For the remaining points of £,-+ 2, we have for all sufficiently 
small « (by way of (20) and (21)) 


(26) Sse s2 lee <2% 1=1,2,..4¢ 


For these arguments the terms on the right are bounded, say less than N. 
_ For the remaining points of C(E, +-E,) we have g’(s) = 0, so that the 
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last term in (25) is zero. For the other term we have, using inequalities (26) 
and condition (125), 
|@j (Za»%a)| = | G5 (Za 2’) | S M,G(z,2’) + 2(g + 1) M,. 


Hence for all small « the partial derivative in (25) is bounded by a sum- 
mable function of s. We may therefore’) differentiate under the integral 
sign in the equation 


L 
J (Ca) = JG (2a (8), 20(8)) ds, 
obtaining for « = 0 the equation 
L 
(27) J’ (Culemo = J (G5 (2,2’)- p(s) + (2, 2’) y (si ds. 


But by (24) the left member must be 0. Integrating by parts and 
using equation (19) yields 


L s L 
0 = [vs |@, (z, 2’) — J G5(2,2) ds| ds = {%,(s) y’ (s) ds. 


By (20) and (17) this implies 
0 = { m(E,) - ®,(s) ds — { m(E,)-®,(s) ds 
Ey E2 
< m(E,) m(E,) d, — m(E,) m(E,) dy. 
This contradicts (17), and our theorem is established. 


§ 5. 
Corollaries. 

Suppose that the set 4 is a cylindrical set, in the sense that there 
exists a set B in the g-dimensional space of the y’s and an interval 
«=< 2<f such that the set A consists of all the points (x, y) with 
<= 2<f and y in B. Then in proving equation (13,) the comparison 
curves C, all belong to A, even when C has points on the boundary 
of A. For we have seen that for sufficiently small « the inequality 
rq (8) = 22'(s) > 0 holds almost everywhere, so that 


asaslz,(0) = 2,(s) <2, (L) = bs B£. 


The function y*(s),..., y?(s), or 2*(s), ..., 27(s), remain the same for C, 
as for C, so that for every s the point (z,(s),y(s)) is in A. Hence 
we can state 


7) Carathéodory, 1. c. *), p. 664. 
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Corollary 1. If 

a) the set A is a cylindrical set, in the sense defined; 

b) the functions y = y(z), ax 2s 4, are absolutely continuous; 

c) the curve y = y(x) has the parametric representation C: z = z(s), 
0=<s<s L, where s is the length of arc; 

d) C lies in A (but does not necessarily consist exclusively of in- 
terior points); 


e) the functions y(x) minimize I [y] in the class of all absolutely con- 
tinuous functions whose graphs lie in A and join the points (a, y(a)) 
and (b, y(b)); 


f) condition (12;) is satisfied; 
then there exists a constant c, such that 


G, (z(s), 2’ (s)) — (G. (z(s), 2'(s))ds = ¢, 


for almost all values of s. 

Further, we notice that conditions (12;) were used only to prove 
the uniform summability of A G (24,22). In case the functions y = y(z) 
satisfy a Lipschitz condition, we readily find that z°’ is bounded from 
zero, and the same is therefore true of z2’ for all sufficiently small values 


of x. Hence for such values of « the right side of equation (25) is uni- 
formly bounded, and we have no need of (12;). We can therefore state: 


Corollary 2. If the hypotheses of theorems I or I’ are satisfied with 
the omission of those relating to (12,) or (12;), and if further the functions y(z) 
satisfy a Lipschitz condition, then the conclusion of theorems I and I’ 
are valid. 

It is possible that it might be convenient to use some other re- 
presentation than (15) for the curve C. We therefore state: 

Corollary 3. If the curve y = y(z), a= 2 <= 5, hat in addition 
to the representations (14) and (15) the third representation 


(28) C: z=), «ests B, 
where the functions z(t) are absolutely continuous and s'(t) > 0 for almost 


all t, and if for any j equation (13;) or (13;) is satisfied, then for that j 
we have 


t 
(29,) G, (2 (0,7 (0) — [G,,(@@, # O) dt = «, 
for almost all t. 
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The same proof*) which we applied to j Gds serves to show that 


t(s) 8 


f G57) dt = |G, (2,2) ds. 


Let s be a number such that the z’(s) are all defined an’ 2”(s) > 0, 
and also s‘(t) exists and is not zero (the remaining values of s form a 
set of measure 0). Since G, is positively homogeneous of degree 0 in z, 
we have 
G, (2 (t), 2 (t)) = G,(z(s (0), 2 (8() - 8’) 
= G,(z(s(t)), 2 (s(d))). 


Hence (29,) holds except for those values of ¢ which correspond to a set 
of values of s having measure 0. By the absolute continuity’) of ¢(s), 
these exceptional values of ¢ form a set of measure 0, and so (29,) holds 
for almost all ¢. 


8) Jee. 4). 
%) Le 4). 





(Eingegangen am 5. 7. 1933.) 
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1. Wir beweisen den 


Starrheitssatz. Es sei G ein schlichtes mehrjach zusammen- 
hiingendes Gebiet der z-Ebene, das den Punkt z =0 in seinem Innern 
enthilt und mindestens zwei im Endlichen gelegene Punkte zu Randpunkten 
hat. Die Funktion f(z) sei regular und eindeutig in G; es sei auferdem 
{(0) = 0 und es werde durch 2’ = {(z) das Gebiet G auf eine Punktmenge 
abgebildet, die in G enthalten ist. Dann gibt es positive Zahlen Q < 1, 
so daB jede Funktion f(z), die die angegebenen Eigenschaften besitzt, eine 
topologische Selbstabbildung von G liefert, sobald 
: if )| > 2 
ast. 

aaigq 

Es gilt dann sogar f'(0) =e ” , wobei p,q teilerfremde ~positive 
ganze Zahlen bedeuten, und nur wenn z = 0 ein Symmetriepunkt von G ist, 
kann p > 1 und die erwéhnte topologische Selbstabbildung von G von der 
tdentischen Abbildung verschieden sein. 

Bemerkungen: 1. Fiir andere als die im obigen Satz gekenn- 
zeichneten Gebiete gilt, wie einfache Beispiele lehren, die Behauptung 
nicht. 

2. Ersetzt man die Voraussetzung, daB G zwei im Endlichen ge- 
legeue Randpunkte besitzt, durch die engere, da8 G beschriinkt ist, so 
wird aus obigem Satz im wesentlichen ein Satz des einen der Verfasser'). 
Die unter dieser speziellen Voraussetzung |. c. angewandte Beweismethode 





1) C. Carathéodory, Uber die Abbildungen, die durch Systeme von analy- 
tischen Funktionen von mehreren Verdnderlichen erzeugt werden, Math. Zeitschr. 
84 (1932), 758—792; Satz 14, 8. 786. 
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kann so modifiziert werden, da8 sich damit auch unser allgemeiner Starr- 
heitssatz beweisen lieBe. Im folgenden geben wir einen Beweis, der in 
seiner Einfachheit der begrifflich elementaren Formulierung des Satzes 
selbst angemessen ist und bei dem im iibrigen von den Ergebnissen der 
zitierten Arbeit keinerlei Gebrauch gemacht wird. 


Beweis. Unter den tiber G gemachten Voraussetzungen gibt es nach 
dem Grenzkreistheorem der Uniformisierung eine in |u| < 1 eindeutige 
analytische Funktion 
(1, 1) z= 7z(u), 
welche die Uberlagerungsfliche G des Gebietes G umkehrbar eindeutig 
auf den Einheitskreis E der u-Ebene abbildet. Wir diirfen annehmen, 
daB 7 (0) = 0 ist. Die automorphe Funktion y(u) hat in # die unendlich 


vielen Nullstellen u, = 0, u,, u,,..., tiber deren Durchnumerierung wir 
so verfiigen, daB 
(1,2) 0<|mlSiuls...<1, 


und die wir aus u, dadurch erhalten, daB wir auf u, der Reihe nach alle 
Transformationen der Automorphiegruppe anwenden. 
Nun sei 


(1, 3) w = f(z) 


eine Funktion, die den Voraussetzungen unseres Satzes geniigt. Die Auf- 
lésung der Gleichung 


(1, 4) z(v) = f(x (4) 
nach v bezeichnen wir mit 
(1, 5) vw=>@9 (u); 


durch die Festsetzung y(0) = 0 wird g(u) nach dem Monodromiesatz zu 
einer in E eindeutigen reguliren Funktion. Es ist 


(1, 6) (0) = f (0) 
und |g(u)| <1. Weiter folgt aus (1,4) und (1,5) 


x (y (u)) = f(x), 


so daB stets 
(1,7) 9 (u,) = tr, (j= 1,2...) 
ist. Wegen des Schwarzschen Lemmas haben wir dabei immer 


|e, | S |u5|- 
Gilt nun fiir einen einzigen Wert von j die Gleichung |u,,| = |u|, 
so mu8 v = w(u) = Au mit |A| = 1 sein. Ist insbesondere 4 = 1, dann 
ist nach (1,4) und (1,1) 


f(z) =z. 
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Ist A + 1, so muB nach (1,7) mit u; auch der Punkt Au, eine Null- 
stelle von y(u) sein. Es sind daher alle Punkte A’u, (vy = 1, 2, ...) 


Nullstellen von z(u). Da es deren auf dem Kreise |u| = |u,| nur end- 
lich viele geben kann, so ist A eine p-te Einheitswurzel und man hat 
22xigq 





f(0) = ¢ (0) =A=e ? 
Der Punkt z = 0 ist dann Symmetriepunkt von G, die Abbildung v = Au 
bedeutet eine topologische Selbstabbildung von G@ und somit (1,3) eine 


solche von G. 
In jedem anderen Falle mu8 notwendig immer 
(1,8) | Me] < |e, | 
und insbesondere 
y(u,) = %, =u = 0 
sein. Dann setzen wir’) 


u—w 


p (u) = us 7 (4); 





dabei ist y(u) in Z regular und 





(1, 9) gy’ (0) = u, - p(0). 
Nach dem Schwarzschen Lemma ist 
Ss y(u)| <1, 
also nach dem Satz vom Maximum fiir 0 <r <1 
(1,10) | 9(0)| S Max | y(u)| << Max r-| T= |, 
Fiir r — 1 ergibt sich hieraus 
(1, 11) | y(0)| S 1. 
Aus (1,6), (1,9) und (1,11) folgt 
(1, 12) If (0)| S |u|; 


mit 2 = |u,| <1 ist daher die Behauptung unseres Satzes richtig und 
damit der Satz bewiesen. 

2. Bleiben wir noch bei dem eben behandelten, durch (1, 8) gekenn- 
zeichneten Fall. Es ist leicht einzusehen, daB in (1, 12) nur das Kleiner- 
zeichen stehen kann. Im Gleichheitsfalle wire nach (1,10) namlich 
y(u) = p(0) mit | p(0)| = 1, also 


gy (u) = u=—*+_ (0). 


u 
uu—l 





2) Vgl. C. Carathéodory et L. Fejér, Remarques sur le théoréme de M. Jensen, 
Compt. rend. 145 (1906), p. 163. 
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Das ist aber unméglich, da q(u) unendlich viele Nullstellen hat. Ist in 
der Tat u’ = 1,(u) diejenige Transformation der Automorphiegruppe, die 
u = 0 in u = u, iiberfiihrt, so hat man 


z(¢(1,()) = f(x @)) = fe) = z(e(). 


Demnach gibt es eine zweite Transformation der Gruppe, wu’ = 1,(u), 


so daB 
y (1, (u)) = 1, (p (u)). 

Fiir u = 0 erhalten wir, wegen ¢ (I, (0)) = y(u,) = 0, 

0 = 1, (0). 
Unter den Transformationen der Gruppe ist aber die Identitat die einzige, 
welche einen Fixpunkt hat. Daher ist /,(u) = u, und es gilt: 
(2, 1) 9 (',(%)) = eu). 
Unter den Nullstellen von g(u) befinden sich also nach (2,1) auch jene 
unendlich vielen, 
(2, 2) coy OO, of), QO =O, M=ew,, wo, ..., 
die man aus u = 0 erhilt durch iterierte Anwendung der Transformation 
u’ = |, (u) und ihrer Inversen*). Es ist somit: 
(2, 3) I (0)| < |4,|- 
Bezeichnet man nun die untere Grenze der im Starrheitssatz zulissigen Q 
mit Q,, die ,,Siarrhettskonstante von G in bezug auf z = 0“, so ist 

Q, < | u, |. 

Diese Abschitzung von 2, wollen wir jetzt noch wesentlich ver- 
bessern. Zu diesem Zweck brauchen wir nur die Ungleichung (2,3) zu 
verschirfen, und das gelingt ohne weiteres durch Anwendung der all- 
gemeinen Jensenschen Ungleichung auf die Funktion re), Nach der 
Jensenschen Ungleichung ist namlich*) 


lo | S IT ||, 


das Produkt gebildet iiber alle Nullstellen w, von vis) Erst recht gilt 
daher: 


(2,4) |9' | SIT |wrw-m|, 


3) DaB die Punkte der Folge (2,2) alle voneinander verschieden sind, hat 
seinen Grund darin, daB man die Transformation u’ — 1,(u) aufzufassen hat als 
das Ergebnis der Zusammensetzung zweier Spiegelungen an zwei zu |u| = 1 ortho- 
gonalen Kreisen, die sich im Innern von E nicht treffen. 
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wobei die uv" dieselbe Bedeutung haben wie in (2,2). Wir berechnen 
jetzt von der rechten Seite von (2,4), die ja bereits von f(z) unabhingig 
ist, aber noch von I, (u) abhiangt, die obere Grenze bei festem u,. Wir 
miissen also jene lineare Transformation u’ = 1,(u) von £ in sich be- 
stimmen, welche 0 in u, itiberfiihrt und fiir welche die Punkte der Folge (2, 2) 
méglichst rasch gegen den Rand von E konvergieren. Nun ist ja die 
nichteuklidische Entfernung d der Punkte u, u +” gleich der von u®, yu, 
Legt man daher um wu” den nichteuklidischen Kreis mit dem Radius d, 
so liegt wu’ +” auf seiner Peripherie. Fiir unsere Abschitzung hat der 
Punkt u” +» die ungiinstigste Lage, wenn er dem Rand von |u| =1 
am niichsten liegt. Es befinden sich alsdann u® und «+» auf dem- 
selben Durchmesser von |u| = 1. Ist dies fiir ein einziges Paar von auf- 
einander folgenden Punkten der Folge (2, 2) der Fall, dann gilt das bereits 
fiir jedes solche Paar. Wir diirfen daher annehmen, da8 die Punkte dieser 
Folge alle auf dem reellen Durchmesser von £ liegen und da8 ins- 
besondere u, positiv ist. Die zugebérige Transformation u’ = I, (u) kann 
dann geschrieben werden 


9 o/s s—) | A 
(2, 5) wu +1 u+1’ h 1+ 4," 





Die Iterierten von (2,5) und deren Inverse haben die Gestalt 


u'—1 u—l 


(2, 6) eer str P= sth +3 





Fir u = 0 wird vu’ = u™, und man erhalt aus (2, 6) 
1—A’ 

1+," 

Aus (1,6), (2,4), (2,7) folgt somit die Abschitzung 


IFO < IG). 


(2, 7) uw = 








und infolgedessen ist auch 


te Qs rs md} a yew , 





1+h" 


v=1 
1—|4,| 


mit h = Tle" 


Erst recht gilt also: 


2, < (7F3) =I4F 


*) Siche Jacobi, Werke, Bd. I, S. 234. 
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3. Uber die Starrheitskonstante Q, lassen sich auch ohne Kenntnis 
der Gruppe der Decktransformationen von G einige Aussagen machen. 

Zuniachst ergibt sich, daB 2, sicher positiv ist fiir ein beschrinktes 
mehrfach zusammenhingendes Gebiet. Liegt naimlich G im Innern von 
jz < R und die Kreisscheibe |z| <r < R im Innern von G, dann ist 


f(z) = x 


eine ,,innere Abbildung‘‘*) von G mit dem Fixpunkt 0, aber keine topo- 
logische Selbstabbildung von G; also ist sicher 


2,= F- 


Allgemeiner gilt fiir jedes mehrfach zusammenhingende Gebiet G, dessen 
Rand ein mehrpunktiges Kontinuum enthilt, 
2Q, > 0; 

denn jedes solche Gebiet G la8t sich durch eine schlichte konforme Ab- 
bildung in ein beschrinktes mehrfach zusammenhingendes Gebiet iiber- 
fiihren. Gegeniiber solchen Abbildungen verhalt sieh aber 2, invariant. 
Damit haben wir das Ergebnis: 

Q, kann nur dann Null sein, wenn der Rand von G eine diskonti- 
nuierliche Punktmenge ist. 

Diese Bedingung ist jedoch nicht hinreichend, wie das folgende Bei- 
spiel bestatigt: 

Sei |a| > 1, @ entstehe aus der ganzen endlichen Ebene durch 
Wegnahme der Punkte z = «', » = 0, 1, 2, ...; dann ist 


f(2) = = 
eine innere Abbildung, aber keine topologische Selbstabbildung, also ist 
2,2 7 


Ja |" 

Null ist Q, beispielsweise fiir das Gebiet, das aus der Ebene entsteht, 
wenn man die Punkte +1, — 1 ausschlieBt*), und allgemeiner fiir alle 
Gebiete G, deren Rand aus nur endlich vielen Punkten besteht. Mit 
dem Verhalten dieser Gebiete hinsichtlich unseres Starrheitssatzes wollen 
wir uns jetzt noch etwas ausfiihrlicher beschiftigen; die Verhaltnisse 
lassen sich hier namlich vollstaéndig tiberblicken. 


5) ,,Transformation intérieure“ bei H. Cartan, Sur les fonctions de plusieurs 
variables complexes. L/’itération des transformations intérieures d’un domaine 
borné, Math. Zeitschr. 35 (1932), S. 760. 

6) Siehe 1. c. '), S. 786. 
Mathematische Annalen. 109. 
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In jedem isolierten Randpunkt eines unserer Gebiete muB jede der 
betrachteten Funktionen f(z), wegen des Picardschen Satzes, regular sein, 
wenn sie dort nicht einen Pol hat. 

Gibt es also nur endlich viele Randpunkte von G, die mit a, = x, 
@,, ..+5 @_, bezeichnet sein mégen, so muB jede Funktion f(z) in der 
ganzen Ebene und fiir z = oo rationalen Charakter haben, und daher 
iiberhaupt rational sein. Dann mu8 aber /(z) auch alle Werte a,, ..., a,, 
wirklich annehmen und da dies nach Voraussetzung nur in den Punkten 
2= 4d), ..., Gq Sstattfinden kann, miissen durch die Transformation 
2’ = f(z) die Randpunkte von G untereinander permutiert werden, wenn 
sie nicht Fixpunkte der Transformation sind. Im Falle, da alle Rand- 
punkte von @ Fixpunkte der Transformation 2’ = f(z) sind, muB f(z) 
ein Polynom sein, das die Werte a, und a, nur in diesen Punkten selbst 
annimmt; deshalb gilt: 


f(z) = a, + 6, (2 — a," = a, + 5, (z — a,)". 
Hieraus folgt aber sofort 6, = 6,; wegen a, + a, dann » = 1 und 
6, = 1, 2h. f(s) = «. 
Werden im allgemeinen Fall die Randpunkte durch z’ = f(z) per- 
mutiert, so gibt es unter den Funktionen 


f, (2) = i (f (2), (= f, (f (2), tee 


eine erste Funktion /,(z), fiir welche alle Punkte a,, ..., a,, Fixpunkte 
der Transformation z’ = /f,(z) sind. Da diese letzte Transformation 
wieder eine innere Abbildung unseres Gebietes mit dem Fixpunkt z = 0 
darstellt, mu8 nach dem Vorhergehenden /,(z) = z sein. Dann ist aber 


(3, 1) fp (0) = (f (0))? = 1, 
woraus folgt, daB notwendig 2, fiir G gleich Null ist. 

Es 148t sich nun sofort die Gestalt von f(z) fiir den Fall p > 1 
angeben. Da die Funktion /,(z) =z in der ganzen Ebene einschlieBlich 
z = ce schlicht ist, so muB das auch z = f(z) selbst sein. f(z) ist also 
eine Mébiussche Transformation, und hat wegen (3,1) die Gestalt: 


anit 
e +2 
f() = S35 7- 
Ein Gebiet G, bei welchem diese Funktisn eine Selbstabbildung erzeugt, 
mu8 notwendig mit jedem Randpunkt a auch den Randpunkt f(a) und, 


22 


q 
wenn c + 0 ist, jedenfalls den Punkt +e ‘? als Randpunkt besitzen. 
Man sieht leicht ein, daB man auf diese Weise, bei beliebig vorgegebenen 
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p, q und bei beliebigem (reellem oder komplexem) c, derartige Gebiete mit 
endlich vielen Randpunkten erzeugen kann. Der Punkt z = 0 ist dann 
ein p-facher Symmetriepunkt; die Anzah] der Randpunkte einschlieBlich 
(oder ausschlieBlich) z = co ist ein Multiplum von p je nachdem c + 0 
(oder c = 0) ist. 

Auf Grund dieser Bemerkungen ist es dann ein leichtes, zu priifen, 
ob und was fiir ein Symmetriepunkt der Punkt z= 0 fiir ein vor- 
gegebenes Gebiet mit endlich vielen Randpunkten ist. 


Miinchen, im Dezember 1933. 





(Eingegangen am 25. 12. 1933.) 








Berichtigung 
zu der Arbeit von Arnold Scholz: ,,Die Kreisklassenkérper von Primzahl- 
potenzgrad und die Konstruktion von Kérpern mit vorgegebener zwei- 
stufiger Gruppe. I.“, dieser Band 8. 161— 190. 

Als Kriterium fir die Erweiterbarkeit des Kérpers K® — Ke , -K - zu einem 
(reinverzweigten) Zweigkérper vom Typus (I"', i, *) ist auf S. 175 und in Satz 3 
auf 8. 176 die Giltigkeit der Ungleichung 
(9) r + oX Val 
far ein Ideal r der Grundidealklasse in K® mit r — N (r) und beliebige Zahlideal- 
potenzen 9 von t angegeben. Dieses Kriterium ist aber fiir k > 1 nicht echarf 


genug. Damit nimlich der Fiihrer g von K/K® so wie in Satz 3 angegeben ge- 
wahit werden kann, muB 


(9)* 


k—1 
r! 


xy 
ee ¢ 


! 
gelten. Dann erst liegt Vr nicht im Kérper (10). 

Im Falle 1 > 2 ist dies jedoch ohne EinfluB auf die Existenz von Zweig- 
kérpern mit k > 1: es ist (9)* immer gleichzeitig mit (9) erfallt, und der Beweis 
von (9)* l48t sich in dem in Kap. 3 vorliegenden Spezialfall mit denselben Worten 
fahren wie fiir (9), cbenso in dem am SchluB der Note angekiindigten allgemeinen 
Fall. Es bleibt somit gegenscitiger /-ter Potenzrest von p, und p, das Kriterium 
fiir die Existenz eines Zweigkérpers vom Typ (i, /; /*). 

Dagegen ist im Falle 1 = 2 die auf S. 188 angegebene notwendige Bedingung 
fiir die Existenz eines (reellen) Zweigkérpers vom Typ (2, 2, 2*) fiir k > 1 nicht 
hinreichend, sondern notwendig und hinreichend ist erst, daB p, und p, gegenseitige 
biquadratische Reste sind. Dies wird dann in der angekiindigten Note ebenfalls 
bewiesen werden. 

Sonstige Berichtigungen: Auf S. 174 Mitte fehit das & in 


y* y — Pt (9)- 
Auf 8S. 184 fehlt bei einigen Exemplaren das »' in 
(20) »! = i, IT vita. 
Arnold Scholz. 


Berichtigung 


zu der Arbeit von Karl Kommerell: ,,Gebietsteilung durch eine Kurve 
zweiter Ordnung“, dieser Band 8. 307—312. 


Herr Mohrmann hat mich auf eine falsche Behauptung in der Einleitung 
meiner genannten Arbeit aufmerksam gemacht, nimlich die Behauptung, da8 mein 
Beweis ohne Stetigkeitsaxiome auskomme. DaB dies unmédglich ist, ist ja bereits 
an dem Beispiel des Kreises bekannt. Der Ort, wo bei mir Stetigkeitsaxiome 
(Dedekindsches oder Volistandigkeitsaxiom) benutzt werden, ist bei der Einteilung 
der Involutionen in elliptische und hyperbolische. Es ist also die auf die Stetigkeit 
beziigliche Stelle in der Einleitung zu streichen. Die Konstruktionen selbst sind 
= K. K 

. Kommerell. 


721/7/5T —V/12/6 














